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Vorrede. 


Mit  der  analytischen  Zahlentheorie,  welche  ich  hier- 
mit dem  mathematischen  Publikum  vorlege,  führe  ich  mein, 
mit  den  „Elementen  der  Zahlentheorie,  Leipzig  1892"  be- 
gonnenes zahlentheoretisches  Unternehmen  um  einen  wichtigen 
Schritt  weiter.  Die  analytische  Zahlentheorie  begreift  in  sich 
diejenigen  Forschungen  im  Gebiete  der  höheren  Arithmetik, 
welche  auf  analytische  Methoden  begründet  sind,  und  hat  in- 
sofern vor  manchem  andern  Gebiete  derselben  ein  erhöhtes 
oder  weiteres  Interesse.  Ihre  Entstehung  datirt  fast  in  die 
Anfänge  der  Zahlentheorie  selber  zurück.  Kaum,  dass  letztere 
durch  die  so  mannigfachen  Arbeiten  Euler 's  eine  erste  um- 
fassende Grundlage  gewonnen,  war  es  auch  schon  dieser  an 
ursprünglichen  Ideen  und  Entdeckungen  überreiche  Forscher, 
der  zuerst  dazu  geführt  wurde,  die  Analysis  zur  Gewinnung 
arithmetischer  Sätze  zu  verwenden.  Seine  bezüglichen  Unter- 
suchungen nahmen  zwei  verschiedene  Richtungen:  in  der  einen 
stiess  er  auf  jene  Gleichheit  zwischen  einem  unendlichen  Pro- 
dukte und  einer  unendlichen  Reihe,  welche,  wie  wir  erkennen 
werden,  in  der  gesammten  analytischen  Zahlentheorie  eine 
wesentliche  Rolle  spielt  und  ihm  sogleich  gestattete,  den  Satz, 
dass  es  unendlich  viel  Primzahlen  gebe,  auf  analytische  Weise  zu 
erhärten;  die  andere  Richtung  führte  ihn  zu  seinen  lierühmten 
Sätzen  über  die  Zerfälluiig  der  Zahlen  in  Summanden.  Nach 
Euler  aber  nahm  die  Zahlentheorie  zunächst  eine  Entwick- 
lung, bei  welcher  der  analytische  Weg  zurückstehen  musste. 
Das  grosse  systematische  Werk  von  Gauss,  die  Disquisitiones 
Arithmeticae,  begründete  zuerst  die,  Zahlentheorie  als  eine 
selbständige  umfassende  Wissenschaft  und  gab  ihr  eine  reiche 
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Füllt'   von    allgomeineii  Problonioji,    die    eine    nocli   beute    bei 
weitem  nicht  erschöpfte  Entwicklung  verlangten  und  zuliessen. 
Zwar  hat   schon  unter   den  letztern  Gauss   selber   solche   er- 
kannt und  bearbeitet,  welche  durch  ihre  Natur  eine  analytische 
Behandlung   gewisserraassen  herausfordern,    doch  geben  seine 
Disquisitioues  nur  kurze  Notizen  darüber,  und  auch  sein  Nach- 
lass   nur  einige   Grundlinien   seiner  Methoden  und  vereinzelte 
Resultate.     Auch  hat  Jacobi   bereits   mittels   der  Lehre  von 
den     elliptischen    Funktionen     den    Eul  er 'sehen    Sätzen     der 
zweiten  Kategorie  andere,  welche  zumeist  auf  die  Theorie  der 
quadratischen    Formen    mit    zwei    oder    mehr    Unbestimmten 
Bezug  haben,  an  die  Seite  zu  stellen  gewusst.     Das  Verdienst 
aber,    durch    eine    weitere    Verfolgung    der    ersten   Richtung 
Euler'scher  Forschung  allgemeine  analytische  Methoden  ent- 
deckt und  entwickelt  zu  haben,   welche   zur  Lösung  gewisser 
Kategorieen  zahlentheoretischer  Aufgaben  geeignet    sind,    und 
so    der    eigentliche    Schöpfer    der    analytischen    Zablentheorie 
geworden  zu  sein,  kommt  voll  und  ganz  Dirichlet  zu.     Seine 
Untersuchungen,   wie   sie  vor   allem  niedergelegt   sind  in  den 
Abhandlungen:    sur  l'usage  des  series  infinies  dans   la  theorie 
des  nombres  in  Grelle' s  Journal  Bd.  18   und  recherches   sur 
diverses    aj)plications   de   l'analyse   infinitesimale   ä  la  theorie 
des  nombres   ebendas.   Bd.  19  und  21,   sowie   in  der  Abhand- 
lung über   die   arithmetische  Progression  im  Jahrgange  1837 
der  Abhandlungen    der   Berliner  Academie,    haben    nicht   nur 
gewisse  Aufgaben,  die    naturgemäss    der   systematischen  Ent- 
wicklung der  Wissenschaft  entsprungen  waren,  zu  deren  Be- 
wältigung jedoch  die  rein  arithmetische  Behandlung  weder  vor 
noch  nach  ihm  die  nöthigen  Mittel  gefunden,   auf's  Genialste 
bezwungen,    sondern    sie    haben    zugleich    auch  selbst   wieder 
eine  Fülle  theils  von  Fragen,  theils  von  interessantesten  Auf- 
schlüssen und  Beziehungen  der  behandelten  Aufgaben  zu  andern 
Gebieten  der  Wissenschaft  gezeitigt,  wie  z.  B.   den   merkwür- 
digen Zusammenhang  der  Classenanzahl  quadratischer  Formen 
mit  den   quadratischen  Resten  auf  der  einen,   mit  der  Kreis- 
theilung   auf    der    andern   Seite,    u.  a.  m.      Es    konnte    nicht 
fehlen,    dass    einer    so    fruchtbaren    ersten   Anregung    weitere 
erfolgreiche    Anwendungen     der    Dirichlet 'sehen    Methoden 
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folgten,  lu  der  Tluit  hat  Diricblet  selbst  schon  seine  Unter- 
siubungen  über  die  aritbmetiscbe  Progression  sowie  über  die 
Glassenanzabl  aus  dem  Gebiete  der  reellen  Zahlen  in  das  der 
gewöhnlichen  complexen  Zahlen  übertragen.  Nach  ihm  aber 
sind  seine  Methoden  von  Kummer  und  Anderen  in  den  Ge- 
bieten der  verschiedensten  complexen  Zahlen  wiederholt; 
Kronecker  hat  die  Reihe  der  Fragen,  welche  Dirichlet's 
Methoden  erreichbar  sind,  noch  erweitert;  seine  Bestimmung 
asymptotischer  Gesetze  in  der  Zahlentheorie  sowie  andere 
seiner  Untersuchungen  haben  vielseitige  Ergänzimg  und  Aus- 
dehnung gefunden,  kurz:  die  Diricblet 'sehen  Methoden  haben 
sich  überaus  fruchtbringend  erwiesen  und  einen  eigenen  Zweig 
der  höheren  Arithmetik  geschaffen,  gleich  interessant  durch 
seine  Resultate  wie  durch  die  Art  und  Weise,  sie  zu  finden, 
eine  Wissenschaft,  die  man  füglich  analytische  Zahlen- 
theorie nennen  darf. 

Noch    besitzt    die    mathematische    Literatur    kein   Werk, 
das    die  Zeichnung   dieses    ganzen  Gebietes    sich   zur  Aufgabe 
gemacht,  denn  die  Dedekind'sche  Darstellung  von  Dirichlet's 
zahlentheoretischen    Vorlesungen    bringt    nur     den    kleineren 
Theil  desselben.     Zwar  werden  wir  in   kurzem   mit    der  Her- 
ausgabe der  Kronecker'schen  Vorlesungen  über  Zahlentheorie 
ein  Werk  erhalten,  welches,   vorzüglich  auch  über  dieses  Ge- 
biet derselben   sich  verbreitend,   in  seiner  Art   unübertrefflich 
sein  wird.     Die  gefährliche  Konkurrenz   dieses  Werkes   durfte 
der  Verfasser  gleichwohl,  wollte  er  sein  Unternehmen  weiter- 
führen, nicht  scheuen,  auch  dürfte  neben  demselben  ein  Buch, 
wie  er  es  hier  veröffentlicht,  nicht  überflüssig  sein.     Er  gehört 
nicht  zu  Denen,  welchen  es   vergönnt  war,   die  Kronecker- 
schen   Vorlesungen    zu    hören;    nur    eine    ältere,    skizzirende 
Nachschrift  derselben,   welche   eben  nur  bis  zu  den  Anfängen 
der    Theorie    der    quadratischen   Formen    reicht    (von  Herrn 
Victor  Mertens   in   Cöln),    ist  ihm  bekannt    geworden.     Das 
vorliegende  Werk  ist,  unabhängig  von  ihnen,  unmittelbar  aus 
dem    Studium    der  gedruckten  Originalarbeiten  sei    es    von 
Kronecker,    sei    es    von    andern    Forschern    entstanden    und 
nach  ihnen  gearbeitet  worden;   in  der  sichern  Erwartung  der 
—  nun  bevorstehenden  —  Herausgabe  der  Kronecker'schen 
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Vorlesimgen  hat  der  Verfasser  nichts  weiter  jener  Nachschrift 
entnommen,  als  einige  unwesentlichere  Punkte:  die  Begründung 
der  Formel  (42)  auf  Seite  32,  die  Formulirung  des  Satzes 
in  Nr.  4  des  3.  Abschnittes,  ferner,  von  ihrer  Herleitung  ab- 
gesehen, die  Integralformel  (60)  auf  Seite  174,  sowie  die  Ent- 
wicklung auf  Seite  335,  welche  zur  Formel  (51)  das.  führt. 
Ciegenüber  den  Vorlesungen,  welche  vorzüglich  den  Stempel 
Kronecker'scher  Forschung  tragen,  war  es  die  Absicht  des 
Verfassers  bei  der  Ausarbeitung  seines  Werkes,  getreu  dem 
in  der  Vorrede  zu  den  Elementen  der  Zahlentheorie  ent- 
wickelten Plane,  von  der  analytischen  Zahlentheorie  in  so 
engem  Anschlüsse,  als  es  eine  innerlich  zusammenhängende 
Darstellung  des  Ganzen  nur  gestattet,  an  die  Arbeiten  der 
verschiedensten  Forscher,  welche  sie  ausgebildet,  ein  lebens- 
volles Bild  zu  entwerfen,  das  nicht  nur  von  ihrem  Wesen, 
ihren  Aufgaben,  Methoden  und  Ergebnissen,  sondern  insbe- 
sondere auch  von  ihrer  Entwicklung  eine  deutliche  Ansicht 
wie  Einsicht  gewährt. 

Das  Werk  beschränkt  sich  aber  hierbei  auf  Fragen  der 
reellen  Zahlentheorie,  welche  die  hauptsächlichsten  zahlentheo- 
retischen Funktionen  oder  die  Theorie  der  binären  quadra- 
tischen Formen  betreffen,  weil  die  entsprechenden  Fragen  der 
höheren  Gebiete,  soweit  ihre  Erörterung  erforderlich  ist  oder 
noch  ein  wesentliches  Interesse  darbietet,  erst  bei  der  Dar- 
stellung dieser  letztern  die  geeignete  Stelle  finden.  Es  schliesst 
auch  alle  Anwendungen  der  Theorie  der  elliptischen  Funktionen 
auf  Zahlentheorie,  denen  ein  besonderes  Werk  gewidmet  wer- 
den soll,  vollständig  aus.  Neben  den  Anwendungen  der  Ana- 
lysis  auf  arithmetische  Fragen,  welche  Dirichlet  gelehrt  hat, 
steht  eine  andere  Verknüpfung  der  Zahlentheorie  mit  analy- 
tischen Gesichtspunkten,  die  man  Hermite  verdankt;  sie 
charakterisirt  sich  weniger  als  eine  Anwendung  der  Analysis 
auf  höhere  Arithmetik,  als  vielmehr  als  eine  Einführung 
des  Stetigen  selbst  in  die  letztere,  und  könnte  vielleicht 
nicht  uneben  als  zahlentheoretische  Analysis  benannt 
werden.  Auch  sie  findet  passender  an  einer  andern  Stelle 
unsers  Unternehmens  ihren  Platz  und  ihre  volle  Würdigung; 
in  diesem  Werke  müssen  wir  gänzlich  von  ihr  Abstand  nehmen. 
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Nach  eiuem  ersten,  eiiileiteiKlen  Absclinitte,  welcher 
eiuise  allgemeine  Sätze  über  Reihen  und  Produkte  in  Erinne- 
rung  und  sogleich  jene  fundamentale  Euler'sche  Gleichung 
bringt,  giebt  ein  besonderer  Abschnitt  Rechenschaft  von  den 
Untersuchungen  von  Euler,  Jacob i  u.  A.  über  die  ZertTillung 
der  Zahlen  in  Summanden.  Hieran  schliesst  sich  ein  dritter 
Absclmitt,  welcher  die  für  alles  Folgende  grundlegenden  Sätze 
über  die  Dirichlet'schen  Reihen,  inbesondere  jenen  Satz  über 
den  Grenzwerth  einer  Reihe  entwickelt,  welcher  als  eine 
der  wesentlichsten  Stützen  seiner  analytischen  Methoden  an- 
zusehen ist. 

Als  eine  erste  Anwendung  dieser  Methoden  bringt  der 
vierte  Abschnitt  den  berühmten  Satz  von  der  arithmetischen 
Progression.  Hierauf  wird  im  5.  bis  10.  Abschnitte  alles, 
Avas  bezüglich  der  Theorie  der  quadratischen  Formen  aus 
analytischen  Grundsätzen  gewonnen  worden  ist,  im  Zusammen- 
hange entAvickelt,  indem  die  betreffenden  Untersuchungen  von 
Dirichlet,  Gauss,  Kronecker  u.  A.,  insbesondere  über  die 
Classenanzahl,  zu  einem  einheitlichen  Ganzen  verarbeitet  wer- 
den. Der  Absclmitt  7  verbreitet  sich  über  die  Gaussischen 
Summen  und  ihre  verschiedenen  Bestimmungsweisen.  Der 
9.  Abschnitt  bestimmt  die  Anzahl  der  Geschlechter  quadra- 
tischer Formen  und  beweist  auf  Kronecker'schem  Wege  den 
berühmten  Gaussischen  Satz  von  der  Duplikation  der  Classen; 
der  10.  Abschnitt  ist  dem  Beweise  des  Dirichlet'schen  Satzes 
über  die  Darstellung  von  Primzahlen  duÄh  quadratische  Formen 
in  engem  Anschlüsse  an  die  Arbeiten  von  H.  Weber  und 
A.  Meyer  gewidmet. 

Mit  dem  11.  Abschnitte  geht  das  Werk  über  zur 
Betrachtung  der  zahlentheoretischen  Funktionen,  ihres  Zu- 
sammenhanges unter  sich  und  mit  der   analytischen  Funktion 

^(s)  =^,  — ,  und  der  analytischen  Natur  der  letztern,  welche 

der  Riemann'schen  Untersuchung  über  die  Häufigkeit  der 
l'rimzahlen  zu  Grunde  liegt  und  von  Hurwitz  und  Lipschitz 
unter  wesentlich  allgemeinerem  Gesichtspunkt  gefasst  worden  ist. 
Der  folgende  Abschnitt  erörtert  dann  den  Begriff  der 
asymptotischen  Gesetze  und  betrachtet  als  eine  hervorragende 
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Anwendung  desselben  die  Gesetze,  welche  Legendre,  Tsche- 
biscliel'f,  liiemann,  Mertens  u.  A.  in  Bezug  auf  die  Häufig- 
keit der  Primzahlen,  sei  es  im  allgemeinen,  sei  es  derjenigen 
von  bestimmter  Qualität,  in  der  Reihe  der  natürlichen  Zahlen 
entdeckt  haben. 

Und  ein  letzter  Abschnitt  stellt  die  hauptsächlichsten 
Untersuchungen  über  die  mittleren  Werthe  zahlentheoretischer 
Funktionen,  wie  sie  seit  Dirichlet's  epochemachenden  Ar- 
beiten von  zahlreichen  Forschern  angestellt  worden  sind,  nach 
den  verschiedenen  dabei  verwendeten  Methoden  fortschreitend, 
in  ihrem  Verhältnisse  zu  einander  dar,  und  führt  dabei  schliess- 
lich auf  die  gemeinsame  Grundlage  des  gesammten  Gebietes 
der  analytischen  Zahlentheorie,  auf  die  im  3.  Abschnitte  be- 
handelten Dirichlet'schen  Reihen  wieder  zurück. 

Durch  zahlreiche  HinAveise  auf  die  Originalarbeiteu  haben 
wir  den  Leser  in  den  Stand  gesetzt,  über  die  Quellen  des 
Werkes  und  sein  Verhältniss  zu  ihnen  sich  näher  zu  unter- 
richten oder  bei  ihnen  weitere  Belehrung  zu  suchen.  Wir 
weisen  ausdrücklich  hier  noch  auf  die  grössere  Arbeit  von 
Cesaro  im  10.  Bd.  der  2.  serie  der  Mem.  de  la  Soc.  Royale 
des  Sciences  de  Liege  sowie  auf  die  Arbeiten  von  Gegen- 
bauer in  den  Sitzungsberichten  der  Wiener  Academie  Jahrg. 
89  —  03  und  in  den  Denkschriften  derselben  Bd.  4i)  hin,  welche 
reich  an  Einzelheiten  —  auch  an  Formeln  —  sind,  da  wir 
bei  ihrer  ungesichteten  Natur  wenig  Gebrauch  von  ihnen  haben 
machen  können. 

Weimar,  den  28.  November  1893. 
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Erster  Abschnitt. 


Allgemeines  über  nnendliclie  Reihen  nnd  Produkte. 

1.  Die  Anwendimgen,  welche  wir  im  Folgenden  von  der 
Analysis  auf  zahlentlieoretische  Aufgaben  zu  maclien  gedenken^ 
beruhen  wesentlich  auf  der  Betrachtung  gewisser  unendlicher 
Reihen  imd  Produkte.  Um  eine  sichere  Grundlage  für  unsere 
Untersuchungen  zu  gewinnen,  werden  wir  hier  zunächst  an 
einige  fundamentale  Begriffe  und  Sätze  erinnern,  welche  für 
solche  unendliche  Ausdrücke  gelten. 

Unter  der  Summe  einer  unendlichen  Reihe 

(1)  ^1  4-  ^2  +  ^3  +  ^4  H 

kann  füglich  nur  der  Grenzwerth  verstanden  werden,  gegen 
welchen  die  Summe  ihrer  ersten  7i  Glieder: 

(2)  Sn  =  Xj^  -\-  oc.^  -\-  x.^  -\-  ■  ■  ■  -\-  Xn  , 

bei  unendlich  wachsendem  n  convergirt;  je  nachdem  ein  solcher 
Grenzwerth  vorhanden  ist  oder  nicht,  heisst  die  Reihe  (1) 
convergent   oder   divergent  und  im   erstem   Falle    lim.  S^    ihr 

Werth.  Zur  Convergenz  der  Reihe  ist  hiernach  zu- 
gleich nothwendig  und  hinreichend,  dass  der  Unter- 
schied 

d.    i. 

X„  +  i  -\-  Xn  +  2  +   •  •  •  +  X„^rn 

für  jedes  }h  beliebig  klein  bleibt,  sobald  n  grösser  ist 

als  eine  von  m  unabhängige  hinreichend  grosse  Zahl  v. 

Demnach  convergirt  z.  B.  die  geometrische  Reihe 

1  -{-  X  -}-  X'  -{-  x^  -\-  ■  ■  ■ , 

solange  der  Absolutwerth  von  x  kleiner  ist  als  1. 
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Sind  alle  Glieder  der  Reihe  (1)  positiv,  so  genügt 
es  zu  ihrer  Couvergenz,  wenn  S,,  hei  unendlich  wach- 
sendem n  einen  endlichen  AVerth  ^  nicht  überschreitet; 
denn  die  Werthe 

^1}      ^2}      ^-iJ      ^iJ     '  " 

bilden  alsdann  eine  Reihe  stets  wachsender  Werthe,  welche 
doch  kleiner  bleiben  als  A,  und  haben  also  einem  bekannten 
Fundameutalsatze  zufolge  einen  Grenzwerth. 

Hiernach  überzeugt  man  sich  sogleich  von  der 
Convergenz  der  unendlichen  Reihe 

für  den  Fall,  dass  s  >  1  ist.  Fasst  man  nämlich  von  den 
Gliedern  der  Reihe  successive  1 ,  2,  4,  8,  .  .  .  Glieder  zusammen, 
wie  folgt: 

so  sind  die  einzelnen  Theile  der  Reihe  resp.  kleiner  als 

und  folglich  ist  die  vorstehende  Reihe,  wie  weit  man  sie  auch 
fortsetze,  kleiner  als  die  gleichweit  fortgesetzte  geometrische 
Reihe 

i+^.+(^y+(,i.)'+--, 

welche  für  s  >  1   einen  endlichen  Werth  bezeichnet. 

Dieselbe  Reihe  (3)  aber  divergirt,  sobald  .s  <  1 
ist.  Denn,  fasst  man  jetzt  ihre  Glieder  folgen dermassen  zu- 
sammen: 

so  sind  die  eingeklammerten  Theile  der  Reihe  resp.  grosser  als 

7,-Y'^  '      8'"  ^'  '     16'""  2'^ 

u.  s.  f.  und  folglich  ist  die  Reihe  selbst  grösser  als  diese: 
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]  +  l  (2'--'+ 2^'^^-^^+ 2='^'-^*  +  ...), 

welche  für  s  <^  1   oflFeubar  divergirt. 

2.  Eine  Reibe  mit  lauter  positiven  Gliedern, 
welche  convergirt,  convergirt  immer  unbedingt,  d.  h. 
unabhängig  von  der  Anordnung  ihrer  Glieder.     Sei 

;S  =  a-i  +  0^2  +  ^'3  +  ^4  H 

eine  solche  Reihe  und 

S'  =  x;  4-  a-/  -\-x;-\-xi-\ 

diejenige  Reihe,  welche  durch  eine  bestimmte  anderweitige 
Anordnung  der  Glieder  aus  jener  entsteht,  so  können  nur 
zwei  verschiedene  Fälle  stattfinden: 

Entweder  wird  jedes  Glied  der  Reihe  S  nur  um  eine 
endliche  Anzahl  von  Stelleu  verschoben.  In  diesem  Falle  wird 
man  in  S'  offenbar  immer  soweit  fortgehen  können,  dass  sich 
unter  ihren  m  ersten  Gliedern  die  sämmtlichen  ersten  n  Glieder 
der  ursprünglichen  Reihe  vorfinden.  Man  wird  demnach  dami 
haben 

(■i  a)  Sm    —  Sn  =  On  , 

WO  (?„  eine  Summe  aus  einer  Anzahl  solcher  Glieder  der 
Reihe  S  bedeutet,  die  auf  das  n*°  Glied  folgen.  Wegen  der 
vorausgesetzten  Convergenz  der  Reihe  S  wird  aber  ö„  mit  be- 
liebig wachsendem  71  sich  der  Null  nähern,  und  da  hierbei  zu- 
gleich auch  m  über  jede  Grenze  hinaus  wächs^  so  ergiebt  sich 

lim.  Sm  ==  lim.  6',,  =  S 

nt=<K  n  =  00 

d.  h.   die    anders    geordnete  Reihe    ist   nicht    nur    convergent 
sondern  ihr  Werth  ist  auch  derselbe  wie  der  der  ursprünglichen. 
Oder  aber  die  Reihe  S  wird  in  zwei  oder  mehrere  con- 
vergente  Reihen 

T  -}-  T'  -f-  T"  H 

zerlegt,  wie  z.  B.,  wenn  die  Reihe  (3)  folgendermassen  ge- 
ordnet wird : 

+7,+ ;.+••• 
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In  diesem  Falle    erhält    man    für    hiureicbcnd    grosse    Zalileu 
m ,  in',  m" ,  .  .  . 

(4b)  (r,„  +  T,:-  +  Zlr  +  ...)-  Ä„  =  (7. 

und  folglich,  wenn  oi  und  zugleich  mit  ihm  auch  jene  Zahlen 
imendlicli  wachsen, 

T+  r+  r'H —  =  s. 

Die  convergenten  Reihen  dagegen,  deren  Glieder 
verschiedene  Yorzeiclien  haben,  zerfallen  in  zwei 
wesentlich  verscliiedene  Arten,  je  nachdem  sie,  wenn 
alle  ihre  Glieder  absolut  genommen  werden,  convergent  bleiben 
oder  nicht.  Bei  jenen  werden  die  beiden  unendlichen  Reihen, 
welche  aus  den  positiven  resp.  aus  den  negativen  Gliedern 
der  gegebenen  Reihe  gebildet  sind,  jede  für  sich,  convergiren. 
Die  Convergenz  dieser  Reiben  der  ersten  Art  ist  in- 
folge dessen  unbedingt.  Denn  für  eine  solche  Reihe  S 
wird  —  den  beiden  möglichen  Fällen  der  neuen  Anordnung 
entsprechend  —  der  Ausdruck  (4  a)  resp.  (4  b)  mit  wachsendem 
m  nach  der  Voraussetzung  beliebig  klein,  sobald  die  Glieder 
der  Reihe,  welche  im  Unterschiede  verbleiben,  absolut,  a  fortiori 
also,  wenn  sie  mit  ihren  Vorzeichen  genommen  werden.  — 
Bei  den  Reihen  der  zweiten  Art  aber  convergiren  die  aus 
ihren  positiven  resp.  aus  ihren  negativen  Gliedern  gebildeten 
beiden  Reihen  nicht  für  sich.  Daher  wird  ihre  Convergenz 
nur  dadurch  zu  'Stande  kommen,  dass  ihre  Glieder  zum  Tbeil 
sich  aufheben.  Da  durch  eine  andere  Anordnung  der  letztern 
dieses  gegenseitige  Zerstören  beeinflusst  wird,  kann  so  die 
Summe  der  Reihe  verändert  werden  oder  sogar  ihre  Conver- 
genz aufhören.  Die  Convergenz  der  Reihen  der  zweiten 
Art  ist  also  nicht  unbedingt. 

Sind  in  einer  unendlichen  Reihe  (1)  die  Glieder  complexe 
Grössen 

cc„  =  Qn  (cos  gp„  +  %  sin  ^„) , 

so   ist  die  Convergenz  der  Reihe   S  gleichbedeutend   mit   der 
gleichzeitigen  Convergenz  der  beiden  Reihen 

H'  =  ^j  cos  9?!  -|-  ^2  cos  9)^  -j-  Q^  cos  953  +  •    ■ 
ü"  =  Q^  sin  9?i  -|~  Q-2  '^i"  ^2  "f"  Qs  ^^^  fä  ~\~  '  '  ' 
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und,  falls  diese  statttiiidet,  wird  S  ==  It'  -{-  li"i.  Convergirt 
die  Reihe  der  Moduln: 

J''  =  Qv-r  Qz  +  ^a  H ; 

so  ist  offenbar  iiucli  die  Reihe  S  unbedingt  convergent. 

Ist  z.  B.    s  =  6  -\-  ti ,    so  ist 

*  11,  1  ,11 

=  —  •  n~^'        und       uiod.  --  =  —  • 

n  =  CO 

Demnach  ist  ^  — .  die  Reihe  der  Moduln  für  die  Reihe  (3), 

und  folglich  convergirt  letztere  Reihe  unbedingt,  falls  ö  >  1 
ist.  Daraus  ziehen  wir  den  für  die  Folge  sehr  bedeutsamen 
Schluss: 

Durch  die  Formel 

»  =  10 
71=1      ** 

wird  für  alle  s,  deren  reeller  Bestandtheil  grösser 
als  1  ist,  eine  bestimmte  endliche  Funktion  t,(s)  von  6^ 
definirt. 

3.    Hieran  schliessen  wir  einen   Satz,    von   welchem   wir 
vielfache  Anwendung  zu  machen  haben  werden. 

Seilen 

/S  =  a^i  +  ^2  +  ^'3  +  -^4  +  *  •  • 


[S'  =  xl  -\-  X2  -\-  x^  +  a'4  + 

zwei  aus  beliebigen  Werthen   Xi,  x'k   bestehende  Reihen,  deren 

Modulreihen 

p*;  =  ?!  +  C2  +  (>3  +  ?.i  H 

\B' =  q[-\- Q'i-\-  q'^-\- Qi-\ 

convergent  sind.    Multiplicirt  man  letztere  Reihen  in  einander, 

so  entsteht  ein  Ausdruck 

(8)  P=^(,,(,;, 

nämlich  die  Summe  aller  möglichen  Produkte  QiqI  in  irgend 
welcher  Reihenfolge.  Denken  wir  uns  zunächst  diese  Pro- 
dukte in  solcher  Reihenfolge,  dass,  wie  gross  auch  m  gedacht 
werde,  für  ein  hinreichend  grosses  /x  die  Summe  P,,  der  ersten 
ft  Glieder  alle  diejenigen  Produkte  umfasst,  welche  bei  der 
Entwicklung  des  Produktes 


C  Erster  Abschnitt. 

7?„,  •  J?,;,  =  (pi  +  P2  +  P3  H \-  Q")  (P'i  +  P2  +  93  H h  9'") 

eutsteheu,  sodass  der  Unterschied 

imr  aus  solchen  Produkten  QiQk  besteht,  bei  denen  wenigstens 
einer  der  Indices  /,  Je  grösser  als  m  ist.  Die  Gesamm^ieit 
aller  möglichen  Produkte  dieser  Art  ist  sicher  kleiner  als 

d.  h.  nach  der  vorausgesetzten  Convergenz  der  beiden  Reihen  (7) 
für  ein  hinreichend  grosses  m  beliebig  klein.  Man  findet 
demnach 

lim.  P„  =  lim.  EmBm  =  R  •  B' 

,«  ^  GO  111=  X 

d.  h.  P  ist  bei  der  gedachten  und  daher  auch  bei  jeder  andern 
Anordnung  der  Glieder  convergent  und  hat  das  Produkt  der 
beiden  Reihen  R,  R'  zum  Werthe. 

In    gleicher  Weise    aber    liefert    die    Multiplikation    der 
Reihen  (6)  eine  Reihe 

(9)  F=^XiXu, 

deren  einzelne  Glieder  die  Glieder  der  Reihe  P  zu  Moduln 
haben.  Demnach  ist  auch  diese  Reihe  imbedingt  convergent; 
und  da  in  der  Differenz 

genau  diejenigen  Glieder  Xix'k  verbleiben,  aus  deren  Moduln 
der  Rest 

besteht,  so  ist 

mod.  (P„  —   SmS',n)  ^  P.«  —  R,uR'm 

d.  h.  für  ein  hinreichend  grosses  m  und  ft  beliebig  klein. 
Also:  Convergiren  für  die  beiden  Reihen  (6)  die  Modul- 
reihen, so  ist  die  durch  ihre  Multiplikation  hervor- 
gehende Reihe  (9)  unbedingt  convergent  und  sie  hat 
das  Produkt  S .  S'  zum  Werthe. 

4.    Betrachten  wir  nunmehr  ein  Produkt 
(10)  F  =  {l+x;){l+x,){l-\-x.^--- 

von  unendlich  viel  Faktoren.    Unter  dem  Werthe  eines  solchen 


Allgemeines  über  unendliche  Reihen  und  Produkte.  7 

kann  füglich  nur  der  Grenzwerth  verstanden  werden,  gegen 
welchen  das  Produkt  F„  seiner  ersten  n  Faktoren: 

P,  =  (1+2-0(1    i-x,)-.-{\+X„) 

bei  unendlich  wachsendem  n  convergirt.  Nur,  wenn  ein  solcher 
vorhanden   ist,   stellt  P  einen  Werth   dar:    F  =  lim.  F„ ,    und 

das  Produkt  heisst  dann  convergent.  Hierzu  ist  aber  noth- 
wendig  und  hinreichend,  dass  der  Quotient 

-^—  =   (1   +  Xn  +  x)  (1   +  ;r„  +  2)  •••(!+  Xn^n) 

H 

für  alle  ;?,  welche  grösser  sind  als  eine  von  m  unab- 
hängige hinreichend  grosse  Zahl  v,  welches  auch  m 
sei,  beliebig  nahezu  1  wird.  Daraus  folgt  sogleich  als 
eine  nothwendige,  keineswegs  aber  schon  ausreichende  Be- 
dingung für  die  Convergenz  des  Produktes,  dass  x^  mit  un- 
endlich wachsendem  Index  unendlich  klein  werden  muss. 

Indem  wir  hier  die  Grössen  Xi ,  x.2 ,  x^ ,  .  .  .  der  Allgemein- 
heit wegen  complex  voraussetzen,  bezeichnen  wir  wieder  ihre 
Moduln  mit  q^  ,  Q2,  p^ ,  .  .  .  resp.  und  betrachten,  entsprechend 
dem  Produkte  F,  das  aus  ihnen  gebildete  Produkt 

(11)  p  =  (1  +  (»0(1  H-p,)(i +  (>.)•••• 

Zur  Convergenz  desselben  ist  nothwendig  und  hin- 
reichend, dass  die  Reihe  der  Moduln 

Pl   +   P2  +  ?3  +   •  •  • 

convergirt.  Die  Noth wendigkeit  leuchtet  von  selbst  ein,  da 
diese  Reihe  kleiner  ist  als  das  Produkt.  Um  aber  zu  zeigen, 
dass  die  Convergenz  der  Reihe  auch  die  des  Produktes  nach 
sich  zieht,  bemerken  wir  die  für  jeden  Index  n  bestehende 
Ungleichheit 

(12)  l<l-^Q,<c"n- 

aus  ihr  findet  sich  auch  die  folgende: 

P 

1  <;  „H:^  ^  g('„-l-i-f-C'«+2+---+e«+m  . 

n 

convergirt  nun  die  Reihe  der  Moduln,  so  nähert  sich  der  Ex- 
ponent von  c  mit .  unendlich  wachsendem  n  unabhängig  von  7)i 
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p 
der  Null,   die  Potenz  von  e  also  und  damit  auch    — "—    der 
Grenze  1,  d.  L  das  Produkt  P  convergirt. 

Wenn  aber  diese  Convergenz  stattfindet,  so  con- 
vergirt aucli  das  Produkt  P  und  zwar  unabhängig  von 
der  Anordnung  seiner  Faktoren.     Es  ist  nämlich 

%^-  -   1   =   (1    +   9.  +  0  (1    +   Qn  +  2)  •••(!+  Qn  +  „:)  -  1 
n 

und 

Pn  +  ,n  _  1   _  ^1   ^  ^,^_^^-^  (^   ^  ^^^_^_^  ■  •      (1  +  X,,  +  „)  -  1  , 

und  die  Glieder,  welche  in  der  ersteren  Differenz  verbleiben^, 
sind  die  Moduln  der  entsprechenden  Glieder  der  letzteren; 
daher  ist  der  Modulus  des  zweiten  Ausdrucks  nicht  grösser 
als  der  erste,  und  wird  demnach  mit  diesem  zugleich  unendlich 
klein.  Aus  der  Convergenz  von  P  folgt  also  zugleich  auch 
diejenige  von  P.  Dass  aber  diese  Convergenz  auch  unabhängig 
ist  von  der  Anordnung  der  Faktoren,  beweist  man  mit  Hilfe 
der  Ungleichheiten  (12)  auf  ganz  analoge  Weise,  wie  es  in 
Nr.  2  für  Reihen  gezeigt  worden  ist. 

5.  Aus  dem  im  Vorigen  Gesagten  ist  nun  ersichtlich, 
dass  eine  Gleichheit  zwischen  unendlichen  Reihen  und  Pro- 
dukten oder  unter  einander  jedenfalls  nur  dann  einen  Sinn 
hat,  wenn  die  beiden  unendlichen  Ausdrücke  gegen  denselben 
Grenzwerth  convergiren.  Sie  hat  aber  auch  dann  erst  einen 
bestimmten  Simi,  wenn  diese  Convergenz  eine  unbedingte 
ist,  oder  wenn  andernfalls  die  Ordnung  der  Glieder  resp.  der 
Faktoren,  aus  denen  die  Ausdrücke  bestehen,  bestimmt  an- 
gegeben wird. 

Um  ein  für  die  Folge  besonders  wichtiges  Beispiel  zu 
betrachten,  sei  f{n)  eine  reelle  oder  complexe  Funktion  der 
ganzen  Zahl  n,  von  der  Beschaffenheit,  dass 

(13)  /•(!)  =  1 
und,   so  oft    n,  n    relativ  prim  sind, 

(14)  f{n)-f{n')=f{nn') 

ist;  ferner  seien    q^,  q.^,  q.^  ,  ...    die  sämmtlichen  Primzahlen. 
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Setzen  wir  iilyclaiiii  voraus,  da.ss  für  die  uneiid liehe 
Reihe 

(15)  S==^fin)  =  /•(!)  +  a2)  -f  /(a)  +  . . . 

H 

die  lieihe  der  Modulu  eoiivergeiit  sei,  so  ist  die  Iteihe 
gleich  dem  Produkte 

(16)  P  =  ]7(l  +  /■('Z)  +  /■  ('/)  +  •••)• 

Um  dies  zu  beweisen,  bemerken  Avir  zuerst,  dass  wegen 
der  Convergenz  der  Reihe  S  sich  eine  so  grosse  positive  ganze 
Zahl  V  angeben  lässt,  dass  der  Modulus  der  Summe  von  be- 
liebigen Gliedern,  welche  auf  das  Glied  f(y)  folgen,  beliebig 
klein  bleibt.     Ferner  bemerken  wir,  dass  die  Reihe 

1  +  mod.  f{q)  4-  mod.  f(q')  -\ 

als  ein  Theil  der  ganzen  Moduhireihe  gewiss  convergirt,  und 
somit  auch  die  Reihe,  welche  den  allgemeinen  Faktor  von  P 
bildet,  unbedingt  convergent  ist;  dasselbe  gilt  also  auch  vom 
entwickelten  Produkte  P,„  der  ersten  m  Faktoren: 


Jede  positive   ganze   Zahl  n  nun,    welche   aus    keinen    andern 
Primfaktoren,    als    welche    in    der    Reihe    r/j,  q.,,  ...  q,„    sich 
iindeu,  zusammengesetzt  ist,  hat  die  Form 
n=^q\^  q'!-  ••■   qK.^ 

und  alle  solche  Zahlen  werden  aus  dieser  Formel  gefunden, 
wenn  die  Exponenten  hi  die  sämmtlichen  Zahlen  0,  1,  2,  3,  ... 
durchlaufen.  Mit  Rücksicht  immer  auf  die  Bedingungsglei- 
chung (14)  erkennt  man  daher,  dass  das  entwickelte  Produkt 
P,„  gleich  der  Summe  sämmtlicher  AVerthe  f{n)  ist,  bei  denen 
n  nur  aus  Primfaktoren  der  Reihe  g,,  q.,,  .  .  .  q,,^  zusammen- 
gesetzt ist.  Wie  nun  die  Faktoren  des  unendlichen  Produktes 
P  auch  geordnet  sein  mögen,  man  wird  doch  m  so  gross  und 
die    Multiplikation    soweit    fortgesetzt    denken    können,    dass 
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unter  den  Primzahlen  q^,  q.,,  ...  {/„,  sich  alle  diejenigen  be- 
tinden,  welche  kleiner  sind  als  v,  und  folglich  unter  den 
Gliedern  des  entwickelten  Produktes  P,„  alle  Werthe  /"(«), 
bei  denen  n  <  v ,  zudem  aber  auch  noch  eine  Menge  anderer, 
bei  welchen  n  >  v  ist,  deren  Summe  also,  nach  der  von  uns 
getroflfeueu  Wahl  der  ganzen  Zahl  v,  beliebig  klein  ausfällt. 
Man  kann  daher  dann  setzen 

WO  E  beliebig  klein;  es  ist  mit  andern  Worten 
lim.  P,u  =  lim.  Sv 

iit  =  »  »'=co 

d.  h.    F  =  S ,    und  somit  ist  die  Gleichung 

(IT)         17(1  +  /X^i)  +  /"(r)  +  •  •  •)  =2/'00 

erwiesen. 

Für  den  Fall,  dass  die  Bedingungsgleichung  (14) 
auch  für  nicht  relativ  prime  w,  n'  erfüllt  ist,  findet  sich 

(14a)  f(q^:)=fXqy, 

der  allgemeine  Faktor  des  Produktes  ist  also  dann  mit 

1  +  f{q)  +  fiqy  +■'■ 

d.  h.,    weil    er    convergent    ist,    was    nur    sein    kann,    wenn 

mod. /"(^)  <  1  ist,  mit  identisch.    Die  Gleichung  (17) 

nfmmt  daher  unter  dieser  Voraussetzung  folgende 
Gestalt  an: 

(18)  J7r3^)=^^('0- 

Aus  dieser  Formel  fliesst  noch  eine  zweite,  die  wir  be- 
achten müssen,  wenn  wir  von  ihren  beiden  Seiten  den  Loga- 
rithmus nehmen.     So  folgt  zunächst 

^log^— ^^  =  iog^^OO. 

Nun  ist  aber,  da    mod.  f^q)  <  1    ist, 

log  Y^) = f('i)  + 1  fi'if  + 1  f('jy' + •  •  ■  5 

die  vorige  Gleichung  nimmt  daher  mit  Rücksicht  auf  (14  a) 
die  Gestalt  an: 
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2{f('i)  +  2  t'^^r)  +  l  fia')  +  ■■■)-  loo-^/x^O- 

q  it 

Man  sieht  aber  leicht  ein,  dass  die  Reihe  unter  dem  Summen- 
zeichen zur  Linken  unbedingt  convergirt,  da  sie  nur  aus 
Th eilen  der  Reihe  S  zusammengesetzt  ist  und  dass  man  die 
ganze  linke  Seite  auch  ersetzen  kann  durch  die  folgende  Reihe: 

2f(^j)  +  {2f(fr)  +  12 fW  +  '■' 

1  <1  H 

Und  somit  erhält  man  die  neue  Gleichung: 

m  2m + l^z-fe^) + i2/X(z^) + •  •  • = log^/x») ; 

'/  q  '1  n 

in  welcher  links  über  alle  Primzahlen  g,  rechts  über  alle  posi- 
tiven ganzen  Zahlen  n  summirt  werden  muss. 
Wählt  mau  z.  B.  die  Funktion 

««)  =  -.' 

so  ist  die  Bedingung  (13)  und  für  jedes  Paar  n,  u'  die  Be- 
dingung (14)  erfüllt;  nach  Nr.  2  ist  aber  auch  die  dieser  Wahl 
entsprechende  Reihe  S,  nämlich 


S  = 


X 


n 


unbedingt  convergent,  sobald  der  reelle  Bestandtheil  von  .s 
grösser  als  1  vorausgesetzt  wird.  Dann  bestehen  also  die 
Gleichungen: 

(20)  '{^-^j        '^' 

und. 

(21)  2^+l2^M2^.+  —^'>^2^. 

q      ^  q     -'■  q     ■'■  n     " 

welche  schon  von  Euler  im  15.  Capitel  des  1.  Bandes  seiner 
introductio  in  analysin  infinitorum,  welches  den  Titel  führt: 
de  Seriebus  ex  evolutione  factorum  ortis,  gegeben  worden  sind. 
Legen  wir  nun  der  Funktion  f(n)  ausser  den  durch  die 
Gleichungen  (13)  und  (14)  resp.  (14  a)  ausgedrückten  Eigen- 
schaften die  fernere  Eigenschaft  bei,  zu  verschwinden,  so  oft 
n  durch  gewisse  Primzahlen  theilbar  ist,    so   leuchtet  sofort 
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ein,  dass  die  Gleichungen  (17),  (18\  (10)  auch  giltig  bleiben, 
weuu  in  ihnen  q  nur  alle  diejenigen  Primzahlen  durchläuft, 
die  von  den  gegebenen  verschieden,  n  aber  nur  alle  diejenigen 
positiven  ganzen  Zahlen,  welche  durch  die  gegebenen  Prim- 
zahlen nicht  theilbar  sind. 

Sei  z.  B.  B  eine  beliebige  ganze  Zahl  imd  i\,  p^,  .  .  .  J)^ 
die  verschiedenen  ungeraden  Primzahlen,  welche  in  ihr  auf- 
gehen.   Das  Jacobi'sche  Symbol  (^ ),  Avelches,   so  oft  2D 

und  n  relativ  prim  sind,  stets  einen  der  Werthe  +  1  bedeutet, 
wollen  wir  dahin  verallgemeinern,  dass  wir  im  entgegengesetzten 

Falle  unter    (— j  die  Null  verstehen.     Indem  wir  dann 

/('0  =  (-)- 

wählen,  erfüllt  offenbar  die  Funktion  die  Bedingungen  (13), 
(14)  und  (14  a),  verschwindet  aber  zudem,  so  oft  n  durch  eine 
der  Primzahlen  2,  p^,  2^27  ■  ■  •  P^-  theilbar  ist.  Wird  endlich 
der  reelle  Bestandtheil  a  von  s  grösser  als  1  vorausgesetzt, 
so  erfüllt  auch  die  Reihe 


"^-l^) 


die  Voraussetzung,  unbedingt  convergent  zu  sein,  da  ihre 
Modulnreihe  nur  ein  Bestandtheil  der  Reihe  y",  ist.  Hier- 
nach  findet  man  sofort: 

(22)  v(i-('^)^)  ^-?  ^"^^  -^' 

eine  Gleichung,  in  welcher  man  die  Multiplikation  nur  über 
alle  nicht  in  27)  aufgehende  Primzahlen  q,  die  Summation 
nur  über  alle  positiven  und  zu  2D  relativ  primen  Zahlen  n 
zu  erstrecken  braucht. 
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Die  Zei'fällniig  der  Zahlen  in  Snmmaudeii. 

1.  Euler,  der  zuerst  auf  die  Formeln  (20)  und  (21)  des 
vorigen  Abschnittes  aufmerksam  gemacht  hat,  ist  auch  als  der 
Erste  zu  bezeichnen,  der  die  Analysis  zur  Herleitung  zahlten- 
theoretischer  Sätze  in  Anwendung  gebracht  hat*). 

Der  Keim  dieser  Anwendimg  ist  in  der  Entwicklung  eines 
endlichen  Produktes 

(1)  (1  +  X,  z)  (1  +  x,z)  (1  +  a;3^)  .  .  .  (1  +  x,,z) 

nach  den  Potenzen  von  z  zu  erblicken.  Aus  den  ersten  Grund- 
sätzen der  Multiplikation  ergiebt  sich  diese  in  der  Gestalt 

(2)  1  -I-  X,^  +  X^Ä^  +  •  .  •  +  X,0'«  +  •  •  •  +  XnZ\ 

woriu  allgemein  der  Coefficient  X„i  gleich  der  Summe  aller 
aus  je  m  der  Grössen 

\p)  X-if       X.2 }       X-^  y       ...       Xn 

gebildeten  Produkte   ist,    deren   es    so   viele    giebt,    als    diese 
n  Grössen  zu  je  ni  combinirt  werden  können,  nämlich 
(4.')  r'"  =  "  ^"  ~  1)  (w  —  2)  •  •  •  (n  —  m  -\-  1) 

Werden  nun  die  Grössen  (3)  sämmtlich  gleich  1  vorausgesetzt, 
so  verwandelt  sich  die  Summe  X„,  jener  Produkte  in  ihre 
Anzahl  C",  und  die  obige  Entwicklung  in  die  folgende 
Gleichung : 


*)  S.  Introductio  in  Analysin  infinitorum,  t.  I  cap.  16  de  partitione 
numerorum,  oder  besser  noch  die  gleich  benannte  Abhandlung  in  Nov. 
Comment.  l'etrop.  Ill,  1750 — ,'1  p.  125,  abgedruckt  in  Comment.  Arith- 
methicae  collectae  t.  I  p.  73. 
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(1  -f  -)"  =  1  4-  c'lz  +  C^r  -\ h  C:U"'  H h  o» 

d.  h.  iu  den  binomischen  Lehrsatz.  Mau  erschliesst  hier 
also  unmittelbar  aus  dem  Wesen  der  ausgeführten 
analytischen  Operation  den  rein  arithmetischen  Satz, 
dass  der  sogenannte  Binomialcoefficient  C,"  eine  ganze 
Zahl  ist.  Setzt  man  m'  statt  n  —  ni ,  also  m  -\-  m'  statt  ti , 
so  kann  man  diesem  Coefficienten  die  Form  geben: 
(?»'  +  1)  {in  +  2)  •  •  •  (m'  +  m) 


oder  auch  diese; 


1  •  1  ■  ■  ■  m 
1  •  2  •  3  •  .  •  (m  +  wi ') 


1  •  2  •  3  •  •  •  wi  •  1  •  2  •  3  •  •  •  »i 

Beide  Quotienten  sind  also  ganzen  Zahlen  gleich;  insbeson- 
dere lehrt  die  erstere  Form,  dass  das  Produkt  von 
m  aufeinanderfolgenden  Zahlen  stets  durch  das  Pro- 
dukt der  ersten  m  Zahlen  theilbar  ist,  während  aus  der 
zweiten  Form  offenbar  der  allgemeinere  Satz  gefolgert  werden 
kann,  dass  auch  der  Quotient 

1  •  2  •  3  ■  ■  ■  {m  -\-  m'  -{-  m"  -\-  ■  ■  •) 
1  •  2  •  ••  m  •  1  •  2  ■  •  •  »»'  .  1  .  2  •  •  •  m"  •  •  •  ' 

in  welchem  m,  m' ,  m" .  .  .  beliebig  viel  positive  ganze  Zahlen 
sind,  der  Polynomialcoefficieut,  einer  ganzen  Zahl  gleich  ist. 
Die  Bedeutung  des  Entwicklungscoefficienten  X^  hleibt 
immer  die  gleiche,  wie  gross  auch  die  Zahl  n  gedacht  werde. 
Folgt  daraus  nun  auch  für  das  unendliche  Produkt  die 
entsprechende  Gleichung: 

CO 

(1  +  oc,z){\  +  a:,2)(l  -f  .T,z)-  •  •  ==  1  +^X,„^'"? 

m  =  l 

2.    Bei    der  Beantwortung   dieser  Frage    setzen    wir    der 

Allgemeinheit  wegen  z  und  die  Grössen  Xi  als  complex  voraus 

und 

mod.  s  =  r ,  mod.  Xi  ==  Q;  . 

Wir  wollen  annehmen,  das  unendliche  Produkt 

(5)  (l  +  (>i)(l  +Q2)i^  +  Qs)--' 
oder  auch  (Nr.  4  v.  A.)  die  Reihe 

(6)  Pi  +  C2  +  (>j  H 
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sei  convergent.     Daim  ist  auch 

und  wieder  nacli  jeuer  Nr.  auch  das  unendliche  Produkt 

(7)  p  =  (i+,p^)(14_,.pj(l  +, •(,,)... 
und  gleichfalls  das  unendliche  Produkt 

(8)  P  =  {\-{-X,z)(l-\-X,z)0-\-^;^)--- 

convergent;  das  Produkt  stellt  also  dann  für  jeden  endlichen 
Werth  von  z  einen  bestimmten  endlichen  Werth  vor,  d.  h.  es 
ist  eine  eindeutige  und  endliche  Funktion  von  0: 

(9)  P==Fi0). 

Wir  wollen  uns  überzeugen,  dass  diese  Funktion  auch  eine 
bestimmte  endliche  Ableitung  besitzt.  Betrachten  wir  zu  diesem 
Zwecke  zuerst  nur  das  Produkt  der  ersten  m  Faktoren  von  P 
und  nehmen  von  diesem  Produkte  P,„  seine  Ableitung,  so  er- 
giebt  sich 

(10)  k-"^-'^' 

wo 


x„ 


gesetzt  ist.  Auch  beschränken  wir  uns  vorläufig  auf  solche 
Werthe  von  z,  deren  Modulus  r  kleiner  ist,  als  eine  nach 
Belieben  gewählte  Grösse  R.  Bei  unendlichem  Wachsen  von 
m  geht  nun  Sm  in  eine  unendliche  Reihe 

C ^1 I  ^S |_  ^8 L   .  .  . 

l  -\-  XiZ  ~^  1  -]-  x^z  l-\-  x^z~^ 
über,  von  der  man  sich  leicht  überzeugt,  dass  sie  convergirt. 
Aus  den  Annahmen  folgt  nämlich  sogleich,  dass  ^,=  raod.  .r,- 
mit  unendlich  wachsendem  Index  gegen  Null  convergirt,  dass 
also,  wenn  unter  s  ein  beliebiger  positiver  ächter  Bruch  ver- 
standen wird,  für  jedes  z  der  angegebenen  Art  und  von  einem 
bestimmten  Werthe  m  des  Index  i  ab 

1  —  Qi^  >  1  —  QiB  >  1  —  £ 
sein  wird.     Bildet    man  daher   für  S   die   Reihe    der  Moduln 
ihrer  Glieder  und  bedenkt,  dass 

mod.  (l  +  cCjZ)  >  l  —  QiV,     mod.    -£ — ^  < 


l+x,z--l-  9-, 
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also  von  jeuera  Wertlie  des  Index  i  ab 


mod.   . — j < 


1  -j-  X^2  1  —  £ 

sein  wird;  so  bleibt  die  Modulureihe  vom  Index  ni  -{-  1  an 
kleiner  als  die  von  z  unabhängige  und  wegen  der  Conver- 
genz  der  Reihe  (6)  beliebig  kleine  Grösse 

Q  =  l-Zr-g  (.9m  +  l   +  Qm  +  2   +  ■■■), 

sie  ist  demnach  convergent,  und  auch  die  Reihe  S  convergirt 
und  zwar  gleichmässig  für  alle  bezeichneten  Werthe 
von  !2,  und  stellt  für  jeden  derselben  eine  bestimmte  endliche 
Funktion  von  s  dar.     Setzt  man  also 

S  =  Sm  -]-  ^  , 

so  folo't  durch  Integration  zwischen  den  Grenzen  0  und  s 


fscU  =  fs,ncU  -\-jdcU 


Hier  verschwmdet  der  Modulus  des  letzten  Integrales,  das  wir 
zur  Abkürzung  mit  z/  bezeichnen,  zugleich  mit  (>;  das  erste 
Integral  zur  Rechten  aber  hat  mit  Rücksicht  auf  die  Formel  (10) 
sowie  auf  den  Umstand,  dass  P,,,  =  1  ist  für  z  =  0,  den 
Werth  los  Fm ,    und  folglich  ergiebt  sich 


m, 


fi 


und  für    ni  =  oo 


also 


P.n  = 

e" 

•  e 

-j 

P  = 

z 

fsd. 

0 

dP_ 

dz 

S- 

j 

d.  h.  die  Funktion,  welche  durch  das  unendliche  Produkt  P 
dargestellt  wird,  hat  für  alle  z,  deren  Modulus  kleiner  ist, 
als  eine  beliebig  gewählte  Grösse  it,  d.  i.  aber  offenbar  für 
alle  endlichen  ^,   eine  bestimmte  endliche  Ableitung. 
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Aus  diesem  Verlialteii  des  Produktes  F  folgt  nuu  nach 
den  elementarsten  Grundsätzen  der  Funktiouentbeorie,  dass 
das  Produkt  auf  eine  ganz  bestimmte  Weise  sieh  nach 
den  steigenden  positiven  Potenzen  von  2  entwickehi  Kisst: 

(11)  p=  1  +  x,z  +  :k,z'  4-  x^^^  + . . . . 

Die  Bestimmtheit  dieser  Entwicklung  auf  der  einen  Seite, 
auf  der  andern  die  Art  und  Weise,  wie  sie  durch  wirkliche 
Ausführung  des  unendlichen  Produktes  gewonnen  wird,  lässt 
erkennen,  dass  dem  Entwicklungscoefficienten  Xm  die  Bedeu- 
tung zukommt:  die  Summe  aller  Produkte  aus  je  m  ver- 
schiedenen der  Grössen  x^,  x.^,  x.^,  .  .  .  zu  sein. 
3.  Betrachten  wir  mm  auch  den  Ausdruck 
\^ _J 

sowie  die  Beziehung 

4--) 

dz   '~        P^'  dz' 
so  leuchtet  ein,   dass  zugleich  mit  P  auch   ^    eine  eindeutige 
endliche  Funktion  von  z  ist  und  eine  solche  Ableitung  besitzt 
für  alle  endlichen  0,  ausgenommen  diejenigen  Werthe  2=^ , 

für  welche  P  verschwindet.  Werden  demnach  unter  Xi  solche 
Werthe  verstanden,  deren  Moduln  kleiner  als  1,  und  beschränkt 
man  sich  auf  solche  Werthe  von  ^,  deren  Moduln  nicht  grösser 
als  1  sind,  so  kommen  die  genannten  Ausnahme  werthe  von  z 
nicht  in  Betracht,   und  wir  finden:  Unter  der  Voraussetzung, 

dass    mod.  Xi  <.!    und    mod.  -^  <  1    ist,  stellt   „  eine   endliche 

Funktion  von  0  mit  endlicher  Ableitung  dar  und  lässt   sich 

demnach  auf  ganz  bestimmte  Weise  in  eine  nach  den  positiven 

steigenden  Potenzen  von  z  fortschreitende  Reihe    entwickeln. 

Dasselbe  gilt  aber  ersichtlich  auch  bezüglich  des  Ausdruckes 

(\'2)  O  = - 

^     ^  ^        {i-x,z){l-x,z){l-x,z)-'.'> 

man  erhält  demnach  diese  Entwicklung 

(13)  (^==1  +  1^,4- 1^,2  + ^^^3  _^...^ 

Bac)niiann,  Analytischo  Zahlonthoorie.  2 
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iu  welclier  die  Ooefficieuten  eindeutig  bestimmte  Wertlie  haben. 
Andererseits  ist  unter  den  gemachten  Beschränkungen  für  z  und  Xi 

^  _  ^^  =\  -\-  XiZ  -\-  XrZ-  4-  Xi^Z^  +  •  •  • 
und  demnach 

i  =  l 

Die  Vergleichung  dieses  Ausdrucks  mit  der  vorigen  Entwick- 
lung von  Q  lässt  die  Bedeutung  erkennen,  vs^elche  hier  dem 
Entwicklungscoefficienten  ^„,  zukommt:  er  ist  die  Summe 
aller  Produkte  aus  je  m  gleichen  oder  verschiedenen 
der  Grössen  Xi,  x^,  ^3,  •  •  • 

4.  Nach  diesen  allgemeinen  Vorbemerkungen  verstehen 
wir  nun,  indem  z  stets  einen  Werth  bedeuten  soll,  dessen 
Modulus  <;  1  ist,  für  jedes  i  unter  Xi  die  Potenz  ic',  unter  x 
aber  einen  Werth,  dessen  Modulus  p  <  1  ist;  da  alsdann 
Qi  =  ()'  ist,  convergirt  die  Reihe  (6)  und  die  vorigen  Resultate 
bleiben  in  Geltung.     Man  findet  daher  für  das  Produkt 

(15)  P=  (1 -fa;0)(l +Ä;^0)(l  +  a;3^)--. 
die  Entwicklung 

(16)  p  =  1  +  X,.  -f  X,z'  +  X30«  +  •  •  • , 

in  welcher  X„,  gleich  der  Summe  aller  Produkte  aus  je  m  ver- 
schiedenen positiven  Potenzen  von  x  ist.  Fasst  man  in 
dieser  Summe  diejenigen  Potenzen  zusammen,  welche  gleichen 

Exponenten  s  haben  und  schreibt  also 

00 

(17j  X,,=^C„^,.-x\ 

s  =  l 

so  bedeutet  Cm,s  die  Anzahl,  wie  oft  die  positive  ganze 
Zahl  s  aus  m  verschiedenen  positiven  ganzen  Summan- 
den zusammengesetzt  oder  in  solche  zerfällt  werden 
kann*), 

*)  Euler  hat  jeder  Zerfällung  einer  Zahl  in  positive  Summanden 
den  Namen  partitio  numerorum  beigelegt.  Es  ist  hier  ein  für  alle  Mal 
zu  bemerken,  dass  bei  den  betreffenden  Sätzen  die  zerfällte  Zahl,  inso- 
weit die  Natur  der  Zerfällung  es  gestattet,  immer  selbst  als  eine  solche 
Zerfällung  mitzurechnen  ist. 
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Gleicherweise  findet  sich  für  den  Ausdruck 

(18)  Q  =  (1  _  a-s)  (1  -  x^z)  (1  -  x^z)  ■  ■  ■ 

die  Entwickhing 

(19)  Q==iJ^t^,j^tS'-\-l,z'  +  ---, 
in  welcher  allgemein 

ist,  ausgedehnt  über  alle  nicht  negativen  Zahlen  h^^h.^fh.^,. . . , 
deren  Summe  gleich  7n  ist.  Fasst  man  hier  wieder  diejenigen 
Potenzen  von  x  zusammen,  welche  gleichen  Exponenten  s 
haben,  schreibt  also 

CO 

{,^^)  fem  ^=^^    •-  m,  s  '  ^   j 

so  bedeutet  r,„^s  die  Anzahl,  wie  oft  die  positive  ganze 
Zahl  s  aus  m  gleichen  oder  verschiedenen  positiven 
ganzen  Summanden  zusammengesetzt  oder  in  solche 
zerfällt  werden  kann;  mit  andern  Worten:  Fn^s  ist  die 
Anzahl  nicht  negativer  ganzzahliger  Auflösungen  der  beiden 
Gleichungen 

1  •//,  +  2-//,  +  3-7^3+---=s. 

Um  diese  Zahlen  C,n,s  und  Fr,,,  s  zu  ermitteln,  bemerken 
wir,  dass,  wenn  xz  statt  0  in  P  gesetzt  wird,  der  erste  Faktor 
1  -\-  xz  verloren  geht;  wird  alsdann,  um  ihn  wieder  einzu- 
führen, mit  1  -f-  xz  multiplicirt  und  die  Entwicklimg  (16) 
berücksichtigt,  so  ergiebt  sich  die  Gleichheit 

{\-\-xz)-{l-\-X,x-z-\-X,x'-z'^-'-)=:\-\-X,z  +  X,z'-^..., 
aus  welcher  sofort  sich  die  Recursionsformel 
X,„.(l  -a;'")  =  X„_i-a;'« 
und  daraus  die  Bestimmung 

(21)  x„.= €11 ^^ 

(1  —  ic)  (1  —  ic«)  •  •  •  (1  —  a;"*) 
herleiten  lässt. 

In  gleicher  Weise  verliert  Q  bei  solcher  Substitution  den 
Faktor  1  —  a;^;  im  Nenner;  stellt  man  ihn  durch  Division  mit 

2* 
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diesem  Faktor  wieder  her  und  berücksichtigt  die  Entwicklung  (19), 
so  findet  sich  die  Gleichheit 

1  -f  lx-2+  kx' ■/'-{-  ■-'  =  il-xz)(l  +  l,z  +  i,r  +■■■) 
und  vermittelst  derselben  die  Recursionsformel 

sowie  für  |„,  der  nachstehende  Ausdruck: 

-   771 

(22)  l 


(1  -  a:)  (1  -  a;«)  •  •  •  (1  -  a;'") 
Betrachten  wir  mm  den  Ausdruck 

1 

der  als  gemeinsamer  Faktor  beider  Ausdrücke  (21)  und  (22) 
auftritt.  Nach  der  über  x  gemachten  Voraussetzung  dürfen 
wir  ihn  gleichsetzen  dem  Produkte 

(1  +  x   -\-x-  -]-x^  -{ ) 

•  (l  +  x'  +  x'-\-  x''  +  ■  • .) 


•  (1  +  a;"'  +  ic^'"  +  x^'"  +  •  •  •) 

unendlicher  Reihen,  in  dessen  Entwicklung  das  allgemeine 
Glied  die  Gestalt  haben  wird: 

^„  +  2A.  +  3A3  +  ---  +  '"V«        (für   hi  S  0)  . 

Demnach  ist  der  Ausdruck  (23)  gleich  der  Summe 

^^,  +  2Äj  +  3Ä3  +  .  •  =  +  «/<„ 

oder  auch,  indem  darin  diejenigen  Glieder  zusammengefasst 
werden,  welche  gleichen  Exponenten  a  haben,  gleich 

(24)  ^Ym,n'X% 

0  =  0 

wo  nun  ym,o=lj  für  (?>0  aber  y,,,,^  die  Anzahl  bedeutet, 
wie  oft  die  positive  ganze  Zahl  6  aus  gleichen  oder 
verschiedenen  Summanden  aus  der  Reihe  1,2,  3,...  m 
zusammengesetzt  werden  kann. 

Mit  Rücksicht  auf  (17j  und  (21)  ergiebt  sich  hieraus 

»n(m+l) 

■^Ttl    =   X   /    ^ril,sX''    =    y^,    7711,0    *    X  , 
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und  mit  Rücksicht  auf  (20)  und  (22)  ebenso 

bin  ^^^^^  ^  711,  s^   ^^  y^i  y m, o  '  X   ~^      , 


Die  Vergleichung  der   beiden  Ausdrücke   für    X,,^    ergiebt  so- 
gleich die  Beziehung: 

^                                                              ?H(m-fl) 
Cm,  s  =  Ym,  a,       WCUU       6  =  S ^ ; 

und  die  Vergleichung  der  beiden  Ausdrücke  für  ^«  diese  andere : 

r,n,s  =  ym,a,     wenn     6  =  s  —  m     ist. 

Das  heisst:  Eine  positive  ganze  Zahl  s  kann  ebenso   oft 
aus    m    verschiedenen    positiven    ganzen    Summanden 

zusammengesetzt  werden,   als   es  die  Zahl  s 

aus   gleichen  oder  verschiedenen  Summanden  aus  der 
Reihe    1,  2,  3,  .  .  .  m    werden  kann. 

Dagegen  kann  die  Zahl  8  ebenso  oft  aus  m  gleichen 
oder  verschiedenen  positiven  ganzen  Summanden  zu- 
sammengesetzt werden,  als  die  Zahl  s  —  m  aus  glei- 
chen oder  verschiedenen  Summanden  aus  der  Reihe 
1,  2,  3,  .  .  .  m    gebildet  werden  kann. 

Und  demnach  lässt  die  Zahl  s  =  6  -{■  m  sich  eben- 
so oft  aus  in  gleichen  oder  verschiedenen  Summanden 
zusammensetzen,  wie  die  Zahl 

,    m  Im  -f-  1)  .    m  (m  —  1) 

^  H 2 —  =  ^  H ^ — 

aus  m  verschiedenen  Summanden. 

Da  =  1  -j-  2  +  3  -[-  •  •  •  -j-  «i  ist,  kann  der  erste 

dieser  Sätze  auch  folgendermassen  ausgesprochen  werden: 

Eine  positive  ganze  Zahl  s  kann  ebenso  oft  in 
m  verschiedene  ganze  Summanden  zerfällt  werden, 
als  sie  sich  aus  den  ersten  m  Zahlen  zusammensetzen 
lässt,  vorausgesetzt,  dass  hei  jeder  solchen  Zusammen- 
setzung diese  Zahlen  mehrfach  benutzt  werden  dürfen, 
jede  von  ihnen  aber  auch  mindestens  einmal  benutzt 
lü  i  r  d. 

Es  erübrigt  nach  diesen  Sätzen,  die  Anzahl  y,u,a  zu  er- 
mitteln.   Setzen  wir  zu  diesem  Zwecke  in  den  beiden  gleichen 
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Ausdrücken  (23)  und  (24)  m  —  1  für  ni,  so  ergiebt  sich  ohne 
weiteres  die  Recursionsformel: 


2  Ym-i,o  •  :r<'  =  (1  —  ^"0  .  ^ : 


und  aus  ihr  durch  Vergleichung  gleicher  Potenzen  auf  beiden 

Seiten  die  Beziehung 

(25a)       y,n,a  =  Ym-ho  +  ym,a-m,  sobald  a>  m  ist, 

-während 

(25b)  'ym,a  =  Ym-x,a     für  (?  <  m 

gefunden  wird.  Dui'ch  die  erstere  dieser  Formeln  wird  der 
Werth  von  'y,n,a  für  den  Fall,  dass  6  >  vn  ist,  zurückgeführt 
auf  denjenigen  Fall,  wo  (?  <  m  ist,  in  welchem  sich  der 
Werth  von  'y,n,a  aus  dem  von  ym—i^a  sofort  ergiebt.     Da  nun 

yi^a   der   Entwicklungscoefficient    des    Ausdruckes    yzz~   ^^^ 

gleich  1  ist,  kann  in  solcher  Weise  allmählich  auch  y,n^a  für 
jeden  Werth  von  m  berechnet  werden*). 

5.  Der  Formel  (25  b)  zufolge  stimmen  die  Entwicklungen 
des  Ausdruckes  (23)  für  wachsende  Werthe  von  m  in  immer 
mehr  anfänglichen  Gliedern  überein.  Besonders  interessant  ist 
es  daher,  die  Reihe  der  Entwicklungscoefficienten  für  m  =  oo 
aufzustellen,  der  sich  die  Reihe  der  y,,,^  a  gewissermassen  asymp- 
totisch annähert.  Suchen  wir  daher  die  Entwicklung  des  un- 
endlichen Ausdrucks 

^^"■^  ^1  ^  (1  —  x){l  —  x^)  (1  —  a;ä)  •  •  • 

nach  den  steigenden  Potenzen  von  x.     Sie  ist  offenbar  gleich 

OD 

(27)  ^r{a)-x% 

0=0 

worin  r(p)  die  Eins,  für  jedes  ö  >  0  aber  F((?)  die  Anzahl 
bedeutet,  wie  oft  die  positive  ganze  Zahl  6  in  gleiche 
oder  verschiedene  positive  ganze  Summanden  zerfällt 
werden  kann. 


*)  S.  zu  diesem  Gegenstande  u.  a.  auch  Faa  di  Bruno,  sur  la 
partition  des  nombres  in  Borchardt's  Journal  für  die  reine  und  an- 
gewandte Mathematik  Bd.  85  p;ig.  317. 
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Betrachten  wir  andrerseits  den  Nenner 

(28)  N={l  —  x)(l—^'-){l  -a:^)...; 

man  kann  demselben  offenbar  zunächst  diese  andere  Gestalt 
geben: 

i\r=  (1  _  a;)  -  x\l  -  x)—  x\l  —x)(l-  x-) 

—  x\\  —x){l—  X-)  (1  -  a;-^) 

wie  sogleich  zu  sehen  ist,  wenn  man  erst  die  beiden  ersten 
Glieder,  dann  mit  ihnen  das  dritte,  dann  das  vierte  u.  s.  w. 
zusammenfasst.     Schreiben  wir  dafür 

(29)  N=l  —  x-x''-N„ 
so  bedeutet  N^  den  Ausdruck 

i\r^=  (1  -x)J^x{\  -x)[l-x')  -\-x\l-x){\-x'){l-x^)  +  • .. , 

in  welchem  wir  bei  den  einzelneu  Gliedern  die  Multiplikation 
mit  1  —  X  ausführen  wollen,  worauf  dann 

Tsr^  =  1  _  ^  -f-  x{l  —  x^) 

—  x\\  -  x')  +  x\l  -  x^){l  —  x') 

—  x\i  —  x'){l  -  x')  +  x\l  —  x'){l  -  x^)(l  —  x') 

d.  i. 

(29  b)  N^  ^1  —x^~x^-  K, 

wird,  wenn  unter  iV,  der  Ausdruck 

N,  =  l-x^-{-x\i-x'){l-x')  +  x''{l-x'){\-x')(l-x')-i-... 

verstanden  wird.     Setzt  man  hiernach  allgemein 

jv;-  =  (1  —  X')  +  x'(i  —  x')(i  —  ,^'+i) 

+  x^'iX  —  x^{\  —  a;'  +  i)(l  —  a;'  +  2)  -\ 

und  führt  bei  den  einzelnen  Gliedern  die  Multiplikation  mit 
1  —  x'  aus,  so  findet  man 

iVi  =  1  —  :k'  +  x'{l  —  x'^^) 

—  x^'{\  —  rc'  +  i)  4-  x''{\  —  ^'  +  i)(l  —  a;'  +  2) 

_^3/(l_^<+l)(l_^/  +  2)_|_^3/(l_^,+l)(|_^i+2)(l_^;+J>) 

d.  h.  vereinfacht 
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und  folglicli 

(29c)  Ni  =  1  —  x''+'  —  x''+" .  Ni+i, 

eine  allgemeine  Formel,  welclie  die  besonderen  (29)  nnd 
(29  b)  für  i  =  0  und  ?  =  1  in  sich  entbJllt  und  zur  beliebig 
weiteren  Fortsetzung  derselben  Rechnung  dienen  kann.  Durch 
allmähliche  Substitution  in  die  vorangehenden  Gleichungen  er- 
hält man  schliesslich 

oder  mittels  des  Summenzeichens: 

iSr=    y^(—  ly  .  (1  —  ^2.-+l)  .  ^2+5  +  8  +  ... +  (:5;-l). 


Nun  ist 
und 


i  =  0 


2  +  5  +  8  +  •  •  •  +  (3i  -  1)  =  -^ 


und  während  i  die  ganzen  Zahlen  0,  1,  2,  .  .  .  durchläuft,  nimmt 
i  +  1  die  Werthe  1,2,3,...  an.  Trennt  man  daher  im  all- 
gemeinen Gliede  der  Summe  die  beiden  Theile,  welche  der 
Differenz  entsprechen,  so  kann  man  endlich,  indem  man  für 
N  seine  Bedeutung  einführt,  folgende  sehr  interessante 
Gleichung  schreiben: 

»  -^  /  m+i      31"— A 

YJ{i-x-)  =  i+^{-iy-\x''^-\-x  2  ) 
«=i  1=1 

oder  auch 

+  °^  Si-'  +  i 


(30)  |7(^-^")=^(-l>'-^ 


2 


Diese,  in  der  zweiten  der  obengenannten  Euler'scheu  Ab- 
handlungen zunächst  nur  durch  Induction  gefundene  merk- 
würdige Beziehung  ist  später  von  ihm  durch  die  hier  darge- 
stellten Betrachtungen  auch  bewiesen  worden*). 

*)  Demonstratio  theoi-ematis  circa  ordinem  in  summis  divisorum 
observatum,  N.  Comment.  Petrop.  V  p.  75  oder  Comment.  Arithm.  coli. 
I  p.  324. 
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Denkt  man  jedoch  auf  der  linken  Seite  dieser  Gleichung 
die  Multiplikation  wirklich  ausgeführt  und  diejenigen  Potenzen 
von  X  zusammengefasst,  welche  gleichen  Exponenten  s  haben, 
so  Avird,  da  diese  Potenzen  mit  dem  Faktor  +  1  oder  —  1 
behaftet  sind,  je  nachdem  ö'  aus  einer  geraden  oder  ungeraden 
Anzahl  von  Summanden  entsteht,  der  Coefficient  von  x'' 
der  Unterschied  sein  zwischen  der  Anzahl,  wie  oft 
s  aus  einer  geraden  Anzahl  verschiedener  Summanden, 
und  der  Anzahl,  wie  oft  s  aus  einer  ungeraden  An- 
zahl von  verschiedenen  Summanden  zusammengesetzt 
werden  kann.  Die  Gleichung  (30)  lehrt  also  den  Satz: 
dass  die  erstere  Anzahl  gleich  der  letzteren  ist,  so 
oft  s  keine  Pentagonalzahl,    d.  i.   keine  Zahl   von    der 

Form  — ~^—  ist;    dass  aber  für  jede  Pentagonalzahl  s 

die   erstere  um  eine  Einheit  grösser   oder  kleiner  ist 

als  die  letztere,  je  nachdem  in  der  Formel  s  =  — ^ — 

die  Zahl  i  gerade  oder  ungerade,  oder  je  nachdem 
24s  -\-  1  gleich  dem  Quadrate  einer  Zahl  12Jc  +  1  oder 
12k  +7  ist. 

6.  Euler  hat  aus  der  Gleichung  (30)  noch  eine  andere 
und  aus  dieser  ein  eigenthümliches  Gesetz  hergeleitet,  welches 
sich  auf  die  Summe  aller  Theiler  einer  Zahl  bezieht.  Er  ge- 
winnt die  neue  Gleichuncj,  indem  er  von  der  vorigen  beider- 
seits  die  Logarithmen  nimmt  und  dann  nach  x  differenzirt. 
Wird  zuletzt  noch  beiderseits  mit  x  multiplicirt,  so  kommt: 


^7     nx        

irr',  i^^'  ~ 


2  ■* 


^{-ly-x  2 

Hier  lässt  sich  zunächst  das  allgemeine  Glied  der  Summe 
auf  der  linken  Seite  nach  den  Potenzen  von  a;"  entwickeln, 
womit  diese  Seite  in  eine  Doppelsumme: 


CC  00 


-  y,   ^,  nx""' 
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übergebt,  der  man  aber,  indem  mau  alle  Potenzen  zusammen- 
fasst,  deren  Exponent  denselben  Wertb  nn  =m  bat  und  be- 
merkt, dass  die  verscbiedeneu  Coeffieienten  n,  welcbe  ibnen 
eutspreeben,  die  verscbiedenen  Tbeiler  von  m  sein  werden,  so- 
fort die  Gestalt  einer  einfacben  Summe: 

—  ^  S{m)  ■  a;"» 

m  =  l 

geben  kann,  in  welcher  S(m)  die  Summe  aller  Tbeiler 
von  m  bedeutet.  Aus  der  obigen  Gleichung  erbält  man 
dann  durch  Fortschaffen  des  Nenners,  dessen  Summationsbuch- 
staben  wir  durch  Z:  bezeichnen  wollen,  die  folgende: 

(3i)2;^(i>o-^'"-2(-iy-^~^=2(-i)'-^--2--^ '  ' 

Wird  hier  links  die  Multiplikation  ausgeführt,   so   erhält 
man  eine  Doppelsumme  mit  dem  allgemeinen  Gliede 

3  12_|_I. 

(-  1)^-  •  S{m)  .  x'»+^^ 
und  wenn  alle  Glieder  der  letzteren,  bei  welchen  der  Exponent 
denselben  Werth 

n  =  m  -\ ^ — 

hat,  zusammengefasst  werden,  die  einfache  Summe 


2 


mit  der  Bestimmung,  dass 

SW  =  ^  (_  ly  .  ä(w  _  ^  t^) 

k 

und  die  Summe  über  alle  positive  imd  negative  h  einschliess- 
lich   der   Null    auszudehnen    ist,    für   welche    das    Argument 

n ~ —  positiv  ist. 

Die  Vergleichung  mit  der  rechten  Seite  der  Gleichung  (31) 
liefert  den  Euler'schen  Satz.  Wir  haben  die  Fälle  zu  unter- 
scheiden, ob  n  eine  Pentacfonalzahl  ist  oder  nicht.  Im  letztern 
Falle  entspricht  dem  Gliede  ic"  zur  Linken  kein  solches  zur 
Rechten  und  demnach  ist 
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(32)       •  2'(-i)'-4-'^*)  =  "- 

Ist  dagegen  ii  eine  Pentagonalzahl 

(33)  ..  =  '-^', 
SO  würde 

2'(-i)'.4-^i-A")  =  (-i)'-.. 

k 

oder 

(3^)        ^  (-  1)^-  -sin-  ^^■)  +  (-  !)'• .  n  =  0 

sein.  Würde  in  diesem  Falle  die  Summation  bis  h  =  i  ausge- 
deknt,  so  würde  man  ein  letztes  Glied  erhalten,  bei  welchem 
das  Argument  der  Funktion  S  nicht  mehr  positiv,  sondern 
Null  ist,  nämlich  ( —  1)'  •  8(0)]  kommt  man  also  überein, 
unter  dem  Zeichen  ^(0),  so  oft  n  die  Pentagonalzahl  (33)  ist, 
diese  letztere  selbst  zu  verstehen,  so  lässt  sich  die  Gleichung 

(34)  einfacher  so  schreiben: 

k 

worin  nun  aber  die  Summation  auch  noch  auf  den  Werth 
]c  =  i    d.    h.    so    weit    auszudehnen    ist,    als    das    Argument 

Sic''  4-  ]c 

n ^-  nicht  negativ  wird.  Genau  ebenso  weit  er- 
streckt sie  sich  aber  auch  in  der  Gleichung  (32),  denn,  da 
im  ersteren  Falle  keins  der  Argumente  Null  werden  kann, 
ist  die  Ausdehnung  über  alle  positiven  Argumente  gleich- 
bedeutend mit  derjenigen  über  alle  nicht  negativen  Argu- 
mente. Auf  solche  Weise  findet  sich  der  folgende  Euler- 
sche  Satz  über  die  Summe  aller  Theiler  einer  Zahl: 
Für  jede   positive  ganze  Zahl  n  ist 

(35)  S(«)  =2'(-  1)""- '  •  [-i"  -  '^')  +  «("  -  '"^1] ' 

wo  die  Summation  über  alle  positiven  Werthe  von  Je 
ausgedehnt  werden  muss,  für  welche  die  Argumente 
der  Funktion  S  nicht  negativ  sind,  und  unter  dem 
Zeichen  aS'(O),   welches   nur  vorkommen    wird,   so  oft  u 
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eine    Peutagoiialzahl    ist,    eben    diese    Pentagoualzahl 
selbst  zu  verstellen  ist. 

Die  Formel  (30)  gestattet  auch,  für  den  Ausdruck  Q^ 
seine  Entwicklung,  nänilicli  die  mit  !"(<?)  bezeichneten  Zahlen 
zu  ermitteln.     Man  findet  ohne  weiteres  folgende  Gleichung: 

(36)  ^r{a)-x"-^{-iy-x~^=l; 

0  =  0  —V- 

bei   Ausführung  der  Multiplikation    erhält  man    eine   Doppel- 
summe mit  dem  allgemeinen  Gliede 

(_l)/.r(a)./+    2    , 
und    wenn   man    alle    Glieder    vereint,    deren    Exponent    den 
gleichen  Werth  a  -\-  —  ^  ^  =  n  hat,    geht  die  Doppelsumme 
über  in  folgende  einfache: 


^  r«)  •  X'' 


n=0 

mit  der  Bestimmung,  dass 

r<..  =  2'(-i)'"-4'-"^) 

i 

und  die  Summation  über  alle  ganzen  Zahlen  i  auszudehnen 
ist,  für  welche  n ^—  nicht  negativ  wird.  Die  Glei- 
chung (36)  lehrt  aber,  dass  für  jeden  positiven  Werth  von  n 
diese  Summe: 

2'(-iy-r(«-?i!±i)  =  o 

i 

ist,  eine  Gleichung,  aus  welcher  allmählich  alle  Coefficienten 
r(6)  berechnet  Averden  können.  Man  kann  ihr  folgende, 
mit  (35)  analoge  Form  geben: 

(37)  roo^^C-  !)'-'■  [r (..  - 5^)  +  r(«  - «^■)], 

k 

wo  der  Umfang  der  Summation  der  dort  angegebene 
und  unter  dem  Zeichen  r(0),  welches  nur  vorkommen 
wird,  sobald  n  eine  Pentagonalzahl  ist,  die  Eins  zu 
verstehen  ist. 
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Wird  endlich  die  Gleichung  (31)  beiderseits  mit 

multiplicirt  und  dann  (3G)  beachtet,  so  ergiebt  sich  die  Gleichung 
^  S(m)  X-  =  ^  (-  1)'-^  •  "^  na)  .  J'^'"-" , 

m=l  1,(1 

aus  welcher,  wenn  rechts  alle  Glieder  mit  derselben  Potenz 
X'"  zusammengefasst  werden,  noch  folgende  Bezieh uno-  o-e- 
funden  wird: 

(38)  S{m)  =  ^  (-  1)'-^  •  ^-'  •  r{m  -  ^t ')  ^ 

i 

die  auf  i  bezügliche  Summe  so  weit  fortgesetzt,  bis 
das  Argument  von  F  negativ  wird.  —  Auf  diese  beiden 
Beziehungen  (37)  und  (38)  haben  zuerst  Zeller  und  Stern 
aufmerksam  gemacht*). 

7.  Noch  eine  andere  sehr  wichtige  Formel,  welche 
Euler  entdeckt  hat,  knüpft  sich  an  die  Funktion  Q^. 
Multiplicirt  man  ihren  reciproken  Werth  mit  dem  unendlichen 
Produkte 

(39)  P^  =  (i  +  ^^)(l+^2)(l_j_^B)...^ 

so  findet  sich  sogleich 

^^^{l-x'){l-x^){\-x')--- 
und  folglich,  wenn  man  setzt 

(40)  //i  =  (1  —  x){\  —  x^)(\  -x')---, 

q\  '  "'  ^  k '  '^'  ^-  ^'  ^  n',  ^^^^^ 


*)  Zeller,  „Zu  Euler's  Recursionsformel  für  die  Divisorensummen", 
in  Acta  Math.  Bd.  4  p.  415  und  Stern  ,,eine  Bemerkung  über  Divisoren- 
summen" ebendas.  Bd.  6  p.  327.  S.  zu  diesem  Gegenstände  auch  eine 
Reihe  von  Noten,  welche  Sylvester  in  den  Comptes  Rendus  der  franz. 
Akademie  Bd.  96  gegeben  hat. 
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wenn  links  die  Multiplikation  auf  alle  positiven,  reelits  nur 
auf  alle  ungeraden  positiven  ganzen  Zahlen  erstreckt  wird. 
Denken  wir  uns  aber  beide  Ausdrücke  nach  den  steigenden 
Potenzen  von  x  entwickelt,  was  uaeli  dem  Obigen  erlaubt  ist, 
sobald  der  Modulus  von  x  kleiner  ist  als  1,  so  wird  die  Ent- 
wicklung der  linken  Seite 

00 

wo  C(0)  =1,  für  jedes  positive  s  aber  C{s)  die  Anzahl  be- 
deutet, wie  oft  die  Zahl  s  aus  verschiedenen  ganzzahligen 
Summanden  zusammengesetzt  werden  kann;  die  Entwicklung 
der  rechten  Seite  aber  wird 

^^u{s)-X% 

WO  r„(0)  =1,  für  jedes  positive  s  aber  Tu{s)  die  Anzahl  be- 
deutet, wie  oft  s  sich  in  gleiche  oder  verschiedene  ungerade 
Summanden  zerfallen  lässt.  Die  Gleichung  (41)  führt  uns 
zur  folgenden: 

und  damit  zu  dem  Satze:  Jede  positive  ganze  Zahl  lässt 
sich  ebenso  oft  aus  verschiedenen  Summanden  über- 
haupt zusammensetzen,  als  sie  aus  gleichen  oder  ver- 
schiedenen aher  ungeraden  Summanden  zusammen- 
gesetzt w^erden  kann. 

Gleichzeitig  mit  dem  Produkte  P^  convergirt  auch  das 
folo-ende,  das  nur  aus  einem  Theile  seiner  Faktoren  zusammen- 
gesetzt  ist: 


17  (1  +  ^^') 

imd,  wenn  es  nach  den  steigenden  Potenzen  von  x  entwickelt 
gedacht  wird: 

cc  oo 

k  =  0  3  =  0 

so  wird    offenbar  ^(0)  =  1    sein,   für  jedes    positive  s  aber 
K{s)  die  Anzahl  bedeuten,  wie  oft  s  als  Summe  verschiedener 
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Potenzen  von  2  darstellbar  ist.  Zu  ihrer  Bestimmung  bemerke 
man,  dass,  wemi  x  im  Produkte  durch  x-  ersetzt  wird,  sein 
erster  Faktor  verloren  geht;  miütiplicireu  wir  dann,  um  ihn 
wiederherzustellen,  mit  1  -\-  x,  so  gewinnen  wir  folgende 
Recursionsformel: 

(X  er 

(1  +  :r)  .  2  K(s)  •  x^^  =^  K{s)  ■  x% 

6  =  0  A  =  U 

aus  welcher  sich  sofort  die  Beziehung 

K{2s)  =  K(2s  +  1)  =  Ä'(s) 
und  vermittelst  ihrer  die  Werthreihe 

K(0)  =  Kil)  =  1 

.^(2)  =  K{S)  =  Ä'(l)  =  1 

E{4)  =  K(b)  =  Ä'(2)  =  1 


allgemein  also  K(s)  =  1  ergiebt.  Es  gilt  also  der  Satz:  Jede 
positive  ganze  Zahl  lässt  sich  stets  und  zwar  nur  auf 
eine  einzige  Weise  aus  verschiedenen  Potenzen  von 
2  durch  Addition  zusammensetzen.    — 

8.  Diesen  Euler' sehen  Sätzen  schliessen  ihrer  Natur  nach 
andere  sich  an,  welche  Jacobi  aus  ähnlichen  Grundsätzen 
hergeleitet  hat.  Doch  bedarf  man  im  allgemeinen  dazu  der 
Lehre  von  den  elliptischen  Funktionen;  den  Anwendungen 
dieser  Lehre  auf  die  Theorie  der  Zahlen  gedenken  wir  aber 
ein  eigenes  Werk  zu  widmen  und  sehen  deshalb  in  dem  gegen- 
wärtigen von  allen  diesen  Jacobi'schen  Untersuchungen  ab. 
Nur  eine  derselben  kann  hier  ohne  besondere  Mittel  ange- 
schlössen  und  wie  Jacobi  gezeigt  hat,  die  merkwürdige  Formel 
der  genannten  Theorie,  welche  ihr  zu  Grunde  liegt,  sogar 
durch  ganz  elementare  arithmetische  Betrachtungen  erwiesen 
werden,  so  dass  wir  die  interessanten  zahlentheoretischen 
Folgerungen,  welche  aus  ihr  fliessen,  nicht  übergehen,  sondern 
im  Auschluss  an  die  Eul  er 'sehen  Sätze  noch  mittheilen 
wollen*). 

*)  Vgl.  Jacobi  „elementarer  Beweis  einer  merkwürdigen  analyti- 
schen Formel,  nebst  einigen  aus  ihr  folgenden  Zahlensätzen",  Crelle's 
Jouru.  f.  d.  r.  u.  a.  M.  Bd.  21  p.  13. 
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Wir  knüpfen  wieder  au  an  die  Formel  (30): 

c«  CO  3i'4-; 

71  =  1  X> 

lu  seinen  fundameuta  nova  theoriae  functiouum  ellipticarum 
§  66  zeigt  Jacobi,  wie  auch  der  Cubus  dieses  unendlichen 
Produktes  in  eine  Reihe  entwickelt  werden  kann,  hei  welcher 
die  Exponenten  der  Potenzen  von  x  gleichfalls  eine  arithme- 
tische Progression  zweiter  Ordnung,   nämlich  statt  der  Reihe 

der  Pentagonalzahlen  ^  J"—  die  Reihe  der  Trigonalzahlen 
--—^  bilden.     Es  besteht  in  der  That  folgende  Gleichung: 

(42)  YJ{^-  ^''f  =  ^ (—  1)'  •  (2^  +  1)  •  ^"^  • 

n=l  i=0 

Ohne  grosse  Mühe  können  wir  zunächst  diese 
Formel  mit  Hilfe  der  voraufgehenden  Resultate  her- 
leiten. 

Es  ist  gezeigt  worden,  dass  das  Produkt 

CO 

n  =  l 

für  jeden  endlichen  Werth  von  z  convergirt  und  nach  den 
steigenden  Potenzen  von  s  entwickelt  werden  kann.  Gleicher- 
weise wird  auch  das  Produkt 

CO 

«=i 
nach  den  steigenden  Potenzen  von  ß~^  entwickelbar   sein  und 
demnach  für  das  Produkt  P  •  P'  eine  Gleichung  sich  ansetzen 
lassen  von  der  Form: 

CC  CO 

(43)  J7  (1  +  ^"^)  •  (^  +  ^"  ^"')  =  S'M'^y" ' 

1  .  — » 

in  welcher  die  Coefficienten  gleich  hoher  positiver  und  nega- 
tiver Potenzen  von  ^  offenbar  einander  gleich,  d.  i. 

/  —  m[X)  ^^^  Tm\X) 

sein  werden,  da  das  Produkt  bei  der  Vertauschung  von  z  mit 
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^^  sich  nicht  iiudert.  Setzt  man  aber  xs  statt  z,  so  verliert 
das    Produkt    den    Faktor    l  -\-  X2   und    gewinnt    den   Faktor 

1  -|-  ^"^  =  — ^--     Hieraus   ergiebt  sich  für  die  Entwicklung 

(43)  folgende  Recursionsformel: 

(1   +   ^)  •  ^U{X)Z^-  =  (1   +  Xz)-^Ui:x)x^"z'-'r^ 

oder,  anders  geschrieben: 

^iUx)  +  U-r{x))z^  =^{fm-,(x)  +  frn-2{x))x""  '  Z^  , 

»  X 

so  dass  sich  die  allgemeine  Beziehung  herausstellt: 

fru{x)  +  f,n-l{x)  =   {f,n-i{x)  +  fm-2{x))   ■  X""  'K 

Da  es  genüg-t,  positive  Werthe  von  ni  zu  betrachten,  benutzen 
wir  diese  Formel  für  die  Werthe  m,  m  —  1,  m  —  2,  ■  -  •  2,  1. 
Setzen  wir  dabei  zur  Abkürzung 

fm{x)  +  f,n-lix)  =  F,n(x), 

so  findet  sich  ohne  Mühe 

m(nt — 1) 

FJx)  =  F,{x)  ■  X     2 
und  demnach  die  folgende  Formel: 


(44)  (l+.)-J7(l+x-.)(l+^''.-0  =  i^i(^)-^:r     ^ 
1 

oder,  wenn  wir  x  durch  x^  ersetzen, 

CO 

(1  +  z)  Ylo^  4-  ^'''-~)(i  +  ^'"^0  =  ^1  w  -^^ 


r)i{in —  1) 


3m(7/i  — 1) 


Hier  bemerkt  man  leicht,    dass   die  Summe   zur  Rechten   da- 
durch, dass  ^  in  —  x  verwandelt  wird,  in  die  Form 

^,^  3  m-  — m 

2,{-iY'X   - 

—  » 
r. 

d.  h.   in   das  Produkt    /  /  (1  —  x^)    übergeht;    man   findet  so 

1 

Bachmann,  Analytischa  Zahlentheorio.  3 
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die  Gleichung 

00  « 

(1     -    X)  -JYCl    -    :t3n  +  l)^l    _  ^3.-1)    _    Jp^(^S)   .JJ(1    _  ^»<^)^ 

1  1 

WO  nun  sogleich  einleuchtet,  dass  links  alle  Faktoren  1  —  x"' 
stehen,  diejenigen  ausgenommen,  bei  welchen  tu  durch  3  theil- 
bar  ist;  man  findet  also 

-flC^^)  =  -^ — 

7/(1  -  cc'") 
oder 


77(1  -  x") 

1 

Mit  Rücksicht  hierauf  nimmt  die  Gleichung  (44)  folgende 
Gestalt  an: 

oc  oc 

JJ(1  -  :r")  •  (1  +  ^)  .]7(1  +  x^'z)(l  +  x^z-') 
(45) 

-2^ 


m  (m  —  1) 
X        ^ 


Indem   nunmehr  aber  nach  z   differenzirt  und    mit   P(^) 
das  Produkt  (43)  bezeichnet  wird,  ergiebt  sich 

<»  °^  m(m  — 1) 

J7(l  -  x^)  •  [(1  +  ^)  '^  +  P(^J  =2;  m.;""^  •  .—  ^ 

1  —CO 

und  endlich  für  s  =  —  1 


ll{i-x^y  =  ^i-i)" 


mx 


2 


oder,    wenn    wir    die    beiden    Glieder,    welche    den    Werthen 

Wi^  —  73% 

m  =  —  i  und  m  =  i  -}-  1  entsprechen  und  für  welche  — - — 
denselben  Exponenten 

i'  +  i  _  (.•  +  1)^  -ji+l) 
2  2 

bedeutet,  zusammenfassen : 

fjil-  x'^y  =  J^(-  !)'■  •  (2i  +  l)x'^. 
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0.  Die  elementare  Bestätigung  dieser  Formel,  wie 
Jacobi  sie  gegeben  hat,  ist  folgende:  Man  setze  für  die 
linke  Seite  ihren  Werth  nach  Formel  (30),  indem  man  den 
Summationsbuchstaben  zur  Unterscheidung  mit  h  bezeichnet, 
so  wird  die  zu  bestätigende  Formel  die  Gestalt  erhalten 


(40;        2,(-i)'-^  '       =2,(-i)'-(2i  +  l> 


^k=  —  CD  /  «  =  ü 

Durch  logarithmische  Differenziruug  und  wenn  dann  beider- 
seits mit  X  multiplicirt  wird,  ergiebt  sich  aber  hieraus 

und  durch  Wegschaffen  der  Nenner 

^  (—  iy+^{2i  +  1)[3(3F  +  Ji)—P  -  i]  ■  a;~2~~+"^  =  0. 

Da  X  eine  Unbestimmte  bezeichnet,  darf  man  hierin  auch  a;-* 
statt  X  setzen,  und  wenn  dann  noch  mit  4:X^  multiplicirt  wird, 
so  wird  der  Exponent  von  x  die  Form 

(47)  {6h -i-  ly  -\-S'(2i+  If 

und  die  ganze  Gleichung  die  folgende  Form  erhalten: 

2(-l)'+^-(2i  +  l)[(G/j  +  l)2  — (2i-  +  l)2]x('^^+ir-+3C^'+i)^=0. 

i,k 

Nun  fasse  man  alle  Glieder  zusammen,  welche  gleichen  Expo- 
nenten s  haben,  so  erstreckt  sich  die  neue  Summation  über 
alle  ganzen  Zahlen  s,  welche  als  Summe  eines  Quadrates  einer 
positiven  oder  negativen  Zahl  6/»;  -|-  1  und  des  dreifachen 
Quadrates  einer  positiven  Zahl  2i  -\-  1  entstehen  können. 
Die  Gleichung  nimmt  die  Gestalt  an: 

(48)  ^a-x'  =  0 

und  lehrt  sofort,  dass  der  Entwicklungscoefficient,  nämlich  die 
Summe 

m  c,  =  ^{-  mK2i  +  i)[(G/.  + 1)'^  -  (2^-  +  i)'^j, 
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ausgedehnt  über  alle  positiven  oder  negativen  Zahlen  6Jc  -\-  1 
und  alle  jiositiven  Zahlen  2i  -\-  1,  für  welche 

(6/C  +  iy-\-3-{2i-{-  lf  =  s 
ist,  verschwindet. 

Diese  Folgerung  gewannen  wir  aus  der  zu  bestätigenden 
Gleichung  (46 j;  da  man  aber  von  der  Gleichung  (48)  aus  den 
Rückgang  zur  Formel  (46)  ohne  weiteres  bewerkstelligen 
kann,  so  wird  diese  Formel  bestätigt  sein,  wenn  es  uns  ge- 
lingt, die  aus  ihr  gezogene  Folgerung  zu  erhärten. 

Zu  diesem  Zwecke  bemerken  wir,  dass  die  Gleichung 

{6k  +  l)-''  +  3  •  (2i  +  1)2  =  a2  +  3&2 
stattfinden  wird,  sobald  man  setzt 

(50)    „  =  ,  .  «_i  +  i_-4ll(?i  +  i' ,    6  =  ,' .  ^li^yii) 

imd   unter   d,  s,  s    positive   oder  negative  Einheiten  versteht. 
Nun  ist 

a  =  3£{]c  —  di)  +  s  •  ^^^,  h  =  s[u  +  öi  +  ^^-)• 

Sind  1)  h,i  gleichartig,  so  wird  a  dann  und  nur  dann 
von  der  Form  6/i;'  -|-  1  sein,  wenn  d  =  1,  £  =  —  1  gewählt, 
also 

a  =  3(/  —  Ä)  +  1  =  67/  +  1,    h'  =  '-^ 

gesetzt  wird,  und  dann  wird 

h  =  s{?>l-\-  i  +  1)  =  2i'  +  1 

bei  geeigneter  Wahl  von  a'  =  -f-  1  eine  positive  ungerade  Zahl. 
Sind  2)  Ic,  i  ungleichartig,  so  wird 

also  dann  und   nur  dann  von  der  Form  6Ä;'  -)-  1    sein,   wenn 
d  =  —  1,  £  =  —  1  gewählt,  also 

a=-  3(i  +  li)  -  2  =  Qh'  +  1,    //  =  -  *±^  +^ 

gesetzt  wird,  und  dann  wird 

}j  =  s'{U  —  i)  =  2i   +  1 
bei  geeigneter  Wahl  von  /  =  +  1  eine    positive   ungerade 
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Zahl.     Man  beachte,  dass  die  zu  treffende  Wahl  von  d  durch 

die  Formel 

(50a)  d  =  {-  iy+* 

bestimmt  ist;  leicht  findet  man  ferner  i  -j-k'^-;—' —  (mod.  2) 

also 

(50b)  (_1)''+^'==(_1)V_,'^ 

während  s  =  —  1  zu  wählen  ist. 

Hiernach  giebt  es  also  für  jedes  in  der  Summe  (49)  zu- 
lässige System  von  Zahlen  i,  Je  ein  bestimmtes  System  von 
Zahlen  i',  //  derselben  Art,  und  dies  System  ist  von  dem  erst- 
genannten verschieden,  mit  Ausnahme  des  einzigen  Falles,  in 
welchem  /  =  3/.-,  resp,  —  i  =  (3/t  +  1)?  von  dem  wir  aber 
absehen  können,  da  für  ihn  das  entsprechende  Glied  der  Summe 
(49)  von  selber  verschwindet.  In  jedem  andern  Falle  ergiebt 
sich  nach  den  Formeln  (50)  für  a  =  GJc'  -{-  1 ,  h  =  2i'  -\-  1: 

{61c  +  iy—(2i'  +  1)^^  =  -  2d(2i+  l)(6/.--f  1  —  d(2i -f  1)) 
also 

(_  iy+^'(9i'  +  1) .  [(6//  +  ly  -  (2i  +  r/] 

=  —  d-{-  iy+^''i'{2i-i-l)\{Qh  -f  1)2-  (2*  -f  1)2] 
d.  i.  nach  (50  a)  und  (50  b)  gleich 

-  (-  iy+'(2i  -f  1)[(6Ä'  +  1)-^  -  {21  +  If], 

und  folglich  heben  sich  die  Glieder  der  Summe  (49),  welche 
den  beiden  zusammengehörigen  Systemen  i,  Ic^  i\  Je'  entsprechen, 
auf,  und  die  Formel  (46)  ist  somit  bewiesen. 

10.  Um  nun  die  arithmetische  Folgerung  zu  gewinnen, 
welche  durch  diese  Formel  unmittelbar  ausgesprochen  wird, 
ersetzen  wir  darin  wieder  die  Unbestimmte  x  durch  a;-'*  und 
multipliciren  beiderseits  mit  x'^-^  so  nimmt  die  Formel  die  Ge- 
stalt an: 

(cc  \   3  ce 

^  (—  1)^-  •  x(6^  +  i)^  I   =  ^(-  !)'• .  (2/  -f.  l)z'i^i+^)\ 

Hier  durchläuft  6  Je  -\-  1,  wenn  7t  von  0  bis  oo  läuft,  alle  posi- 
tiven Zahlen   a^l  (mod.  G),  oder,    was  dasselbe  sagt,    alle 
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ungeraden    positiven    Zahlen   a^l   (mod.  3)    und    es    wird 

a  —  l 

( — !)'•=( — 1)  ^  sein;  wenn  aber  /.•  ==  —  h'  alle  negativen 
Wertlie  durchläuft,  so  durchläuft  (J/t  -f-  1  =  —  (6//—  1)  alle 
Zahlen  —  a',  für  welche  a  positiv  und  ^  —  1  (mod.  6) 
d.   h.    ungerade    und    ^e2  (mod.  3)    ist,    und    man    findet 

( —  1)*  =  ( —  1)  ^  .  Die  Summe  zur  Linken  ist  also  nichts 
anderes  als  diese: 

(52)  ^(±^"'), 

ausgedehnt  über  alle  positiven  ungeraden  Zahlen  a, 
welche  nicht  theilbar  sind  durch  3,  während  das  obere 
oder  untere  Vorzeichen  gilt,  je  nachdem  a  von  der  Form 
12Ä;  +  1  oder  von  der  Form  12Ä;  +  7  ist.  Die  linke  Seite 
der  Gleichung  (51)  lässt  sich  demnach  schreiben  als  eine  drei- 
fache Summe: 

(53)  2  (+  x<''+--+-""-) , 

a,  a',  a" 

deren  jede  den  angegebenen  Umfang  hat,  während  das  obere 
Vorzeichen  gilt,  wenn  eine  oder  drei  der  Zahlen  a,  «',  a" 
von  der  Form  12Jc  +  1;  ^i^  andern  von  der  Form  12Jc  +  7 
sind,  das  untere  Vorzeichen  aber,  wenn  es  umgekehrt  ist. 

Dies  vorausgeschickt,  bemerken  wir,  dass  die  Quadrat- 
summe 

da  die  Zahlen  cc,  a',  a"  ungerade  sind,  (mod.  8)  den  Rest  3 
lassen  muss;  da  sie  durch  3  nicht  theilbar  sind,  ist  jene 
Summe  (mod.  3)  derselben  Zahl  3  congruent,  und  somit  findet 
sich  zunächst,  dass  alle  Exponenten  der  Summe  (53)  von  der 
Form  24/>.  +  3  sind. 

Ist  umgekehrt  s  eine  beliebige  positive  Zahl  von  dieser 
Form,  und  s  =  «-  +  «'"  -|-  a"^  eine  Zerfiülung  derselben  in 
drei  Quadrate,  deren  Grundzahlen  a,  a,  a"  positiv  gewählt 
werden  dürfen,  so  müssen  a,  a',  a"  nothwendig  ungerade  sein, 
denn  sonst  müsste  eine  dieser  Zahlen  ungerade,  die  beiden 
andern  gerade  sein,  wo  dann  die  Summe  d^ -\-  a'^-j-a"^^! 
(mod.  4)  würde,  gegen   die  vorausgesetzte  Form    von   5.     Da 
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aus  dieser  Form  folgt,  class  a^  -\-  a'^  -\-  a"^  durch  3  theilbar 
ist,  so  sind  ferner  entweder  alle  drei  Zahlen  a,  a',  a"  theilbar 
durch  3,  was  aber  nur  geschehen  kann,  wenn  s  durch  9  theil- 
bar ist,  oder  sie  sind  alle  drei  nicht  theilbar  durch  3,  denn 
andernfalls  würde  die  Summe  der  drei  Quadrate  den  Rest  1 
oder  2  (mod.  3)  lassen.  Hieraus  folgt:  Ist  s  eine  durch  9 
nicht  theilbare  Zahl  von  der  Form  24 /i  -\- -^ ,  so  wird  jede 
Zerfiillung  von  s  in  die  Summe  dreier  Quadrate  unter  den 
Exponenten  von  x  in  der  Summe  (53)  sich  finden;  ist  dagegen 
cS  eine  durch  9  theilbare  Zahl  dieser  Form,  so  finden  sich  nur 
diejenigen  Zerfallungen  dort  vor,  bei  denen  die  Quadrate  nicht 
alle  drei  durch  9  theilbar  sind. 

Fassen  wir  nunmehr  diejenigen  Glieder  der  Summe  (53) 
zusammen,  welche  gleichen  Exponenten  haben,  sodass  sie  die 
Gestalt  annimmt 

(ö4)  ^a-^', 

die  Summation  über  alle  positiven  Zahlen  s  von  der  Form 
24h  -f-  3  erstreckt,  und  beachten,  dass  bei  der  Bildung  des 
Cubus  von  (52)  jedes  Glied  a;"^  +  «'''  +  ß"-^  wenn  die  drei  Qua- 
drate verschieden  sind,  6  mal,  wenn  zwei  von  ihnen  gleich 
sind,  nur  3  mal,  und  wenn  sie  alle  gleich  sind,  nur  einmal 
entstehen  wird,  so  findet  man  mit  Rücksicht  auf  das  oben 
über  das  Vorzeichen  des  Gliedes  Gesagte  folgende  Bestimmung 
für  a.: 

Ist  Ä  die  Anzahl  der  Zerfälluugen 

in    drei    ungleiche    Quadrate,    bei    denen    eine    oder    drei    der 
Zahlen   «,  «',  a"  die  Form   12Ä;  +  1 ,    die    andern  die  Form 
\21i  +  7   haben,    Ä  die  Anzahl   solcher  Zerfallungen  in   drei 
ungleiche  Quadrate,  bei  denen  es  umgekehrt  ist; 
ist  ferner  B  die  Anzahl  der  Zerfällmigeu 
s  =  a2-f  2ß'% 

bei  denen  «,  a'  von  einander  verschieden  und  a  von  der  Form 
V2k  +  1  ist,  B'  die  Anzahl  solcher  Zerfällungen,  bei  welchen 
a  von  der  Form   12A;  +  ^   is^5 

ist  endlich   C^=  +  1;    wenn  s  =  3a^  d.  i.   das  dreifache 
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Quadrat  einer  ungeraden  nicht  durch  3  theilbaren  Zahl  a  ist, 

Avobei    das    obere   oder  untere   Vorzeichen    zu  wählen    ist,  je 

nachdem  a  von  der  Form  12/^  +  1  oder  \21i  +  7  ist,  dagegen 

0^0,  wenn  es  sich  mit  ö*  anders  verhält  —  so  findet  sich 

allgemein: 

[bb)  a  =  6  (^  —A')  -\-?>{B  —  B')-{-C. 

Durch  Vergleichuug  der  Summe  (54)  mit  der  ihr  gleichen 
rechten  Seite  der  Gleichung  (51)  endlich  gewinnen  wir  nun 
die  folgenden  bemerkenswerthen  Sätze: 

Ist  s  nicht  das  Dreifache  eines  ungeraden  Qua- 
drates, so  muss  Cs  gleich  Null  sein,  d.  h.  mit  Rücksicht 
auf  die  vorige  Bestimmung  von  C^.,  es  ist 

Q>{A  —  A')  +  ?>{B  —  B')  =  0 
oder: 

(56j  2A-]-  B=^2A'  -\-  B' . 

Ist  aber  s  das  Dreifache  eines  ungeraden  Quadrates 

s  =  3.(2*+l)% 
2i-\-l  aber  nicht  theilbar  durch  3,  so  wird 

Q{A  —  A')  +  3(J5  — £')  4-  1  =  (-  1)'.  (2^  -f  1); 
falls  dagegen  2i-\-\  durch  3  aufgeht,  so  wird 

Q{A-A')  -^  d(B-B')  =  (-  1)'-.  (2i  +  1), 

und  folglich  kann  mau,  diese  beiden  Fälle  zusammenfassend, 
sagen: 

Ist  s  das  Dreifache  eines  ungeraden  Quadrates, 

6■  =  3.(2^•^-  1)% 
so   ist  immer 

(57)  2A-\-B  =  2A'-\-B'-]-  tlJll^±AlJ, 

wenn  j  den  absolut  kleinsten  Rest  von  (— 1)' •  (2^ -|- 1) 
(mod.  3)  bezeichnet. 

Die  Formeln  (56)  und  (57)  sprechen  eine  merk- 
würdige Eigenschaft  der  Zahlen  von  der  Form  24/i -f- 3 
in  Bezug  auf  ihre  Zerfällung  in  die  Summe  dreier 
Quadratzahlen  aus. 

11.  Wir  knüpfen  hier  endlich  noch  an  einige  Reihen  an, 
welche   zwar   auch    der  Theorie    der   elliptischen   Funktionen 
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angeliören,  aber,  wie  Lebesgue  gezeigt  hat*),  auch  ohne  ihre 
Hilfe  hergeleitet  werden  k()nnen,  und  auf  welche  wir  auch  an 
einer  späteren  Stelle  noch  werden  zurückzuweisen  haben. 
Setzen  wir 

(58)  m  =  1  +2^ o;"  ^  . 'V~"'v''7"  / 

j^^  1  —  a;  •  1  —  x^  •  •  •  1  —  X 

d.  h. 

/..   V         -,     ,         1—Z     ,       o    1—2-l—XZ     ,       r.     1 — Z-l  —  XZ-1 — X^Z    , 

'  ^  ■^  '       1  —  X   '  1  —  x-l—x'    '  1 — x-1—x^-l  —  x^   '        ' 

diese   Reihe   ist  convergent,  sobald  mod.  x  <il   ist,   denn  der 
Quotient  zweier  aufeinanderfolgender  GKeder  ist 


l-x'  ' 
und  da  der  erste  Faktor  mit  unendlich  wachsendem  li  gegen 
Null,  der  zweite  gegen  Eins  convergirt,  so  ist  nach  einem  be- 
kannten Reihensatze  die  obige  Reihe  convergent.  Dieser  Defi- 
nitionsgleichung entspricht  die  unschwer  erweisliche  Funktional- 
gleichung 

f{z)  =  {l-xz)-f{xH), 

aus  welcher  sich  allgemeiner 

f{ß)  =  fix^'^  ^)  •  (1  —  xz)  (1  -  x^'z)  (1  -  x^'z)  .  •  •  (1  -x^^-'^z) 

ergiebt,  und  da  das  Produkt  unter  der  für  x  gemachten  An- 
nahme bei  unendlich  wachsendem  n  convergirt, 

CO 

f{z)  =  lim.  f(x^-"  z)  -TT  (l—x^'^-'z). 

Nun  ist 

lim.  f{x'--  z)  =  f(0)  **) 

ein  endlicher,  weil  durch  eine  convergente  Reihe  dargestellter 
Werth,  der  jedoch  aus  der  vorigen  Gleichung  fortgeschafft 
werden  kann,  wenn  man  dieselbe  für  einen  bestimmten  Werth 
von  z  bildet  und 'dann  beide  Gleichungen  in  einander  dividirt; 


*)  Lebesgne,  sommation  de  quelques  series,  in  Liouville's  Journal 
des  Mathematiques  t.  V  p.  42. 

**)  Die  Berechtigung  dieser  Gleichheit  wollen  wir  hier  nicht  näher 
erörtern. 
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hierzu  eignet  sich  der  Werth  ^=1,  da  für  ihn  f{ß)=  1  wird. 
Somit  findet  mau 

n  =  l     ^         ^ 

d.  li.  die  Gleichung 

(09)     1  -{-  X  , \-  X-  ^ -; r,  H =  1    I  - 

^       ^  '         1  —  .f'  1  —  X  '  1  —  X-     '  -■--'■l 


—  X 

n—1 


Setzt  mau  hierin   x  =^  l~^ ,   wo   mod.  ^>  1    ist,  und    2=^1"", 


so  ergiebt  sich  die  Gaussische  Formel 

+    (1  _  4)  (1  _  4=^)      •  ■  ■    11  1 -i-2»+i 


und,  wenn  man  z  ==  x  setzt,  diese  gleichfalls  von  Gauss  an- 
gegebene merkwürdige  Beziehung: 

Versteht  man  ferner  unter  f{z)  den  Ausdruck 


z 

X 

während 


(61)  /•(,)=  0(^2)   ^^^(,2)^ 


(62) 


i/o,  .     1-2^    ,      9    (1  -  0^)  (1  -  a;^'^«) 


ist,  zwei  Reihen,  welche  aus  gleicher  Ursache  convergiren, 
wie  die  zuvor  betrachtete  Reihe,  wenn  mod.  x  <^\  ist,  so  be- 
steht die  Funktionalgleichung 

f{z)={y^z)-f{xz), 
aus  welcher  allgemeiner 

f{z)  =  fix-z)  .  (1  +  ^)  (1  +  a;^)  •  •  •  (1  +  a;'^-^^) 
und  bei  unendlich  wachsendem  ii  die  Gleichung 


/•(^)=/-(o)-J7(i  +  ^""'^) 


*)  Gauss,   summatio   quarundam   serieium   singulaiium  art.  6,  im 
2.  Bd.  ß.  Werke  p.  20. 
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hervorgeht.  Da  sich  f{\)  =  2  findet,  ergiebt  sich  hieraus 
die  andere: 

Da  nun  aus  (Ol) 

2  &  iz')  =  f(z)  +  /■(-  0)  ,        2lq^ (.^)  =  /-(.)  -  /X-  z) 

hervorgeht,  so  gewinnt  man  für  die  Reihen  (62)  folgende 
Darstellungen  unter  Produktenform: 

f  (^') = ^d  1  —+-^~ —  Jill  —+1^ ' 

zvrei  Formeln,  welche  Jacobi  in  seinen  fundamenta  nova 
theoriae  functionum  ellipticarum  p.  186  ohne  Beweis  aufgestellt 
hat.  Für  5;  =  —  x  erhält  man  aus  (61)  —  (63)  die  ebenfalls 
von  Jacobi  herrührende  Formel: 

/j  =  l    ^  "1"  -^  A  =  l 

12.  Aus  den  Formehi  (60)  und  (64)  fliessen  interessante 
arithmetische  Folgerungen,  um  derentwillen  wir  sie  abgeleitet 
haben.     Bedenken  wir,  dass 

YJ{l  +  x'^)  =  \+^C{m).x"^ 

ist,  wo  0(w)  die  Anzahl  bedeutet,  wie  oft  m  aus  verschie- 
denen ganzen  Summanden  entsteht,  so  wird  ebenso 

X  CO 

YJ  (1  —  a;«)  =  1  +^  C\m)  ■  x"^ 

n  :^  1  7/i  =  1 

sein,  wenn  C (m)  den  Unterschied  bedeutet  zwischen  der  An- 
zahl der  Zerföllungen  von  m  in  eine  gerade  und  der  Anzahl 
ihrer  Zerfalluugen  in  eine  ungerade  Menge  verschiedener  ganzer 
Summanden.  Multiplicirt  man  daher  in  (64)  mit  dem  Nenner, 
so  ersciebt  sich 
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cc  00  no 

1  +^  C'(m)a:"'=  (l  +^  O0«)a;'")  (l  +  2^,  (-  l)*a:*^) 

»1  ^1  w  =  1  A  =  1 

d.  i.  gleich 

1  -\-^  C(m)x"'  +  2^  (—  l)^x^-'  +  2^  (—  1)^C(»0^"'+'". 

Fasst  mau  aber  rechts  alle  Potenzen  von  x  mit  demselben 
Exponenten  zusammen  und  vergleicht  mit  der  linken  Seite, 
so  gelangt  man  zu  folgender  Beziehung: 

(65)  C'{m)  =  Cim)  +  2^  (-  l)'-'  •  6'(m  -  F) , 

k 

WO  die  Summe  über  alle  positive  ganze  Zahlen  Ji,  welche 
m  —  /.;'  >  0  machen,  ausgedehnt  werden  muss.  Man  kann  ihr 
aber  eine  einfachere  Gestalt  geben.  Bezeichnet  nämlich  G(;ui) 
die  Anzahl  der  Zerfällungen  einer  positiven  Zahl  m  in  eine 
gerade  Menge  verschiedener  Summanden,  U{}n)  die  Anzahl 
ihrer  Zerfällungen  in  eine  ungerade  Menge,   so  ist  offenbar 

C{m)  =  G(m)  +  U{m),       C\m)  =  G{m)  -  V{m) . 

Die  Formel  (65)  nimmt  demnach  die  Gestalt  an: 

U  {m)  =^(-lf-^-C  {m  —  r-) 

k 

und  lehrt  folgenden  Satz:  Die  Anzahl  der  Zerfällungen 
einer  positiven  ganzen  Zahl  m  in  eine  ungerade  Menge 
verschiedener  ganzer  Summanden  ist  gleich  dem 
Ueberschuss  der  Anzahl  aller  möglichen  Zerfällungen 
der  (nicht  negativen)  Zahlen  m  —  (2/<-{-l)^  über  die 
Anzahl  aller  möglichen  Zerfällungen  der  (nicht  nega- 
tiven) Zahlen  m  —  Ali^  in  verschiedene  ganze  Summanden 
Gleicherweise  giebt  die  Formel  (60)  zunächst  diese  neue: 

(66)   1  +^C;(2;»)  •^^"'  =  (l  +2  a:(m)a;'«)    1  +^x"~^        ; 

;«  =  1  111  =  1  \  k  =  l  J 

in  ihr  bezeichnet 

C'g{2m)  =  G,j{^m)  —  ü,{2m) 

den  Unterschied  zwischen  der  Anzahl  Zerfällungen  der  geraden 
Zahl  2m  in  eine   gerade  Menge   und   der  Anzahl  ihrer  Zer- 
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füllungeu  in  eine  ungerade  Menge  gerader  Summanden; 
desgleichen 

den  Unterschied  zwischen  der  Anzahl  Zerfällungen  der  Zahl  m 
in  eine  gerade  Menge  und  der  Anzahl  ihrer  Zerfällungen  in 
eine  ungerade  Menge  ungerader  Summanden;  für  ein  ge- 
rades m  ist  offenbar  Cu{m)  gleich  der  Anzahl  der  Zerfäl- 
lungen von  m  in  ungerade  Summanden,  für  ein  ungerades 
m  aber  dieser  Anzahl  entgegengesetzt  gleich.  Vergleicht 
man  nun  in  {jo'o)  rechts  und  links  die  Coefficienten  derselben 
Potenz  x"\  so  ergiebt  sich,  gleichviel  ob  m  gerade  oder  un- 
gerade ist,  die  Beziehung: 

(67)  G,(m)  -  U,{m)  =  Ga{m)  -  L\{m)  ^^Cl  {in-^^-^^ , 

wo  die  Summation  sich  auf  alle  ganzen  Zahlen  Z;  =  1,  2,  3,... 

erstreckt,  für  welche    m  —  -^^—-  >  0   ist.     Diese  Gleichung 

lässt  sich  aber,  wie  unschwer  zu  erkennen,  als  Satz  folgender- 
massen  aussprechen: 

Die  Anzahl  Zerfällungen  einer  ungeraden  Zahl  m 
in  verschiedene  ungerade  Summanden,  sowie  die  An- 
zahl Zerfällungen  einer  geraden  Zahl  m  in  eine  gerade 
Menge  verschiedener  gerader  Summanden,  letztere 
vermindert  um  die  Anzahl  ihrer  Zerfällungen  in  eine 
ungerade  Menge  gerader  und  eine  gerade  Menge  unge- 
rader Summanden,  ist  gleich  der  Anzahl  der  Zer- 
fällungen   aller    (nicht    negativen)    geraden    Zahlen 

m  —    '  J"—  ,  vermindert  um  die  Anzahl  der  Zerfällungen 

aller  (nicht  negativen)  ungeraden  Zahlen   m ^ — - 

in  ungerade  Summanden. 


Dritter  Abschnitt. 


Ueber  die  Dirichlefscheii  Reihen. 

1.  Die  ferneren  Anwendungen,  welclie  man  von  der  Analysis 
auf  die  Zahlentlieorie  gemacht  hat,  nahmen  ihren  Ausgangs- 
punkt von  dem  berühmten  Satze  der  Theorie  der  quadratischen 
Reste,  welchem  Legendre  den  Namen  des  Reciprocitätsgesetzes 
beigelegt  hat.  Wir  schicken  der  näheren  Bezeichnung  dieses 
Ursprungs  der  analytischen  Methoden  der  Zahlentheorie  eine 
Betrachtung  vorauf,  von  der  wir  auch  sonst  mehrfach  werden 
Gebrauch  zu  machen  haben. 

Seien  zunächst  P,  B  zwei  relativ  prime  ungerade  Zahlen, 
von  denen  wenigstens  P  nur  aus  lauter  verschiedenen 
Primfaktoren  zusammengesetzt  ist,  und  d,  s  positive  oder  nega- 
tive Einheiten.     Wird  dann  die  Summe 

n  —  1     71^  —  1 

(1)  2«~'~{i) 

n 

auf  alle   Glieder    eines    reducirten  Restsystems  (mod. 
SPP)    erstreckt,    so    erhält    man    Null,    so    oft    nicht 
gleichzeitig    ö  ==  s  =  F  ==  1    ist. 
Da 

n  —  1  n'  —  1  ji^—l  n"^ — 1 

ist,  sobald 

n  =  n    (mod.  SPP) 

ist,  so   darf  man,   um  den  Satz   zu  beweisen,  irgend  ein  be- 
stimmtes reducirtes  Restsystem,  z.  B.  diejenigen  Zahlen  für  n 
wählen,  welche  aus  der  Formel 
(2)  n  =  8Rv  -\-SPti-\-  PRa 
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hervorgehen,  wenn  darin  a,  ^i,  v  reducirte  Restsysteme  resp. 
nach  den  Moduln  8,  li,  P  durchlaufen. 

Zuerst  behaupten  wir   nun,    dass,    sobald   P  von    1    ver- 
schieden ist,   unter  den  Resten   v  (niod.  F)    ebensoviel  Reste 

V  =  a  vorhanden  sind,  für  welche  (  u )  =  +  1    ist,  als  Reste 

V  ==h,  für  welche  \-^)  =  —  1  ist.  Dies  ist  einleuchtend  für 
den  Fall,  in  welchem  P  eine  Primzahl  p  ist,  denn  für  einen 
solchen  Modulus  giebt  es  quadratische  Reste  und  eben- 
soviel Nichtreste.  Ist  aber  P  aus  mehr  als  einem  Primfaktor 
zusammengesetzt,  sodass  man  setzen  darf  P==pP'j  wo  P' 
von  1  verschieden,  so  giebt  es  wenigstens  eine  Zahl  v'  von 
der  Kategorie  h ;  denn,  ist  ß  ein  Nichtrest  (mod.  p)  und  wählt 
man,  was  immer  möglich  ist,  die  Zahl  v'  so,  dass  v' =  ß 
(mod.  p),    v'^1  (mod.  P')  ist,  so  folgt 

Nun  bilden  die  Zahlen  a,  h  und  deshalb  auch  die  Zahlen  v'a, 
v'l)  zusammen  ein  reducirtes  Restsystem  (mod.  P);    da  jedoch 

gefunden  wird,  so  stimmen  die  Reste  v' a  mit  den  Resten  h, 
die  Reste  v'h  mit  den  Resten  a  überein  und  daraus  folgt 
sogleich,  dass  die  Anzahl  aller  a  gleich  derjenigen  aller  h  sein 
muss.    Somit  aber  findet  sich  die  wichtige  Gleichung: 

(3)  ^(y)--«, 

wenn  diese  Summe  auf  alle  Glieder  eines  redftcirteu 
Restsystems  (mod.  P)  erstreckt  wird,  z.  B.  auf  die- 
jenigen positiven  ungeraden  Zahlen,  welche  <  2P 
und  prim  sind  zu  P. 

Ferner  aber  kann  das   aUgemeine  Glied   der  Summe  (1) 
durch  Einsetzen  des  Ausdrucks  (2),  da  n^PRa  (mod.  8)  alöo 

„_1  PR—l         a  — 1  n»  — 1  (PÄ)»  — 1        a^—l 

O  =  0  -0,  £  =   £  ■  S  , 

und  n^SRv  (mod.  P)  also  y~)  =  (  p  )  '  (>)  i^^?  folgender- 
massen  geschrieben  werden: 
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rn—i  (p/.y— 1  «  — i  a"-  — i 

•svo  der  erste  Faktor  allen  Gliedern  gemeinsam,  der  zweite 
aber  von  (i  unabhängig  und  daher  für  jeden  der  9)(ZiI)Werthe 
von  u  derselbe  ist-,  die  Summe  (l)  wird  demnach  gleich 

rii  —  l     (r/J)>— 1  ar  — 1   a-  —  l    

a  V 

Sind  nun  nicht  ö,£,P  gleichzeitig  gleich  1,  so  verschwindet 
wenigstens  eine  dieser  beiden  Summen  und  folglich,  wie  be- 
hauptet, auch  die  Summe  (1).  Im  entgegengesetzten  Falle 
ist  offenbar  ihr  Werth  gleich  (p(SPK). 

Sei  femer  D  eine  beliebig  gegebene  aber  nicht  quadra- 
tische  ganze   Zahl;    wir    können   sie  stets  in  folgender  Form 
dargestellt  denken: 
(4)  D  =  ±2'-F'S\ 

wo  S^  das  grösste  in  D  aufgehende  Quadrat,  c  einen  der 
Werthe  0  oder  1,  P  aber,  wenn  es  nicht  gleich  1  ist,  eine 
nur  aus  ungeraden,  von  einander  verschiedenen  Primfaktoren 
zusammengesetzte  positive  Zahl  bedeutet.  Indem  wir  nun  mit 
11  irgend  eine  zu  22)  prime  positive  ganze  Zahl  bezeichnen, 
suchen  wir  den  Werth  für  das  Jacobi'sche  Symbol  ( — )  • 
Aus  (4)  findet  sich 

\n  /         \n /  '  \   n   / 
und  nun  mittels  des  verallgemeinerten  Reciprocitäts- 
gesetzes 


(!)  =  (!)•  (5)  (-1) 


n—l     ±P—i 
2  2 


n—l     ±P—1 
~2  2 


Hier  ist  ( —  1)  =  d      ,  wo    (J  =  +  1 ,  je  nachdem 

n^  —  l 

4-  P^  1  oder  3  (mod.  4)  ist,  und  (— j  =  £  ^  ,  wo  a  =  -f-l 
ist,  je  nachdem  c  =  0  oder  1  ist.  Man  erhält  also  bei 
Anwendung  dieser  Bezeichnungen  die  Formel: 


n  —  1   n^  —  1 


(5)  (^)  =  ,^,»(«). 
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Aus  dieser  Formel  folgt  zunächst,  dass  stets 

sobald 

m  ^  n  (mod.  8  P) 

ist;    mit   Worten:    allen    positiven    Zahlen    n    derselben 
Restclasse    (mod.   ST)    entspricht    der    gleiche  Werth 

von(^). 

Verstehen  wir  ferner  unter  E  das  Produkt  der- 
jenigen verschiedenen  ungeradenPrimfaktoren,  welche 
in  S  aber  nicht  in  P  aufgehen,  so  werden  P,  R  relativ 
prim  sein,  und  mit  Rücksicht  auf  die  Formel  (5)  führt  der 
zuvor  bewiesene  Satz  über  die  Summe  (1)  folgenden  Schluss 
herbei: 

Die    Summe  ^,  \)f    ^^^  ^^^^   positiven   Zahlen  n 

n 

erstreckt,  welche  <  SPP  und  prim  zu  2D  oder  zu  SPP 
sind,  ist  Null: 

Hervorzuheben  ist  der  besondere  Fall,  wo 
I)  =  ^2'^'F  also  P  =  l  ist.  Für  ihn  lautet  der  Satz: 
Die  vorstehende  Summe  ist  Null,  wenn  sie  auf  alle 
positiven  Zahlen  n  erstreckt  wird,  welche  <  SP  und 
prim  sind  zu  SP. 

Und  auch  hier  noch  zeichnen  wir  zwei  einfache  Fälle  aus. 

Im  Falle    ö=  -j-  1 ,    £  =  -|-  1    d.  h.  wenn 

D  =  +P=1  (mod.  4) 
ist,  giebt  die  allgemeine  Formel  (5) 


(^)  =  (i^) 


Nach  (3)  genügt  es  in  diesem  Falle,  die  Summa- 
tion  in  der  Gleichung  (G)  auf  alle  Glieder  n  eines 
positiven  reducirten  Kestsystems  (mod.  2F),  z.  B.  auf 
alle  Zahlen  n  <  2P,  welche  prim  sind  zu  2P,  zu 
erstrecken. 

Baclimana,    analytische  Zahlentheorie.  4 
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Im  Falle    d  =  —  1 ,    s  =  -\- 1  ,    d.  h.  wenn 
D  =  +  P  r^E  3  (^mod.  4) 
ist,  ergiebt  sicli  aus  (5) 

den  Zahlen 

n  =  Sv  -\-  dP      bezw.      n  =  Sv  -{-  TP 

entspricht  daher  jedesmal  derselbe  Werth  von  (  j ,  wie  den 
Zahlen 

n  ==  Sv  -\-  IP      resp.      n  =  8v  -\-  dP, 

denen  jene  (mod.  4P)  congruent  sind.  Demnach  wird  in 
diesem  Falle  die  Gleichung  (6)  schon  bestehen,  so- 
bald die  Summe  sich  über  alle  Glieder  ;?<4P,  welche 
prim  sind  zu  4P,  erstreckt. 

2.  Aus  der  voraufgehenden  Untersuchung  entnehmen  wir 
für  unsern  gegenwärtigen  Zweck  das  Resultat,  dass  allen  (posi- 
tiven) Zahlen  n  derselben  Restclasse   (mod.  SPP)  der  gleiche 

Werth  von  ( — )  entspricht.     Bezeichnet  man  daher  allgemein 

diejenigen  positiven  Zahlen   n  <  8PR,    welche   prim   sind   zu 

2D  und  für  welche  ( — )  =  -j-  1   ist,  mit  a,    diejenigen  aber, 

für  welche  i—j  =  —  1  ist,  mit  h,  so  darf  man  sagen:  sämmt- 

liche    positive    Zahlen   w,    für    welche  (     j  =  -j-  1    ist,    sind 

identisch  mit  den  positiven  Zahlen  von  der  Form  8PRb-\-  a, 

sämmtliche  positive  Zahlen  n,  für  welche    ( — j  =  —  1    ist, 

sind  identisch  mit  den  positiven  Zahlen  von  der  Form 
8PP^ -|-  b.  Die  einen  wie  die  andern  sind  also  die  Glieder 
gewisser  arithmetischer  Progressionen  von  der  Form  SPRs  -j-Q, 
worin  das  Anfangsglied  Q  und  die  Differenz  SPP  zwei 
Zahlen  ohne  gemeinsamen  Theiler  sind.  Wegen  der  Glei- 
chung (6)  muss  die  Anzahl  der  Zahlen  a  genau  der 
Anzahl  der  Zahlen  h  gleich  sein. 

Dies  Resultat  hat  sich  uns  als  eine  nothwendige  Folge 
aus   dem  Reciprocitätsgesetze  ergeben,    das  wir  als    bewiesen 
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voraussetzten.  Der  erste  Versuch,  dasselbe  zu  beweisen,  rührt 
von  Legendre  her*),  sein  Beweis  kann  jedoch,  wie  zuerst 
Gauss  sehr  richtig  bemerkt  hat**),  wie  geistvoll  er  auch  ist, 
nicht  als  strenge  betrachtet  werden,  weil  er  auf  einer  Annahme 
beruht,  die  durchaus  nicht  von  selbst  einleuchtend  ist.  Le- 
gendre setzt  nämlich  mehrfach  in  seinem  Beweise  eine  Prim- 
zahl  voraus,  in  Bezug  auf  welche  eine  gegebene  Zahl  — 
nennen  wir  sie  wieder  D  —  quadratischer  Rest  sei,  d.  i.  er 

setzt  voraus,  dass  unter  den  Zahlen,  für  welche  ( — )  =  1    ist, 

sich  eine  Primzahl  befinde.  Dies  läuft  darauf  hinaus,  dass 
wenigstens  in  einer  der  arithmetischen  Progressionen  von  der 
Form  8PB^  -f  «  ein  Glied  vorhanden  sei,  das  einer  Primzahl 
gleich  ist,  und  führt  naturgemäss  zu  der  allgemeineren 
Frage:  ob  eine  arithmetische  Progression,  deren  An- 
fangsglied und  deren  Differenz  zwei  ganze  Zahlen 
ohne  gemeinsamen  Theiler  sind,  stets  eine  Primzahl 
enthält  oder  nicht. 

Legendre  selbst  hat  schon  den  Versuch  gemacht,  nach- 
zuweisen, dass  diese  Frage,  zu  bejahen  sei.  Er  gründet  seinen 
Nachweis  auf  die  Lösung  der  an  sich  sehr  interessanten  Auf- 
gabe, die  grösstmögliche  Anzahl  auf  einander  folgender  Glieder 
einer  solchen  arithmetischen  Progression  zu  bestimmen,  welche 
durch  eine  oder  mehrere  von  gegebenen  ungeraden  Primzahlen 
theilbar  sind.  Die  höchst  beachtenswerthe  Lösung,  welche  er 
giebt,  ist  folgende***):  Wenn  A; -|-  1  die  Anzahl  der  gegebenen 
Primzahlen,  j^k  die  /;'°  (ungerade)  Primzahl  der  natürlichen 
Zahlenreihe  ist,  so  wird  unter  jh  auf  einander  folgenden  Glie- 
dern der  arithmetischen  Progression  wenigstens  eines  durch 
keine  der  gegebenen  Primzahlen  theilbar  sein.  Da  aber 
Legendre  diesen  Satz  nur  durch  Induction  begründete,  so 
stand  die  Entscheidung  über  die  obige  Frage  noch  immer  aus. 

Hier  war  es  nun  Dirichlet,  der  die  Lücke  in  Legeudre's 
Arbeit  zu  ergänzen  suchte,  aber  er  stiess  dabei  auf  Schwierig.- 


*)    S.   seinen  Essai  siir  la  theorie  des  Nombres  2.  ^d.  p.  198  oder 
Hist.  de  l'Acad.  de  Paris  1781:  u.  1785. 

**)  Gauss,   Disquisitiones  Arithmeticae  artt.  29G  u.  297. 
***)  Legendre,  Essai  sur  la  th.  des  Nombres  2.  cd.  p.  404. 

4* 
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keiten.  deren  Ueberwiudung  ihm  nicht  gelingen  wollte,  und 
erst  nachdem  er  den  Legen dre'schen  Weg  verlassen*),  fand 
er  einen  andern,  der  ihn  ans  Ziel  brachte,  zugleich  aber  sich 
als  geeignet  erwies,  auch  andere  zahlentheoretische  Aufgaben 
zu  lösen.  Dieser  Weg  sind  die  analytischen  Methoden,  die 
wir  jetzt  nach  ihrem  erlauchten  Erfinder  die  Dirichlet'schen 
Methoden  nennen. 

Das  Mittel  aber,  dessen  er  sich  bedient  hat,  sind  unend- 
liche Reihen  und  Produkte  von  ganz  derselben  Art,  wie  sie 
uns  in  Nr.  5  des  1.  Abschnittes  schon  entgegengetreten  sind, 
und  unter  diesen  vor  allem  die  Reihe 

n 

welche  in  der  Formel  (22)  dort  auftritt.  Die  genauere  Unter- 
suchung ihrer  analytischen  Natur,  insbesondere  ihres  Ver- 
haltens, wenn  sie  als  eine  Funktion  von  s  aufgefasst  werden, 
bildet  die  wesentliche  Grundlage  der  Dirichlet'schen  Methoden, 
und  ihr  werden  wir  hier  unsere  ganze  Aufmerksamkeit  zu- 
wenden müssen,  bevor  wir  jene  Methoden  selbst  zur  Darstellung 
bringen  können. 

3.  Die  Reihen,  welche  wir  zu  betrachten  haben,  sind  von 
der  Form 

n  =  l 

oder  noch  allgemeiner  von  der  folgenden: 

(8)  y.-^' 


^ 


wo  Cn  eine  positive,  mit  dem  Index  n  unendlich  wachsende 
Grösse  bedeutet,  während  «„  beliebig  reell  oder  complex  sein 
kann;  s  bedeutet  eine  reelle  Grösse,  die  wir  stets  grösser  als 
Null  voraussetzen  werden**).     Wenn   (?  >  0  und  eine   solche 


*)  Dirichlet  in  der  Einleitung  zu  seiner  Abhandlung  in  den  Ab- 
handlungen der  Berliner  Akademie  a.  d.  J.  1837. 

**)  Wir  könnten  die  im  1.  Abschnitte  geltende  Annahme,  dass  s 
eine  Grösse  sei,  deren  reeller  ßestandtheil  positiv  ist,  auch  hier  weiter 
verfolgen,  doch  genügt  die  obige  Beschränkung  unserm  Zwecke. 
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Reihe  für  alle  s  >  (7  convergent  ist,  so  bezeiclinet  sie  für  alle 
diese  Werthe  vou  s  eine  hestiramte  Funktion  von  s,  und  wir 
haben  hauptsächlich  darnach  zu  fragen,  ob  sie  sich  stetig  mit 
s  verändert  oder  nicht.  In  dieser  Hinsicht  ist  ein  Prin- 
cip  von  höchstem  Werthe,  welches  zuerst  von  Abel 
benutzt  worden  ist.     Denken  wir  uns  allgemein  eine  Reihe 

CO 

n  =  l 

deren  einzelne  Glieder  gegebene  stetige  Funktionen  von  6^  sind 
und  welche  für  alle  s  >  <?  convergent  ist.  Um  ihre  Stetigkeit 
als  Funktion  von  s  zu  untersuchen,  zerlegen  wir  die  unend- 
liche Reihe  in  zwei  Theile: 

S  =  Sm  -\-  Um  } 

WO  S,n  die  Summe  ihrer  ersten  m  Glieder,  Rm  den  Rest  aller 
folgenden  bedeutet.  So  oft  nun  die  Reihe  für  alle  s>ö 
gleichmüssig  convergirt,  d.  h.  so  oft  eine  hinreichend 
grosse  Zahl  ^  angebbar  ist  von  der  Beschaffenheit,  dass,  wenn 
m  >  ft ,  der  Rest  Bm  seinem  absoluten  Betrage  nach  für  alle 
5  >  (?  kleiner  ist  als  ein  beliebig  kleiner  Werth  d,  wird  die 
Reihe  S  für  alle  s  >  (?  eine  stetige  Funktion  von  s 
sein*). 

Denn  ist  s'  ein  Nachbarwerth  von  s,  und  ihm  entsprechend 

S    =  S,u  -j-  ilm  ) 

so  hat  man 

S'  S  =  {Sm  —  S„,)  -\-  (Rm  —  -Rm)  • 

Nun  ist  nach  der  Voraussetzung  sowohl  i?„,  als  auch  JR^  dem 
absoluten  Betrage  nach  kleiner  als  d,  wenn  nur  m  >  jn  ge- 
dacht wird;  ferner  ist  der  erste  Theil  Sm  der  Reihe  offenbar 
eine  stetige  Funktion  von  s  und  deshalb  kann  s'  so  nahe  an  s 
gedacht  werden,  dass  auch  der  absolute  Betrag  von  S,'„  —  Sm 
kleiner  als  d  wird.  Hieraus  ergiebt  sich  der  absolute  Betrag 
von  S'  —  S  sicher  kleiner  als  3d  d.  i.  beliebig  klein,  und  folg- 
lich ersieht  man  die  Stetigkeit  von  S  als  Funktion  von  s. 


*)  Die  Stetigkeit  für  s=  a  ist  dabei  so  zu  verstehen,   dass   die 
3  bei  einem  gegen  c  hin  al 
für  s  =  0  zum  Grenzwerthe  hat. 
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Ein  Beispiel  dieser  Art  bietet  die  Reihe  (7),  falls  die 
Moduln  der  Coefficienteu  a„  sümmtlich  kleiner  sind 
als  eine  endliche  Grösse  6";  die  Reihe  (7)  ist  dann  eine 
stetige  Funktion  von  s  für  alle  s  >  1.  Denn  nach  der 
Voraussetzung  wird  mod.  Um  sicher  kleiner  sein  als 

\(m  +  1)'  ^  (m  +  2^         {m  +  3)'  ^       J 
Nun   convergirt  aber  nach  dem  ersten  Abschnitte   die   Reihe 

1  +  JL  +  1  +  ... 

für  jedes  s  >  1 ;  ist  daher  6  eine  Zahl,  welche  beliebig  wenig 
grösser  als  1  ist,  so  convergirt  auch  die  Reihe 

±4.  l-i-i-j-... 

j0  ^  2"  ^  3''  ^ 
und  demnach  kann  n  so  gross  gewählt  werden,  dass  der  Rest 
dieser  Reihe,  nämlich 

(»j  +  1)'^         (Hl  +  2)"         {m  +  3)" 

kleiner  als  d  ist,  sobald  7U  >  jx.  gewählt  wird.  Daraus  folgt 
für  alle  s  >  (? 

\(m  +  1)'  ^  (m  +  2)^  ^         ; 

d.  h.  gleichfalls  beliebig  klein,  und  nunmehr  dem  Abel'schen 
Principe  zufolge  die  Stetigkeit  der  Reihe  (7)  für  alle  s,  welche 
grösser  als  a  d.  i.  offenbar,  welche  grösser  als  1  sind. 

4.  Mit  Hilfe  dieses  Abel'schen  Grundsatzes  leiten  wir 
nun  einen  Satz  her,  welcher  in  seiner  ganzen  Allgemeinheit 
in  Dedekind's  Ausgabe  der  Dir ichlet 'sehen  Vorlesungen  über 
Zahlentheorie  (3.  Aufl.  p.  376)  ausgesprochen  und  bewiesen 
worden  ist.  Wir  beschränken  hier  jedoch  seine  Allgemeinheit 
zu  grösserer  Klarheit  so  weit,  als  es  die  Anwendungen,  um 
deren  willen  wir  den  Satz  aufstellen,  verstatten. 

Sei 

Cß 

(9)  S=^a„ip„{s) 

eine   unendliche   Reihe,    deren    einzelne   Glieder  Produkte   aus 
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einer  Constanteu  a,i  von  reellem  oder  complexem  Werthe  udcI 
einer  Funktion  ^„  {s)  der  positiven  Veränderlichen  n  sind. 
Wir  setzen  voraus: 

Der  analytisclie  Modulus  der  Summe 

(10)  A„  =  Gl  -^  a,  -\-  a.^  -\ +  an 

bleibe  bei  unendlich  wachsendem  Iudex  n  stets  unter  einem 
endlichen  Werthe  A  ;  die  Funktion  i^'„  (s)  aber  habe  für  alle 
s>(5  folgende  Eigenschaften: 

1)  sie  sei  reell  und  positiv, 

2)  4\i  (s)  nehme  mit  wachsendem  Iudex  n  ab  und  conver- 
gire  gegen  Null, 

3)  tpn  (s)  verändere  sich  stetig  mit  s  und  nehme  ab, 
wenn  s  wächst,  sodass  immer 

^n  (S)  <  tn  (ö) 

ist.   — 

Unter  diesen  Voraussetzungen  behaupten  wir  den 
Satz:  Für  alle  s  >  (j  convergirt  die  Reihe  S  und  stellt 
eine  stetige  Funktion  von  s  dar.  Zum  Beweise  betrachten 
wir  neben  der  Reihe  S  die  folgende: 

S'  =  A,  [i,,  (s)  -  ^,  (s))  +  A,  [t,  (s)  -  ^3  (s))  +  •  •  •  . 

Diese  Reihe  ist  gleichmässig  für  alle  s  >  <>  convergent;  denn 
die  Summe  einer  beliebig  grossen  Anzahl  m  von  Gliedern, 
welche  auf  das  w*®  Glied  der  Reihe  folgen,  hat  der  Voraus- 
setzung über  Ä„  zufolge  einen  Modulus  kleiner  als 

A  (>„  +  i(6')  —  j^',,4-,,,4-i(s)), 

ein  Werth,  der  nach  den  Eigenschaften  der  Funktion  ifj^  (s) 
kleiner  ist  als  J.t^„  +  i(<j)  d.  i.  für  ein  hinreichend  grosses  n 
und  für  alle  s  >  (?  beliebig  klein.  Die  Reihe  S'  ist  also  auch 
dem  Abel'schen  Grundsatze  gemäss  für  alle  s  >  <5  stetig. 

Vergleichen  wir  nun  die  Summe  S,',  ihrer  ersten  n  Glieder 
mit  der  Summe  S„  der  ersten  n  Glieder  der  Reihe  S.  Mit 
Rücksicht  auf  Gleichung  (10),  aus  welcher 

A,i  —  A,t—i  =  an 

folgt,  findet  man  sogleich 
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d.  h. 

Sn  =  S'n-\-  An  ^n  +  \  iß)  , 

eine  Gleichung,  aus  welcher  bei  unendlich  wachsendem  n  mit 
Bezugnahme  auf  die  Voraussetzungen 

lim.  Sn  =  lim.  Sn 

erschlossen  wird.  Hiernach  ist  für  alle  s  >  «J  auch  die  Reihe  S 
gleichmässig  convergent  und  von  gleichem  Werthe  wie  die 
Reihe  S'  und  daher,  wie  diese,  eine  stetige  Funktion  von  s. 
5.  Wir  machen  von  diesem  allgemeinen  Satze  zuerst  eine 
Anwendung  auf  die  Reihen  von  der  mit  (8)  bezeichneten  Art: 


00 


(8)  «=2"  7 


a„ 

~ ) 

n  =  l 


welche  wir  nach  Dedekind's  Vorgange  Dirichlet'sche 
Reihen  nennen  wollen,  und  behaupten  den  Satz:  Eine  Di  rieh - 
let'scheReihe  ist  für  alle  positivenWerthe  von  s  gleich- 
mässig convergent  und  eine  stetige  Funktion  von  s, 
sobald  die  Summe 

An=     «1   +  «,   +  «3   H h  «« 

bei  unendlich  wachsendem  n  endlich  bleibt. 

Ist  nämlich  6  ein  beliebig  kleiner  positiver  Werth,  so 
erfüllt  die  Reihe  (8)  für  alle  s  "^  6  die  sämmtlichen  Voraus- 
setzungen, welche  dem  vorigen  allgemeinen  Satze  zu  Grunde 
liegen:  die  auf  An  bezügliche  Voraussetzung  ist  soeben  aus- 
gesprochen worden,  die  Funktion  t^„  (s)  aber  ist  hier  ^„  (s)  =  — 

und  demnach  ist  sie  für  alle  s  >  ö  reell  und  positiv,  nimmt 
mit  wachsendem  n  fortwährend  und  zwar,  da  c„  dann  unend- 
lich wachsen  soll,  unendlich  ab,  während  sie  zugleich  stetig 
abnimmt,  wenn  s  wächst.  Hieraus  erschliessen  wir  mittels 
des  allgemeinen  Satzes,  dass  die  Reihe  (8)  für  alle  s,  welche 
gleich  oder  grösser  sind,  als  der  beliebig  kleine  positive 
Werth  6,  d.  h.  für  alle  positiven  s  gleichmässig  convergent 
und  eine  stetige  Funktion  von  s  ist. 

Sei  nun  5  ein    bestimmter   positiver  Werth    und   s   eine 
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positive  Veränderliche,  welche  wir  werden  unendlich  abnehmen 
lassen.     Wir  bezeichnen  mit  S'  die  Reihe 

«  =  i     " 

mit  Sm,  S,a  die  Summe  der  m  ersten  Glieder  der  lleihen  S 
und  S' ,  mit  R,,,,  Um  die  Reste.    Alsdann  kann  man  schreiben: 

S  —  S'    _    ^  £  /  J 1_\    j_  ^m  —  ^m 

n=  1  ^71  n       ' 

Da  man  aber  dem  bereits  Bewiesenen  zufolge  vi  so  gross 
denken  kann,  dass  R,n  und  7?„'j  beide  kleiner  sind,  als  ein  be- 
liebig kleiner  Werth,  so  wird  sich  diese  Gleichung  einfacher 
folgeudermassen  darstellen  lassen: 

(u)        £^_^=2'''.4(f-7V=> 

und  wir  wollen  nun  sehen,  was  geschieht,  wenn  £  gegen  0 
convergirt.  Die  Reihe  hat  die  allgemeine  Gestalt  der  Reihe  (9), 
nur   dass  die  Veränderliche   s  heisst,   statt  s,   sie   ist  nämlich 

(X 

n  =  l 


wenn 


(12)  *.w=4(^-^,) 

gesetzt   wird.     Wir  zerlegen   diese   unendliche  Reihe   in  einen 
anfänglichen  Theil 

V 

(13)  ^^nM^) 

n  =  l 

und  den  übrigen  Theil,  der  sich  folge ndermassen  schreiben  lässt: 

CO 

(14)  ^  «,  +  ,■•  !/>,  +  ,(£). 
1  =  1 

Da  die  Summe  An  bei  unendlich  wachsendem  n  endlich 
bleibt,  gilt  dasselbe  auch  für  die  Summe 

An+y  —  Ay  =  rt,  +  i  +  a,4.2  +  ■  •  •  +  «,+„ 
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die  Funktion  ^.^..(f)  ist  jedenfalls  reell  und  positiv,  da  ferner 
aus  der  Formel 

sich 

findet,  welcher  Ausdruck  mit  Rücksicht  darauf,  dass 

1  +  f  <  «^ 

ist,  negativ  ist,  so  lange  x^  e'  d.  i.  s  log  x  >  1  ist,  so  wird 
Fix)  alsdann  bei  wachsendem  x  abnehmen,  uiid  somit  wird 
tlfv+i{s)  nach  seiner  Bedeutung  mit  wachsendem  Iudex  ab- 
nehmen, sobald  s  log  c,+,-  >  1  ist,  was  für  alle  i  geschieht, 
wenn  s  log  c,.  >  1  ist,  und  daher  durch  Wahl  eines  hinreichend 
grossen  v  sich  erreichen  lässt-,  auch  ist  ersichtlich,  dass 
■jpi-{-i(s)  mit  unendlich  wachsendem  Index  gegen  Null  convergirt. 
Zudem  ist  rpy^,-  (f)  offenbar  eine  stetige  Funktion  von  s, 

log  c ,,. 

welche  mit  unendlich  abnehmendem  e  dem  Grenzwerthe  ^^^ 

c*    • 
zustrebt;  und  da  aus  der  Formel  für  tnis)  sich  ''+* 

^n  («)  =  -A+s  (1   +  «  log  ^«  —  ^0  > 

also  mit  Rücksicht  auf  die  für  positive  s  geltende  Ungleichheit 

1  +  £  log  c„  <  e'^°^'n    d.  i.    <c* 

^,.'  (f)  sich  negativ  ergiebt,    ip,i  (s)   also  mit  wachsendem  s  ab- 
nimmt, so  dass  immer 


sein  wird,  so  sind,  wenn  unter  6  die  Null  verstanden  wird, 
sämmtliche  Voraussetzungen,  aus  denen  der  allgemeine  Satz 
vor.  Nr.  entsprang,  für  die  Reihe  (14)  erfüllt.  Man  darf  dem- 
nach schliessen,  dass  diese  Reihe  für  alle  £  >  0  eine  stetige 
Funktion  von  s  ist,  was  von  der  endlichen  Summe  (13)  ohne 
weiteres  ausgesagt  werden  darf.  Aus  diesem  Grunde  findet 
man  den  Grenzwerth  der  ganzen  Reihe  (11)  für  «  =  0,  indem 
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man  in  ihren  einzelnen  Gliedern  s  =  0  setzt,  und  findet  somit 

hm.  =^  a,.  •         -• 

Diese  Formel  lehrt,  dass  die  Reihe  (8),  als  eine 
Funktion  von  s  aufgefasst,  eine  endliche  Ableitung 
besitzt,  welche  gegeben  wird  durch  die  Reihe 

Und  diese  Ableitung  ist  wieder  für  alle -positiven  s 
eine  stetige  Funktion  von  s.  Denn  die  in  dieser  unend- 
lichen Reihe  auftretende  Funktion 

log  c^ 

^n   (S)  ==    -^- 

erfüllt,  wie  man  leicht  sieht,  für  alle  positive  Werthe  s  wieder 
die  sämmtlichen  Voraussetzungen  des  allgemeinen  Satzes*). 

6.  Als  ein  für  unsere  ferneren  Untersuchungen  besonders 
wichtiges  Beispiel  Dir ichlet 'scher  Reihen  wählen  wir  die  Reihe 

^  W/7'' 
welcher  wir  in  Formel  (22)  des  ersten  Abschnittes  bereits  be- 
gegnet sind.  Die  Summation  bezog  sich  dort  auf  alle  posi- 
tive ganze  Zahlen  n,  welche  prim  sind  zu  2i);  wird  jedoch 
die  Bedeutung  des  Ja cobi 'scheu  Symbols  in  der  dort  auch 
schon  angegebenen  Weise  erweitert,  dass  nämlich 


(^)  =  o 


sein  soll,  so  oft  n  keine  relative  Primzahl  zu  22)  ist,  so  kann 
die  Summe  auch  über  sämmtliche  positive  ganze  Zahlen  n 
ausgedehnt  gedacht  werden.     Da  sie  aber,  so  lange  s  >  1  ist, 

*)  Streng  genommen  ist  das  oben  Ausgesagte  durch  die  vorauf- 
gehenden Betrachtungen  nur  für  den  „vorwärts  genommenen  Ditferential- 
quotienten"  von  S  nachgewiesen;  aber  aus  seiner  Stetigkeit  in  Verbin- 
dung mit  der  Stetigkeit  von  S  selbst  folgt  aeine  Gleichheit  mit  dem 
„rückwärts  genommenen  Differentialquotienten",  also  seine  Identität  mit 
der  Ableitung  von  S.  (S.  Harnack,  Die  Elemente  der  Dift'erential- 
und  Integralrechnung  Nr.  100.) 
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unbedingt  couvergirt,  also  von  der  Aufeinanderfolge  der  Sum- 
manden unabhängig  ist,  dürfen  wir  sie  auch  nach  den  wach- 
senden Werthen  von  n  geordnet  denken,  also  folgender massen 
schreiben: 

a«)  im- 

n  =  l 

So  ist  sie  dann  eine  Dirichlet'sche  Reihe  von  derselben  Be- 
schaffenheit, wie  die  Reihe  S  voriger  Nr.;  in  der  That  genügt, 
um  dies  einzusehen,  die  Bemerkung,  dass,  wenn 


-(^) 


gesetzt  wird. 

An  =  rti    +   «2   +   ^^3   +   •  •  •   +   "« 

bei  unendlich  wachsendem  n  endlich  bleibt.  Das  ergiebt  sich 
aber    mittels    des   Satzes  in  Nr.  1,  nach  welchem  die  Summe 

ist,  wenn  sie  auf  alle  Glieder  eines  positiven  reducirten  Rest- 
systems (mod.  8  PK)  oder  auch  bei  der  erweiterten  Bedeutung 
des  Jacobi'schen  Symbols,  wenn  sie  über  je  SPB  auf- 
einanderfolgende positive  Zahlen  n  erstreckt  wird. 
Da  ausserdem 

(-)  =  (-) 

ist,  sobald  m  ^  n  (mod.  8  PB),  so  ist  offenbar,  wenn  wir  unter 
m  den  kleinsten  positiven  Rest  von  n  (mod.  SPB)  versteheu, 

^»  =  «1    +   «2   +  «3   +    •  •  •    +    "rn 

und  wird   daher  niemals   grösser  als   der  grösste  der  Werthe 

^l>    -^2j    •  •  •    ^8PR  —  l  • 

Indem  wir  also  die  Resultate  der  vorigen  Nr.  auf  die 
Reihe  (16)  zur  Anwendung  bringen,  erkennen  wir,  dass  diese 
Reihe  für  alle  positiven  Werthe  von  s  eine  stetige 
Funktion  von  s  ist.  Lassen  wir  daher  s  z.  B.  gegen  1, 
oder,  indem  wir  s  =  1  -j-  ^  setzen,  das  positive  q  gegen  0 
convergiren,  so  wird  der  zugehörige  Grenzwerth  der  Reihe  er- 
halten, wenn  man  in  ihren  einzelnen  Gliedern  q  =  0  setzt, 
und  somit  findet  sich  die  wichtige  Gleichung: 
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('  =  "  ^  n  =  l 

Mau  bemerke,  dass  links  die  Reihenfolge  der  Glieder  ganz 
willkürlicli  ist,  da  die  dort  stehende  Reihe  unbedingt  conver- 
girt,  dass  aber  rechts  die  für  die  Summation  angegebene 
natürliche  Reihenfolge  der  Zahlen  n  durchaus  erforderlich 
ist;  die  rechts  stehende  Reihe  gehört  in  der  That  zu  den  nur 
bedingt  convergenteu,  und  nur  der  Werth,  welcher  der  natür- 
lichen Reihenfolge  entspricht,  giebt  den  Grenzwerth,  um 
den  es  sich  handelt. 

Wir  fügen  eine  weitere  Anwendung  des  allgemeinen  Satzes 
der  vorigen  Nr.  hier  au,  indem  wir  zwei  Reihen  von  der 
Form  (8)  betrachten,  von  denen  wir  annehmen  wollen,  dass 
sie  für  alle  s,  welche  gleich  oder  grösser  sind  als  ein  gegebener 
positiver  Werth  J,  convergeut  und  einander  gleich  seien,  in 
Zeichen: 

(19)  2^-2^' 

wo  auch  die  Grössen  c,i  positive  mit  dem  Index  n  unendlich 
wachsende  Werthe  sein  sollen.  Es  wird  behauptet,  aus 
der  angenommenen  Gleichheit  (19)  folge  die  völlige 
Identität  beider  Reihen,  d.  h.  für  jedes  n  sei 

Cji  Cji  ,       U,i  ein  • 

Bei  dem  Beweise  dürfen  wir  offenbar  voraussetzen,  dass 
Cj  <  Ol  sei,  und  die  angenommene  Gleichheit  auch  folgender- 
massen  schreiben: 


oder  auch  so: 

CO 

(20)  2 


2«-(^j-2<m 


wo  s'  -j-  6   für  s  gesetzt  ist.    Nun  ist  nach  der  Voraussetzmig 
jede  der  beiden  Reihen 


V,,  JhY    ...1      V 


«"•(ty  ^"^  ^""(^y 
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convergeiit  und  demnach  l)leibt  für  jede  von  ihnen  die  Summe 
der  ersten  n  Glieder  endlich.  Somit  erweisen  sich  jene  beiden 
gleichen  lleiheu(^20)  als  zwei  Dirichlet'sche  Reihen  genau  von 
der  Art,  wie  sie  in  voriger  Nr.  mit  S  bezeichnet  worden  sind, 
lind  sind  folglich  für  alle  Werthe  s'  >  0  stetige  Funktionen 
von  s'.  Mau  erhält  daher  ihren  Grenzwerth  für  einen  beliebig 
grossen  Werth  von  s',  indem  man  in  ihren  einzehien  Gliedern 
s'  diesen  Werth  annehmen  lässt,  wodurch  aber,  wenn  s'  un- 
endlich gross  gewählt  wird,  die  Reihe  links  sich  auf  ihr  An- 
fangsglied «1,  die  Reihe  zur  Rechten  auf  den  Werth  «/  oder 
Null  reducirt,  je  nachdem  c/  gleich  oder  grösser  als  q  ist. 
Die  Gleichheit  beider  Reihen  erfordert  also  c/  =  c^  zugleich 
mit  ö/  =  a^.  Hiernach  kann  man  in  den  vorausgesetzt  glei- 
chen Reihen  (19)  beiderseits  die  ersten  Glieder  weglassen,  er- 
hält auf  solche  Weise  eine  ähnliche  Gleichung,  auf  welche 
nun  wieder  genau  dieselben  Schlüsse  anwendbar  sind,  sodass 
sich  auch   Cg'  =  Cg ,    o.,'  =  o^    ergiebt,   u.  s.  f. 

7.  An  die  Dirichlet'schen  Reihen  knüpft  sich  ein  höchst 
merkwürdiger  Satz,  den  Dirichlet  gefunden  und  bewiesen  hat 
und  welcher  eine  der  wesentlichsten  Grundlagen  seiner  zahlen- 
theoretischen Untersuchungen  geworden  ist.  Dedekind  hat 
gezeigt,  wie  derselbe  mit  den  mitgetheilten  Sätzen  über  Di- 
richlet'sche Reihen  in  unmittelbare  Beziehung  gesetzt  werden 
kann,  indem  er  eine  Anzahl  von  allgemeinen  Sätzen  entwickelt 
hat,  aus  denen  sie  alle  entspringen*).  Wir  wollen  den  Dirich- 
let'schen Satz  zunächst  aus  diesen  Betrachtungen  von  Dede- 
kind entwickeln,  indem  wir  sie  jedoch  nur  insoweit  benutzen, 
als  dieser  Zweck  es  erheischt. 

Sei  also 

(21)  s=i;^ 

.=1  ^( 

eine  Dirichlet'sche  Reihe,  q  eine  positive  Veränderliche. 
Unter  3I„  verstehen  wir  den  Ausdruck 

(22)  M„  =  a^Ci  -f  «2^2  + h  «nC„ , 


*)  Dedekind,  Vorlesungen  über  Zahlentheorie    von    Dirichlet, 
3.  Auflage,  S.  381. 
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während  A„  nacli  wie  vor  die  Summe  bedeutet 

(23)  A„  =  «1  +  '\.  +  •  ■  •  +  ein , 
woraus  sogleich 

(24)  a„  =  An—A„-i, 
sowie 

(25)  a.^^^-JI^ 

n 

folgt.    Vermöge    der    letztern    Gleichheit    zieht    man    aus    der 
Formel  (23)  die  folgende: 

Nun  ist  aber 


1^ 1 rdx  _  j^  T  ^  ^/  - 


wenn  unter  hf  ein  Werth  zwischen  c,-  und  c,_j_i  verstanden 
wird.     Hiemach  nimmt   der  vorige  Ausdruck  die  Gestalt  an: 

(20)   A-  —  =  /log  y  4-  7,  -  log  -/  +  •••  +  j, log  ^— 

und  gestattet,  folgende  Behauptung  zu  beweisen:  Wenn  für 
die  Dirichlet'sche  Reihe  (21)   die  Ausdrücke 

M.  M. 

—     und 

bei  unendlich  wachsendem  Index  i  gegen  eine  ge- 
meinsame (von  Null  verschiedene)  Grenze  co  conver- 
giren,   so   couvergirt   auch  der  Quotient 


log  c. 

gegen  dieselbe  Grenze. 

c 
Aus    der  Voraussetzung    ergiebt    sich    zuerst,    dass    — '— 

gegen  die  Einheit,  und  dass  auch  der  Ausdruck      '  gegen   die 

gemeinsame   Grenze   oj   convergiren    muss.     Zerlegt    man    nun 
die  rechte  Seite  der  Gleichung  (26)  in  zwei  Theile: 
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und 


SO  wird  mau,  mit  Rücksicht  darauf,  dass  die  Logarithmeu 
sämmtlicli  positive  Werthe  haben,  diese  beiden  Theile  ein- 
facher folgeudermasseu  darstellen  können: 

9JJ  •  (log  C,n  —  log  q)  ,  W-  (log  Cn    —   log  C,n)  , 

indem    man    unter  d)l    einen    Mittelwerth    der    Grössen    -r^ , 

■r-^  •  •  •  -r-^ —    und  unter   9JJ'    einen  Mittelwerth    der  Grössen 

M^      ,      M^_^ 

T—  bis   -, versteht.     Lässt    man    sodann   n  und    zugleich 

auch  m  unendlich  wachsen,  so  werden  die  letztern  dem  Grenz- 
werthe  co  uuendlich  sich  annähern,  also  lim.  2Jr  ==  co  sein, 
während  die  erstem  und  folglich  auch  9JJ  zwischen  endlichen 
Grenzen    verbleiben.       Richtet    man    aber    das     gleichzeitige 

log  c,,j 
Wachsen  von  m   und  n   so   ein,   dass   dabei    ,         "    unendlich 

abnimmt,  so  wird  die  Formel  (26),  nachdem  sie  durch  log  c„ 
dividirt  worden,  bei  solchem  Grenzübergange  die  Gleichung 
ergeben: 

(27)  lim.  ,--'--  =  «  . 

V      /  log  c,^ 

Nachdem  dies  festgestellt  ist,  bezeichnen  wir  nun  mit  Sn 
die  Summe  der  ersten  n  Glieder  der  Reihe  (21)  und  gewinnen 
für  sie  mittels  der  Beziehung  (24)  folgende  Gleichung: 

Nun  kann  man  aber  setzen 


/^    log^_  /l    __1_X 


wenn  wieder   unter   //,-  ein  Werth    zwischen  c,-  und  c,+i   ver- 
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standen  wird.  Mit  Hilfe  dieser  Formel  lässt  sicli  die  vorige 
Gleichung  so  darstellen: 

(28)    S._^^  =  jj^yp-^^+...  +  j5-^-,--J,-r+7- 

Hier  zerlegen  wir  wieder  die  Summe  zur  Rechten  in  zwei 
Theile,  indem  wir  die  ersten  m  —  1  Glieder  derselben  zusammen- 
fassen und  die  übrigen  Glieder  desgleichen.  Verstehen  wir  so- 
dann unter  9K  einen  Mittelwerth  der  Grössen 

-4i  Ä.^  A;<  — 1 


log/tj'     log /lg'  log/i,„_i 

,     .  .  A,^       ,        A 

und  unter  SJl   einen  Mittelwerth  der  Grössen  r — ^—  bis 


n— 1 


log  \^         log  \_^ 
so   werden    wir    die    genannten    beiden  Theile    mit  Rücksicht 
darauf*),  dass  die  Integrale  wesentlich  positive  Werthe  haben, 
einfacher  folgendermassen  ausdrücken  können: 

'■m  ''II 

(29)  m-fQ'-^^      und      W-Jq"^^- 

A; 

Dem   bereits    Bewiesenen    zufolge    nähert    sich    , — -     bei 

»  log  c. 

unendlich  wachsendem  Index  der  Grenze  a ,  Gleiches  gilt  aber 

c-  ,  , 

auch,    da  ,    wie    bemerkt    ist,    gegen    1    convergirt,    von 

A.  .  A. 

-, und  folglich  auch  von  ,      ,  •     Verstehen  wir  demnach 

logc._|.i  °  log  /(. 

bei  der  obigen  Zerlegung  unter  tu  einen  festen  aber  hinreichend 
grossen,  nämlich  so  grossen  Werth,  dass  der  Ausdruck 

1  +  g  log  <^m 

der  mit  unendlich  wachsendem  m  gegen  Null   convergirt,   be- 
liebig   klein    wird    und    dass    zugleich    für    jedes    i  >  m    sich 


*)  Man  darf  beim  Beweise  c^^l   denken,   indem  man  andernfalLs 
S  ^"'^ 

—   statt  S  betrachtet,  wo   kc^  \  1 . 

Tachmalin,  Analytische  Zahleuthcorie.  5 
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um  weniger    als   d    von   o    imterscheidet,    so    liegt    der 


log  // 

zweite  der  Theile  (29)  zwischen 

/  i\     Cq  log  xdx  -,      /■       I     jt\      /*9  log  ^'<^-^ 

(«  -  '^) ;/    J+c      ^^^   (^^  +  '^^  -j  ^i+7~ 

und  wird,  wenn  n  unendlich  gross  wird,  zwischen  den  Grenzen 

/  i\     /'P  log  xdx  ,      .       I     i\     /*9  log  xdx 

{CO  -  d)  J  -^,-      und     {CO  +  d)  J  — j^p^ 

d.  i.  zwischen 

1+0  log  c^ 

{co±d)       ^'^     ^   - 


,  *^    in 

enthalten,  also  beliebig  klein  sein.  Mit  andern  Worten:  die 
rechte  Seite  der  Gleichung  (28)  geht  bei  unendlich  wachsen- 
dem n  in  eine  convergente  Reihe  über.     Da  nun   zugleich 

auf  der  linken  Seite 

Ä„  A„      log  c„ 


so  lauge  Q  ein,  wenn  auch  noch  so  kleiner,  doch  positiver 
Werth  ist,  mit  w  =  oo  unendlich  klein  wird,  ergiebt  sich  für 
lim.  Sn  oder  für  dieDirichlet'scheReihe(21)  der  endliche  Werth 

n  =  oo 

r^fW      Q  _     ^1       /'p  log  xdx  _.       A^       /'q  log  xdx    . 
^^^)     '^  -  log  hj       ^r  +  ,       -^loglij       ^i  +  ?       +••■• 

M.                31. 
unter    der    über    die    Ausdrücke    —   und    ge- 

machten  Annahme  ist  also  die  Dirichlet'sche  Reihe  (21) 
für  jedes  noch  so  kleine  positive   q  convergent. 

Das    Produkt    qS    aber    convergirt,    während    die 
positive     Grösse    q    unendlich     abnimmt,    gegen    die 
Grenze  w: 
(31)  lim.  qS  =  CO  . 

p  =  0 

Zum  Beweise  multipliciren  wir  die  Gleichung  (30)  mit  q 
und  schreiben  sie  dann,  indem  wir  wie  bei  (29)  einen  anfäng- 
lichen Theil  und  den  übrigen  unterscheiden,  folgendermassen: 
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oder  auch  so: 

WO    dann    W   einen    Mittelwerth    aus    den    unendlich    vielen 
Werthen 

■^m  -^m  +  l  •^m  +  2 


bedeutet,  der  sich  wieder,  wenn  m  hinreichend  gross  gedacht 
wird,  von  dem  Grenzwerthe  co  dieser  Grössen  nur  um  beliebig 
wenig  unterscheiden  und  wenn  wir  hier  m  als  veränderlich 
ansehen  und  unendlich  wachsen  lassen,  diesem  Grenzwerthe 
unendlich  annähern  wird.  Wir  wollen  aber,  während  m  un- 
endlich wächst,  gleichzeitig  q  unendlich  abnehmen  lassen, 
doch  so,  dass  4.=  eF  °^''"'  gegen  1  d.  i.  (>  log  Cm  gegen  0  con- 
versirt.     Hierbei  nähert  sich  dann 


OD 

/Q  log  xdx 


1  +  9  log  c„ 


ebenso  wie 


Cq  log  xdx        l+plogc, 
Q  '  — 


Cq  log  xd 


< 


bei  miendlich  abnehmendem  q  der  Grenze  1 ,  während  9)Z 
zwischen  endlichen  Grenzen  verbleibt.  Alles  in  allem  giebt 
auf  solche  Weise  die  Formel  (32)  beim  Uebergange  zur 
Grenze   q  =  0   das  behauptete  Resultat: 

lim.  qS  =  CS  . 

8.  Nunmehr  können  wir  ohne  Mühe  den  Dirichlet'schen 
Satz  beweisen.  Er  lautet  so,  wie  ihn  Dirichlet  zuletzt 
ausgesprochen  hat*),  folgendermassen:   Sind 


*)    S.    Dirichlet,     sur    un    theorome    relatif  aux    series,    Crelle's 
Journal  Bd.  53. 

5* 
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(33)  l\ ,     l:> ,     T^i,     •  .  •     7r„ ,  .  . . 

positive,  mit  Avacliseudem  n  über  jede  Grenze  hinaus 
wachsende  und  der  Grösse  nach  geordnete  Con- 
stanten, sodass  allgemein  Ä„<Z-„-|-i  ist,  von  der  Be- 
schaffenheit, dass,  wenn  t  eine  stetig  und  über 
alle  Grenzen  wachsende  positive  Veränderliche  und 
T  die  Anzahl  der  Constanten  bedeutet,  welche   nicht 

T 
grösser     als    t    sind,    das    Verhältniss    -—    gegen    eine 

Grenze  w  >  0  convergirt,  so  ist  die  unendliche  Reihe 

n  =  l  N 

für  jedes  positive  q  convergent  und  qS  nähert  sich  bei 
unendlich  abnehmendem  q  gleichfalls  der  Grenze  a. 
Wir  bemerken  zuvörderst,  dass  Dirichlet  seinen  Satz  ur- 
sprünglich*) in  einer  etwas  anderen  und  weniger  allgemeinen 
Fassung  ausgesprochen   hat;   statt  nämlich  die  Voraussetzung 

T 
so   zu  fassen,   wie  geschehen   ist,    dass  —  mit  unendlich  ab- 
nehmendem t  gegen  eine   Grenze   co   convergire,  formulirte   er 
sie  dahin,  dass  man  setzen  dürfe 

wo  y  ein  positiver  Werth  <  1  und  t/;  (t)  eine  Funktion  sei, 
welche  kleiner  bleibe  als  ein  endlicher  Werth  C.  Man  sieht, 
dass  diese  Voraussetzung  unter  der  vorigen  mitbegriffen  ist, 
aber  diese  ist  umfassender  und  würde  z.  B.  auch  zutreffen, 
wenn  in  der  obigen  Formel  log  t  statt  il^Q)  gesetzt  würde. 

Um  nun  den  Satz  zu  beweisen,  bemerken  wir  weiter, 
dass  sich  in  der  Reihe  (33)  stets  nur  eine  endliche  Anzahl 
gleicher  Werthe  befinden  kann.  Denn,  wären  unendlich  viel 
der  Constanten  von  gleichem  Werthe,  so  würde,  wenn  t  dem 
letztern    gleich    gewählt    wird,    T  unendlich    gross    und    das 

2'  . 

Verhältniss  --  von  diesem  Augenblicke  an  unendlich  sein  und 

bleiben,  während   es   sich   doch  einem  Grenzwerthe  annähern 


*)  S.  Dirichlet,  recherches  sur  diverses  applications  de  l'analyse 
infinitesimale  ä  la  theorie  des  nombres,   Crelle's  Journal,  Bd.  19  u.  21. 
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soll.  Tliernach  werden  wir  also,  wenn  wir  die  Reihe  (33) 
von  Aulaiig  an  durchgehen,  zunächst  eine  Anzahl  in^  von 
Grössen  finden,  welche  gleichen  Werth  c^  haben: 

Aj  =  A 2  —  •  •  ■  =^^  A m^  ^=  Ci , 

dann  m.^  Grössen  von  dem  gemeinsamen  Werthe  c.^  >  Cj  : 

darauf  m^  Grössen  vom  gemeinsamen  Werthe  Cg  >  Cg : 

u.  s.  £5  sodass  die  Reihe  (34)  sich  folgendermassen  schreiben 
lässt: 

oder  auch,  wenn  man 

111. 
(35)  —  =  tti 

setzt,  als  eine  Dirichlet'sche  Reihe: 

CO 

i  =  l      ^i 

für  welche  der  oben  mit   J/j  bezeichnete  Ausdruck 

il/;-  =  «iCi  +  a^c^  +  •  •  •  +  aiCi 
identisch  ist  mit 

Mi  =  nii  +  *»2  +  •  •  •  +  *'^/  • 
Lässt  man  aber  t  von  0  an  wachsen  bis  gegen  q,  so  ist  T 
constant  gleich  0,  wird  gleich  ?/?j ,  wenn  t  den  Werth  q  er- 
reicht, und  behält  diesen  Werth,  während  t  gegen  Cg  hin 
wächst;  von  t  =  c.^  an  ist  T=Wi  +  »?27  s*^  lauge  ^  den 
Werth  C3  noch  nicht  erreicht  hat;  von  t  =  c^  an  wird 
l'  =  7W^  -[-  w?2  +  w*3    und    behält    diesen  Werth,    so    lange    t 

noch  nicht  den  Werth    c^  erreicht  hat,    u.  s.  w.     Demgemäss 

T 
wird  allgemein  der  Quotient    .  ,    während  t  von  c,   an    gegen 

t',4-1  hin  wächst,  vom  Werthe 

TT""  ^; 

an  abnehmend  gegen 
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Jf,.         »n,  +  m,  +  •  •  •  +  »»,. 

convergireu,  uud,  indem  t  durch  den  Wertli  c,-|.i  liindurehgeht, 
xin stetig  zum  Werthe 

J^.+i  _  w'i  +  »'2  -\ \r  ntj  +  W/+1- 

überspringen.    Soll  also  mit  unendlich  wachsendem  t  das  Ver- 
hältniss  —   gegen   oj   convergiren,    so   müssen  auch  alle   diese 

Ausdrücke   derselben  Grenze  näher  und   näher  kommen,    mit 

andern  Worten: 

Jf .  M. 

_L        und       -^ 

müssen  mit  unendlich  wachsendem  Index  i  gegen  co  convergiren. 
Dem  vorigen  Satze  zufolge  convergirt  aber  dann  die  Reihe  S 

für  jedes  positive  q  und  lim.  qS  ist  co,  was  zu  beweisen  war. 

0=0 

Hervorzuheben  ist  seiner  späteren  Verwendung  wegen  ein 
Specialfall  des  allgemeinen  Dirichlet'schen  Satzes, 
der  sich  so  ausspricht: 

Sind  a,  h  zwei  positive  Werthe,  so  convergirt  die 
Reihe 

für  jedes  positive  q  und  lim.  9 5"  ist  —     Denn  in  diesem 
Falle  bilden  die  Grössen        '"'" 

1) ,       a-\-hy       2a -^h,       3«  +  ^,... 

die  Reihe  (33);  die  stetig  wachsende  Grösse  t  kann  man  durch 

t  =^  na  -\-  h  -\-  Qa 

darstellen,  indem  man  n  die   Reihe   der  ganzen  Zahlen,   und 
für  jeden  Werth  von  n  die  Grösse  &  das  Intervall  von  0  bis  1 

T 
durchlaufen  lässt.     Der  Quotient  —  liegt  dann  für  jedes  be- 
stimmte n  zwischen   — ^— ,-    und   -. — r^ — v—l,    welche  beide 
na  -\-  h  {n  -\-  l)a  -\-  0^ 

mit    unendlich    wachsendem   n    gegen  —    convergiren,    sodass 
auch   lim.  -—  =  —    ist. 
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9.  Auf  diesen  Specialfall  des  allgemeinen  Satzes  hat 
Dirichlet  seinen  Beweis  des  letztern  begründet;  ursprünglich 
verwendete  er  dabei  die  F- Funktionen,  sein  späterer,  sehr  ein- 
facher Beweis  aber*)  ist  von  ihnen  unabhängig.  Bei  der 
grossen  Wichtigkeit  des  Dirichlet'schen  Satzes  für  die 
zahlentheoretischen  Probleme,  welche  im  Folgenden  behandelt 
werden  sollen,  wollen  wir  der  vorher  gegebenen  Her- 
leitung desselben  noch  diesen  Dirichlet'schen  Beweis 
hier  anfügen,  was  mit  wenig  Worten  geschehen  kann. 

T 
Es  ist  gezeigt  worden,    wie  aus   der  Annahme,    dass  — 

mit  unendlich  wachsendem  t  gegen  cj  convergirt.  Gleiches  sich 

auch  ergiebt  für  die  Verhältnisse  —  und  oder,  was  das- 

^,-  c,+i 

M^_^  M. 

selbe    ist,    für   die  Verhältnisse  ■    und   —    bei    imeudlich 

wachsendem  Index  i.  Sei  nun  Z:,,  eine  derjenigen  Constanten 
der  Reihe  (33),  welche  den  gemeinsamen  W^erth  d  haben;  ist 
es  die  letzte  von  ihnen,  so  ist 

n  =  m^  -\-  m.^  +  •  •  ■  +  Wi 
und  folglich 

K         <^i  ' 

ist  es  nicht  die  letzte,  so  ist  n  zwischen  ili;_i  und  ÜL/j  ent- 
halten, also 

-j-     zwischen     und     — ,  _ 

K  c.  c.  '  f 

und  folglich  nähert  sich  auf  alle  Fälle  auch    ,     bei  unendlich 

n 

wachsendem  n  der  Grenze  «,  sodass  man  für  alle  n,  welche 
gleich  oder  grösser  sind   als   eine  hinreichend   grosse   Zahl  v 

CO  —  d  <  ,     <  03  -{-  ö 

setzen  kann,  wo  d  beliebig  klein  ist.  Hieraus  ergiebt  sich 
allgemeiner 

*)  In  der  obengenannten  Abhandlung    in  Crelle's  Journal,  Bd.  53. 
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(37)  («  -  «).+.  .^  -ip;,  <2'  ^.  <  (0,  +  «)■+« .  J-  ^, . 
Diese  Uiigleichlieiten  zeigen  zimilchst,  dass 

für  jedeu  positiven  Wertli  von  q  zugleich  mit  der  Reihe 
^  —rjr    convergirt.  —   Die  Summe 

^^  n  ^'^ 

ist  aber  offenbar  nur  der  besondere  Fall  der  Reihe  (36),  wel- 
cher den  Werthen  a  ==  l ,  h  ==  v  entspricht.  Wenn  man  also 
jetzt,  wieDirichlet  es  thut,  den  Specialfall  des  allgemeinen 
Satzes  beweist,  so  geht  aus  ihm  der  Beweis  dieses  letztern 
unmittelbar  mittels  der  Ungleichheiten  (37)  hervor.  Wir 
ziehen  hier  vor,  die  Methode  Dirichlet's  direkt  auf  die  Summe 

(38)  anzuwenden  und  so  den  Specialfall  zugleich  mit  dem 
allgemeinen  zu  begründen. 

Das  Integral 

CO 

dx  1 


/ 


.1  +  o  n 


können  wir  auch  als  unendliche  Reihe  schreiben: 

Da  aber  —rrr  "^on  der  untern  zur  obern  Grenze  hin  abnimmt, 
so  ist  das  Integral  unter  dem  Summenzeichen  kleiner  als 
imd  man  findet   daher  sogleich  die  erste  Ungleichheit: 


i  +  'j 


n 

00 

(39a)  ^<^-^/' 

das  Integral  unter   dem  Summenzeichen  ist  aber  andererseits 

grösser  als    t-j—   und  demnach  findet  sich  zweitens: 
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>-'      if^.  in  +  1/  +  '^' 


d.  i. 


Hieraus  eutstebeu  die  beiden  Uugleielilieiteu : 

aus  deueu,  wenu  q  imendlich  klein  wird,  sich 

ergiebt.  Gebt  man  folglich  auch  in  den  Ungleichheiten  (37) 
zur  Grenze  p  =  0  über,  so  findet  sich  aus  ihnen  mittels  dieses 
Resultates  offenbar,  dass  der  Ausdruck 


K 

y  n 

für  jedes  hinreichend  kleine  q  zwischen  den  Grenzen 

CO  —  e       und       co  -\-  s 

enthalten  sein  wird,  wo  e,  wie  vorher  Ö,  einen  beliebig  kleinen 
Werth  bedeutet;  und  da  ersichtlicherweise 

V— 1 

mit   unendlich  abnehmendem   q   unendlich    klein  wird,    erhält 
man,  wie  zu  beweisen  war, 

00 

lim.  C^ttk,  =  "• 
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Der  Satz  von  der  aritlimetisclien  Progression. 

1.  In  diesem  Abschnitte  werden  wir  den  schon  ausge- 
sprochenen Satz  von  der  arithmetischen  Progression  nach 
Dirichlet's  Vorgange  beweisen.  Er  gehört  zu  den  vielen 
zahlentheoretischen  Sätzen,  welche  zwar  leicht  durch  eine  fort- 
gesetzte Induction  sich  auffinden  liessen,  deren  Beweis  aber 
nur  einer  tiefen  Ergründung  aus  allgemeineren  Principien  ge- 
laug und  so  zur  Quelle  neuer  wichtiger  Entdeckungen  ward. 
Theilt  man  in  der  That  die  auf  einander  folgenden  Primzahlen 
durch  einen  gegebenen  Divisor  31,  so  wird  man  finden,  dass 
—  abgesehen  von  der  endlichen  Menge  der  Primzahlen,  aus 
welchen  31  besteht  —  unter  den  Resten  derselben  jeder  zu 
31  prime  Rest  N  (mod.  31)  fort  und  fort  sich  wieder  ein- 
stellen wird,  ja  sogar,  dass  das  Verhältniss  der  Zahlen,  welche 
für  irgend  zwei  solche  Reste  augeben,  wie  oft  sie  bis  zu  einer 
gewissen  Primzahl  hin  erschienen  sind,  bei  stets  weiterem 
Fortgange  in  der  Reihe  der  letzteren  die  Einheit  zur  Grenze 
hat;  mit  andern  Worten:  es  stellt  sich  das  Gesetz  heraus, 
dass  eine  arithmetische  Progression  3Ix  -\-  N,  in  welcher 
31,  N  ohne  gemeinsamen  Theiler  sind,  unendlich  viele  Prim- 
zahlen enthält,  sowie,  dass  die  Primzahlen  auf  die  verschiedenen 
arithmetischen  Progressionen  dieser  Art  sich  annähernd  gleich 
vertheilen. 

Indem  wir  von  dem  zweiten  Theile  dieses  Inductions- 
gesetzes  hier  absehen  wollen,  setzen  wir  nuumehr  die  Methode 
auseinander,  durch  welche  Dirichlet  die  Richtigkeit  des  ersten 
Theils  desselben  strenge  bewiesen  hat.  Es  genügt,  wie  leicht 
zu  sehen,  den  Fall  eines  ungeraden  N  zu  betrachten  und  den 


Der  Satz  von  der  arithmetischen  Progression.  75 

behaupteten  Satz  für  die  arithmetisclie  Progression  8  Mx  -f-  N 
zu  beweisen,  in  welcher  Sil/  und  N  (also  auch  31  und  iV) 
relativ  prim  sind,  denn,  wenn  diese  Progression  für  alle  Werthe 
x  =  y^,  tjo,  tJä,  ■•  •  Primzahlen  darstellt,  so  stellt  die  Progression 
3Ix -\- N  dieselben  Primzahlen  dar,  wenn  man  x  =  Sy^, 
8?/.2,  8?/3,  .  .  .  wählt.  Der  grösseren  Einfachheit  wegen  be- 
schränken wir  uns  also  auf  solche  Progressionen,  bei  denen 
die  sogenannte  „Differenz"  durch  8  theilbar  ist.  Nennen  wir 
diese  Progression  wieder  einfach 

(1)  3Ix  +  N, 

so  wird  31,  in  Primzahlpotenzen  zerlegt,  die  Form  haben: 

(2)  31=2'  •  2)1'  i^o"-  Pl'  •  '  • , 

worin  c  >  3  ist,  und  jt  mag  die  Anzahl  der  verschiedenen  un- 
geraden  Primfaktoren  p^,  j;^,  p^,  .  ■  .    bedeuten. 

Der  Weg,  welchen  Dirichlet  einschlug,  um  den  genannten 
Satz  zu  beweisen,  war  schon  von  Euler  betreten  worden, 
indem  dieser  aus  seiner  Formel  (20)  S.  11  auf  die  Existenz 
von  unendlich  vielen  Primzahlen  schloss.  Lässt  man  nämlich 
in  dieser  für  jedes  s  >  1  bestehenden  Gleichung  6-  gegen  1 
convergiren,  so  würde  das  Produkt,  falls  die  Anzahl  aller 
Primzahlen  nur  eine  endliche  wäre,  nothwendig  endlich  ver- 
bleiben, während  doch  die  Summe  auf  der  rechten  Seite  der 
Gleichung  dann  über  jeden  Werth  hinaus  wächst. 

2.  Indem  wir  nun  diesen  Weg  weiter  verfolgen  wollen, 
schicken  wir  zunächst  eine  Betrachtung  voraus,  welche  dabei 
vonnöthen  und  später  in  ähnlicher  Weise  zu  wiederholen  ist. 
Aus  den  Elementen  der  Zahlentheorie  ist  bekannt*),  dass, 
wenn  g^g-^,  .  .  .  primitive  Wurzeln  für  die  Moduln  p^^jp^'',  ... 
bedeuten  und  man  setzt 

y  =  ^^{2')  =  2'-\ 

für  jede  zu  31  relativ  prime  Zahl  n  folgende  Cougruenzen 
stattfinden  werden: 

(3)  nEE(— 1)" 5^ (mod. 2''),  n^g\^(mo^.iy[>),  «^^^»(mod.^^»)--- 


*)  S.  z.  B.  meine  Elemente  der  Zahlentheorie  S.  100— 102. 
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worin   i\ ,  v., ,  •  .  •  je  eine  bestimmte  Zahl  der  Reihen 

0,  1,  2,...  m,-l;      L\  1,  2,...  m,-l;  ... 

a  eine  bestimmte  der  beiden  Zahlen  0,  1  und  A  eine  bestimmte 
Zahl  der  Reihe  0,  1,  2,  ...  >*  —  1  bezeichnen.  Diese  Zahlen 
a,  l,  v^,^>.>,  ...   heissen  die  Indices  der  Zahl  n. 

Bezeichnen  nun  ferner  6,  rj,  c?j,  cj.,,  ...  irgendwelche 
Wurzeln  der  Gleichungen 

(4)  Q''=l,      r;''=l,      «p=l,      cof^=^l,---, 

so  wollen  wir 

(5)  X  (n)  =  6"  tf  cö'j^i  »2^  •  .  • 

setzen  und  einen  Charakter  der  Zahl  n  nennen.  Solcher 
Charaktere  giebt  es  demnach  für  jede  Zahl  so  viel,  als  es  ver- 
schiedene Combinationen  der  möglichen  Wurzeln  giebt,  nämlich 

(6)  2ym^^.,---  =  <p(M). 

Welche  Combination  Q,  rj,  cj^,  a.,,  .  .  .  wir  aber  auch  be- 
trachten, stets  ist  für  jedes  Paar  zu  M  relativ  primer  Zahlen 
II,  n'  die  Gleichung 

(7)  x(n)  '  i{n')  =  xinn') 

erfüllt.  Denn  sind  «',  A',  v[,  V2,  ...  die  Indices  von  n,  so 
ist  einerseits 

andererseits  sind 

cc-\-  a,      A  +  A',     vi  -^  Vi,     V2  -\-  v^,  ■  •  • 

den  Indices  von  nn  nach  den  Moduln  2,  y,  W^,  a.,,  .  .  .  resp. 
congruent  und  demnach 

x(nn')  =  0«+"'.  7f+^'  ■  öji+''i'.co^2+''2'  .... 

Sind  dagegen  9,  rj,  (öj,  0)2,  •..  und  9',  rj',  wi,  «2,  ••• 
zwei  Wurzelcombinationen,  die  auch  identisch  sein  köimen, 
so  entsteht  daraus  stets  eine  ganz  bestimmte  dritte  nach  den 
Gleichungen: 

90'  =  0",     rjrj'  =  r]",     cj^wi  =  al',     (O.^co2  =  (^2,  •  '  ' 

d.  h.  zwei  Charaktere  %(«),  X  (ji)  setzen  sich  stets  nach  der 
Formel 
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(8)  ;c(«)-z'(«)  =  x"(«); 

welche  dann  für  jede  zu  ]\[  prime  Zahl  n  gilt,  zu  einem 
dritten  Charakter  zusammen.  Wir  wollen  denjenigen  Charakter, 
welcher  den  Wurzeln 

6=1,         );  =  1  ,         M,  =  1  ,         CO.j  =  1 ,   ■  •  • 

entspricht,  den  Hauptcharakter  nennen;  er  hat  offenbar 
für  jede  der  Zahlen  n  den  Werth  1.  Setzen  sich  zwei  Cha- 
raktere zum  Hauptcharakter  zusammen,  so  sollen  sie  ent- 
gegengesetzte Charaktere  heissen.  Soll  ein  Charakter  ambige 
d.  i.  sich  selbst  entgegengesetzt  sein,  so  muss  für  jede 
der  Zahlen  ii  d.  i.  für  jedes  der  zulässigen  Werthsysteme 
a,  X,  Vi,  v.^,  ... 

e-«-  rf'-  ö2>.  co2'-^  ...  =  1 

sein,  woraus,  indem  man  successive  jede  der  Zahlen  a,  A,  Vj,  Vg, ... 
gleich  1,  die  übrigen  gleich  0  wählt,  sofort  sich  ergiebt,  dass 
die  sämmtlichen  ambigen  Charaktere,  einschliesslich  des  Hauj)t- 
charakters,  erhalten  werden,  indem  man 

0  =  +   l,       ri  =  ±l,       C3,  =  ±l,       C5^  =  +l,... 

wählt.  Da  die  sämmtlichen  Exponenten  in  den  Gleichimgen  (4) 
gerade  sind,  hat  jede  von  ihnen  die  beiden  Wurzeln  -j-  1; 
demnach  ist  die  Anzahl  aller  ambigen  Charaktere,  einschliess- 
lich des  Hauptcharakters,  gleich  2"+^.  Für  alle  übrigen  Cha- 
raktere ist  also  mindestens  eine  der  Wurzeln  9,  t]  ,  cou  o?,,--. 
imaginär  und  deshalb  nennen  wir  auch  diese  Charaktere  ima- 
ginär; der  Charakter,  welcher  dem  coujugirten  Wurzelsysteme 
0"~',  7?~^,  ^T^>  ^V^>  •••  entspricht,  soll  dem  zum  ersteren 
gehörigen  Charakter  conjugirt  heissen.  Conjugirte  Charaktere 
sind  stets  von  einander  verschieden.   — 

Wir  bemerken  schliesslich   noch  drei   wichtige   Formeln. 

1)  Da  Zahlen,  welche  (mod.  717)  congruent  sind,  die  gleichen 
Indiees  haben,  so  muss  für  jeden  Charakter 

(9)  j^(n)  =  X  (n')     sein,  wenn     «  zi:  m'  (mod.  M) . 

2)  Da  andererseits,  wenn  n  alle  Glieder  eines  reducirten 
Ilestsystemes  (mod.  M)  durchläuft,  die  Indiees  a,  k,  v^jV.^,  . . . 
alle  ihre  zulässigen  Werthe  durchlaufen,  so  wird  für  jeden 
Charakter  die  Gleichung  bestehen: 
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letztere   Summe  über  alle  jene  Werthe   erstreckt,   d.  i.  gleich 
dem  Produkte: 

(1  +  e) 
•(!  +  >;  +  T  +  •  •  •  +  r-') 

•  (1   +  «2  +   CJ^  H +   OJp-l) 


Sind  aber  nicht  sämmtliche  Wurzeln  6,  7],  co^,  co.j,  ...  gleich  1, 
so  wird  mindestens  einer  der  Faktoren  gleich  Null  und  somit 
ergiebt  sich  der  Satz: 

Für  jeden  Charakter  mit  Ausnahme  des  Haupt- 
charakters ist  die  auf  ein  redueirtes  Restsystem 
(mod.  31)  bezogene  Summe 

(10)  ^X(^)  =  0; 

n 

für  den  Hauptcharakter  dagegen  ist  nach  (G) 
(10a)  ^x(n)  =  (p(M). 

n 

3)  Wir  bilden  endlich  die  Summe 

^  e«  f]'-  wjx  cj^»  •  •  • 

auf  alle  Charaktere  oder  Wurzelcombinatiouen  bezogen.  Er- 
innern wir  hierzu  daran,  dass  säm.mtliche  Wurzeln  einer  Glei- 
chung  x"^  =  1   durch 

1  ,    CO,   CO',   .  .  .    co"^~^ 

2  7t  .        2  TT 

ausgedrückt  werden,  wenn  o  =  cos \-  i  sin  —  gesetzt  wird : 

demnach  wird  die  Summe  ihrer  A'*^'^  Potenzen  gleich 

1    4-  03''   +  «2''    H h   03^'"-'^''   =       , 

w'  1 

und  daher,  wenn  A  <  w  ist,  immer  Null  sein,  mit  Ausnahme 
des  Falles  h  ==  0 ,  wo  sie  gleich  m  ist.  In  Anwendung  hier- 
von wird  jene  Summe,  welche  gleich 
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gesetzt  werden  kann,  stets  verschwinden,  wenn  nicht  sämmt- 
liche  Indices  a,  X,  v^,  v.,,  ...  Null  sind.  Und  hieraus  folgt 
der  Satz:  Für  jede  der  Zahlen  n  ist  die  auf  alle  Cha- 
raktere bezogene  Summe 

(11)  2^^''^  =  ^^ 

mit  Ausnahme  derjenigen  Zahlen  n,  deren  Indices  sämmt- 
lich  gleich  Null  sind  d.  i.  welche  ^  1  (mod.  M)  sind, 
für  welche 

(IIa)  2z(»0  =  9^(^^) 

X 

ist.  — 

3.    Setzen  wir  nunmehr 

(12)  /X«)  =  ^\ 

n 

so  besteht,   da  xO-)  gleich  1  ist,   die  Gleichung 

(13)  fil)  =  1 , 

sowie  auch,  der  Formel  (7)  gemäss,  für. je  zwei  Zahlen  n,  n' 
welche  zu  31  relativ  prim  sind,  und  für  jeden  Charakter  die 
Gleichimg 

(14)  f(n)fin')=f\nn'). 

Endlich  ist  die  unendliche  Reihe 

(15)  I!f(.n)=2'-^, 

n  n 

worin  n  alle  positiven,    zu  M  primen   Zahlen  erhalten    soll, 

unbedingt  convergent,    so   lange   die   hier  reell  vorausgesetzte 

Grösse  s  >  1  ist,  da  ihre  Modulreihe  nur  ein  Theil  der  als- 
daim  convergenten  Reihe 

ist.  Diese  Aussage  über  die  Reihe  (15)  lässt  sich  sogar  ver- 
vollständigen, indem  mau  hinzufügen  darf:  sie  ist  eine  stetige 
Funktion  von  s  für  jedes  s  >  1 ,  denn  sie  ist  eine  Reihe  gleich 
der  Reihe  (7)  vorigen  Abschnittes,  falls  man  in  dieser 
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On  =  0      oder      a,,  =  %  (n) 

setzt,  je  nachdem  n  mit  31  einen  gemeinsamen  Theiler  hat 
oder  nicht;  in  der  That  ist  dann  mod.  a„  stets  <  1  nnd  der 
dortige  Satz  (in  Nr.  3)  über  die  Reihe  (7)  ist  anwendbar. 

Aus  dem  Gesagten  folgen  aber  nach  Nr.  5  des  1.  Ab- 
schnittes nachstehende  beide  Gleichungen: 

und 

q  1  q  1  q  1  ji 

in  denen  die  Operationen  links  über  alle  von  2,  p^,  p.,,  .  .  . 
verschiedenen  Primzahlen  q,  rechts  über  alle  zu  M  primen 
positiven  Zahlen  n  zu  erstrecken  sind. 

Es  wird  sich  wesentlich  darum  handeln,  zu  untersuchen, 
wie  sich  die  Reihe  (15)  verhält,  wenn  s  dem  Werthe  1  oder, 
indem  man  s  =  1  +  ()  setzt,  wenn  die  positive  Veränderliche  q 
der  Grenze  0  unendlich  sich  annähert.  Die  Antwort  auf  diese 
Frage  lautet  aber  sehr  verschieden,  je  nach  dem  besonderen 
Charakter,  welcher  unter  %  (j?)  verstanden  wird.  Wir  haben 
drei  Fälle  zu  unterscheiden: 

1)  wenn  %  («)  der  Hauptcharakter  also  für  jede  der 
Zahlen  n  gleich  1  ist;  die  entsprechende  Reihe  (15)  heisse 
M^,  sodass 

(18)  ^i=^,7T7. 

n 

ist,  die  Summation  auf  alle  positive  ganze  Zahlen  n  erstreckt, 
welche  zu  31  prim  sind; 

2)  wenn  %  (n)  einer  der  übrigen  ambigen  Charaktere  ist; 
diese  Reihen  der  zweiten  Kategorie  mögen  JRg  heissen;  sie' sind 
also  von  der  Form: 

(19)  li.  =2^(+')°-(+')'-(±')'-(±')'--  , 

worin  die  Vorzeichen  irgend  eine  der  möglichen  Combinationen 
derselben  darstellen,  ausgenommen  diejenige,  wo  sie  sämmtlich 
positiv  sind;  die  Anzahl  dieser  Reihen  ist  also  2"+^ —  1; 
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3)  wenn  %  (»)  einen  der  imaginären  Charaktere  bezeichnet. 
Diese  Reihen  der  dritten  Kategorie  mögen  E.^  heissen. 

4.  Die  Untersuchung  der  Reihen  der  zweiten  Ka- 
tegorie bot  Dirichlet  anfangs  die  grösste  Schwierigkeit,  die 
zu  überwinden  ihm  nur  durch  indirecte  und  ziemlich  compli- 
cirte  Betrachtungen  gelang;  später  erst  überzeugte  er  sich, 
dass  sich  das  Ziel  auf  anderem  Wege  viel  kürzer  erreichen 
lasse:  durch  eine  eigeuthümliche  Umformung  des  allsemeinen 
Gliedes  der  Reihe  (19)  stellt  sich  nämlich  ein  inniger  Zu- 
sammenhang derselben  mit  einer  ganz  anderen  Frage  heraus, 
zu  deren  Erledigung  Dirichlet  eben  dadurch  veranlasst  worden 
ist,  nämlich  mit  der  Bestimmung  der  Anzahl  von  Classen 
äquivalenter  quadratischer  Formen  für  eine  gegebene  Determi- 
nante.    Diese  Umformung  ist  die  folgende: 

Wir  wollen  die  verschiedenen  ungeraden  Primfaktoren, 
aus  denen  71/  zusammengesetzt  ist,  in  zwei  Arten  unterscheiden 
in  diejenigen  nämlich,  welchen  in  li^  ^i^  Wurzel  -|-  1,  und 
diejenigen,  welchen  die  Wurzel  —  1  entspricht;  das  Produkt 
jener  heisse  S,  das  der  letzteren  P;  P  resp.  S  würde  durch  l 
zu  ersetzen  sein,  wenn  die  Anzahl  der  bezüglichen  Primfaktoren 
Null  wäre;  falls  6  und  )]  beide  -|-  1  sind,  wird  P  mindestens 
einen  Primfaktor  enthalten,  also  von  1  verschieden  sein. 
Dies  vorausgeschickt,  sei  2^i  einer  der  Primfaktoren  von  P, 
dann  ist  ^,  als  primitive  Wurzel  (mod.  j>^')  auch  eine  primi- 
tive Wurzel  von  j^i 5  wegen  der  Congruenz  n  ^  ^['  (mod.  jj'i) 
wird  also  (  j  =  +  1  sein,  je  nachdem  v^  gerade  oder  un- 
gerade ist,  also  (— j  =  (— l)'i,  und  ähnliches  gilt  für  die 
übrigen  Primfaktoren  von  P.  Ferner  aber  folgt  aus  der  ersten 
der  Congruenzen  (3) 

n  =  (—  ly  ■  5'-  (mod.  8) 

und,  da  5^  ^  5   oder   5^-  ^  1  (mod.  S)   ist,  je  nachdem  A  un- 
gerade oder  gerade  ist,  so  findet  man 

n^l  (mod.  8),  wenn  a  gerade,  A  gerade 

n  ^  5         „  „  ß  gerade,  X  ungerade 

n^l         „  ?>  ß  ungerade,  A  gerade 

n  ^  3         „  ,,  a  ungerade,  A  ungerade 

Baclimanu,  Analytische  Zahlentbcoric.  (i 
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ist,  also 

n  —  1  .  »i'  —  l 

Man  erscliliesst  hieraus  allgemeiu 

n  —  1         ?i  -  —  1 

und  folglich  als  allgemeines  Glied  der  Reihe  (19)  den  Ausdruck 

n  —  l      m'^  —  1 

.nr    ^^"^   {n\       1 

Setzen  Avir  nun 

I>  =  +  PS"       oder       D.^±2PS% 

je  nachdem 

?;  =  -j-  1      oder      fj  =  —  1 

istj  und  wählen  dann  das  Vorzeichen  so,  dass 

+  P  ^.  1        oder       +  P  £^  3  (mod.  4) 

ist,  je  nachdem 

e  =  1        oder       e  =  —  1 

ist,  so  stimmt  die  Bedeutung  der  Zeichen  0,  ij  vollkommen 
mit  derjenigen  überein,  welche  den  Zeichen  d,  s  resp.  in  Nr.  1 
des  vorigen  Abschnittes  beigelegt  worden  ist,  und  wenn  man 
bedenkt,  dass  offenbar  die  Zahlen  n,  welche  zu  M  prim  d.  h. 
durch  die  Primfaktoren  von  P  und  S  und  durch  die  Zahl  2 
nicht  theilbar  sind,  mit  den  relativen  Primzahlen  zu  21)  über- 
einstimmen, so  findet  man  mit  Rücksicht  auf  die  dortige 
Gleichung  (5) 

« — 1         n"  —  1 

und  die  Summe  (10)  geht  über  in  die  folgende: 

(20)  ^^2=2{^)-J+l- 

n 

welche  sich  über  die  genannten  Zahlen  w,  nämlich  über  alle 
zu  27)  primen  positiven  ganzen  Zahlen  erstreckt.   — 

Für  die  Reihen  der  ersten  und  zweiten  Kategorie 
sind  wir  nun  schon  im  Stande,  die  in  vor.  Nr.  gestellte 
Fraue  zu  beantworten. 


Der  Satz  von  der  arithmetischen  Progression.  83 

Was  zuniiclist  die  Reihe  R^  anlangt,  so  werden  wir  diese, 
für  jedes  positive  q  imbedingt  eonvergeute  Reihe  in  (p  (M) 
Theilreihen  zerlegen  können  von  der  Gestalt 

OD 

welche  sämnitlich  erhalten  werden,  wenn  man  di  die  relativen 
Primzahlen  zu  3f,  die  kleiner  sind  als  i)/,  annehmen  lässt. 
Jede  solche  Theilreihe,  mit  q  multiplicirt,  wird  aber  nach 
dem  Specialfalle  des  Dirichlet'schen  Satzes  (Formel  (36)  vor. 

Abschn.)  bei  unendlich  abnehmendem  q  gegen  die  Grenze  jrz 
convergiren,  und   somit  findet  sich  die  Gleichung: 

(21)  lim.p/i.^'Ä. 

0  =  0 

Für  die  Reihe  (20)  aber  finden  wir  mit  Hilfe  von  For- 
mel (18)  vor.  Abschn.  die  Gleichung 

in  welcher  die  Summation  zur  Rechten  über  alle  positiven 
ganzen  Zahlen  n,  aber  in  der  natürlichen  Reihenfolge, 
erstreckt  werden  darf,  wenn   mau  wieder  übereinkommt,  das 

Jacobi'sche  Symbol  (~)  =  0    zu    setzen,    so   oft  n  und  21) 

einen  gemeinsamen  Theiler  haben.  Für  die  Dirichlet'sche 
Untersuchung  ist  es  nun  wesentlich,  festzustellen, 
dass  dieser  Grenzwerth  der  Reihen  der  zweiten  Kate- 
gorie von  Null  verschieden  ist.  Wir  werden  diesen 
Nachweis  bei  der  Bestimmung  der  schon  genannten 
Classenanzahl  führen  und  nehmen  dies  Resultat  be- 
hufs der  jetzigen  Untersuchung  hier  vorweg. 
5.    Sei  nun  endlich 

eine  Reihe  der  dritten  Kategorie,  sodass  von  den  Einheits- 
wurzeln 6,  7j,  ojj,  «2,  •  •  .  wenigstens  eine  imaginär  ist.  Setzt 
man    dann    statt    des    imaginären    Charakters    x{ti)    den    dazu 

6* 
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coiijiigirteu,  so  erhält  man  eine  zweite,  von  7?.,  verschiedene 
Reihe  der  dritten  Kategorie,  welche  ii'3  heisse;  offenbar  ist  sie 
conjugirt  imaginär  zu  B^. 

Diese  Reihen  der  dritten  Kategorie  sind  sämmtlich  Di- 
richlet'sche  Reihen  von  der  unter  Nr.  5  vor.  Abschn.  be- 
trachteten Art.  Versteht  man  nämlich  wieder  unter  a„,  je 
nachdem  n  relativ  prim  ist  zu  M  oder  nicht,  den  Werth  x(n) 
oder  0,   so  nimmt  (23)  die  Gestalt  an 

Ferner  aber  ist  mit  Rücksicht  auf  (9) 

(25)  an'  =  (t„,     so  oft     n'^n  (mod.il/)     ist-, 

und  endlich  ergiebt  sich  aus  (10),  da  der  Charakter  %  (n)  vom 
Hauptcharakter  verschieden  ist,  die  Gleichung 

«1  +  ^2  +  ^3  +  •  •  •  +  «.w  =  0 . 

Ist  daher  n  ^  r  (mod.  il/\  wo  r  den  kleinsten  positiven  Rest 
von  n  bedeutet,  so  folgt  hieraus  mit  Rücksicht  auf  (25)  all- 
gemein 

An  =  C'i  -i-  02  -jr  ■'•-{-  a„  =^  üj^  -\-  a.^  -\-  ■•'  -\-  ttr  =  Ar 

und  folglich  bleibt  für  die  Reihe  (24)  die  Summe  An  stets 
kleiner  als  die  grösste  der  Summen  ^j,  A^,...Am—i-  Hier- 
mit können  wir  auf  die  Reihe  (24)  d.  i.  auf  jede  Reihe  der 
dritten  Art  den  Satz  der  angezogeneu  Nr.  anwenden  und 
aussagen:  Jede  Reihe  der  dritten  Art  ist  eine  stetige 
Funktion  von  s  =  1  +  (>  für  jeden  positiven  Werth 
von  s,  und  ihre  Ableitung  nach  s  ist  es  auch. 
Hieraus  fliesst 

0=0         ^   " 

Zwei  Fälle  nur  sind  denkbar:  entweder  ist  dieser  Grenz- 
werth  von  Null  verschieden,  oder  er  ist  Null. 

Gesetzt  der  zweite  Fall  fände  statt;  wenn  wir 

■^3  =  9  (s)  +  '>  (s) 

also 

7/3  =  (p(s)  -  iilj{s) 
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setzen,  so  sind  dem  eben  Bemerkten  zufolge  nicht  nur  q){s) 
und  ip{s),  sondern  auch  cp' (s)  und  i/»' (^•)  stetige  Funktionen 
von  s  für  jedes  positive  s,  und  nach  der  Yoraussetzimg  müsste 

lim.  R,  =  (p  (1)  +  iil^{l)  =  0 
also  auch  e=" 

g,(l)  =  0,       T^(1)  =  0 

sein.  Für  einen  sehr  kleinen  positiven  Werth  von  q  fände 
man  dann 

n,  =  Q[cp\i  -^  öq)  -  it\i  +  sq)], 

wo  d,  £  positive  echte  Brüche  bezeichnen,  also 

oder 

(26)  lim.^'^  =  9''(0^  +  ^'(0% 

ein  Grenzwerth,   der  jedenfalls  nicht  negativ  ist. 

Auf  Grund  hiervon  lässt  sich  beweisen,  dass  von 
jenen  beiden  denkbaren  Füllen  nur  der  erste  ein- 
treten kann.  Zu  diesem  Zwecke  knüpfen  wir  an  die  Glei- 
chung (17)  an,  die  wir  uns  für  irgend  einen  der  Charaktere 
aufgestellt  denken.  Unter  N  werde  irgend  eine  zu  31  prime 
Zahl  verstanden;  genügt  dann  N'  der  Congruenz  j^^"  ^  1 
(mod.  M),   so  wird    x  (^^ ^'')  =  xi^)    ^1-  h. 

(27)  x(.^^).x{N')  =  l      . 

sein.    Wir  multipliciren  dann  die  Gleichung  (17)  mit  x{N')  und 
addiren  über  sämmtliche  Charaktere;  so  entsteht  die  Gleichung 

/  « 

in  welcher  nach  (11)  im  ersten  Gliede  der  linken  Seite  nur 
diejenigen  Primzahlen  verl)leiben,  für  welche  Is'q  nrz  1  oder 
q^  N  (mod.  31)  ist,  im  zweiten  Gliede  nur  diejenigen  Prim- 
zahlen q,  für  welche  N\f  izi  1  oder  q^^  N  (mod.  31)  ist  u.  s.w.; 
und  mit  Rücksicht  auf  (IIa)  nimmt  die  Gleichung 
olgende  einfachere  Form  an: 
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\-       ,j  1  ,y  i  J  -^  ,. 

iu  welcher  die  Suuimatiouen  links  der  Reihe  nach  sich  über 
diejenigen  Primzahlen  erstrecken,  deren  erste,  zweite,  dritte 
Potenzen  u.  s.  w.  (mod.  31)  congruent  i\^,  oder  Zahlen  der 
arithmetischen  Progression  3Ix  +  N  sind. 

6.  Wir  betrachten  insbesondere  den  Fall,  wo  N  also 
auch  X  (-^ )  ^'^^^  1  ^.^')  gleich  1  sind.  In  diesem  Falle  lautet 
die  Gleichung  (20)  so: 

Indem  man  aber  bei  der  Summatiou  zur  Rechten  die  drei 
oben  unterschiedenen  Arten  von  Reihen  für  sich  zusammen- 
hält, kann  man  die  rechte  Seite  folgendermassen  schreiben: 

(31)  log  7?,  +^  log  7.^  -f  ^  log  B,  7?3 , 

die  erste  Summe  auf  alle  Reihen  TL^  der  zAveiten  Art,  die 
zAveite  Summe  auf  alle  Paare  von  je  zwei  conjugirt  imaginären 
Reihen  der  dritten  i\.rt  erstreckt*).  Und  mit  Hilfe  der  so 
geschriebeneu  Gleichung  wollen  wir  nun  den  Nach- 
weis führen,  dass  der  Grenzwerth  jeder  Reihe  der 
dritten  Art  für  ein  unendlich  abnehmendes  positives 
Q  von  Null  verschieden  ist. 

Nehmen  wir  an,  für  p  conjugirte  Paare  solcher  Reihen 
sei  der  Grenzwerth  im  Gegentheil  Null.  Der  für  ein  solches 
Paar  erschlossenen  Formel  (26)  gemäss  werden  wir  für  jedes 
jener  Paare  setzen  dürfen: 

logE3  7?3=-21og  J  +logi, 

wo  L  bei  unendlich  abnehmendem  q  gegen  einen  endlichen 
positiven  Werth  (inclusive  Null)  convergirt,  log  L  also  sicher- 
lich nicht  +  oo  wird;  für  jene  p  Paare  erhalten  wir  also 

^  log  B,B;=-  2p  log  I  +  log  L', 

wo  für  log  L'  dasselbe  gilt,  und  diese  Gleichung  bleibt  sogar 


*)  Die  Logarithmen  bedeuten  hier  überall  ihre  reellen  Werthe. 
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bestehen,  wenn  die  Summatiou  auch  über  diejenigen  Paare 
mit  erstreckt  wird,  deren  Grenzwerth  von  Null  verschieden 
ist,  für  welche  also  R^Rs  gegen  einen  endlichen  positiven 
Werth  couvergirt. 

Weiter  haben  wir  aber  bereits  bemerkt,  wenn  der  Be- 
Aveis  dafür  auch  erst  später  erbracht  werden  wird,  dass  jede 
Reihe  7?.,  gesen  einen  endlichen  von  Null  verschiedenen  Werth 
und  daher  log  R.^  gegen  einen  endlichen  Werth  convergirt. 
Und  endlieh  folgt  aus  (21) 

log  7?,  =  log-  +  logL", 

wo  log  //'  endlich  bleuet,  so  dass  schliesslich  der  ganze  Aus- 
druck (31)  folgendermassen  geschrieben  werden  kann: 

~  {2p  ~  1)  log  y^rli, 

wo  R  bei  unendlich  abnehmendem  q  jedenfalls  nicht  -}-  oo 
wird.  Die  rechte  tr'eite  der  Formel  (ßO)  würde  also,  wenn  q 
positiv  unendlich  klein  wird,  negativ  unendlich  werden,  wäh- 
rend die  linke  Seite,  wie  klein  q  auch  sei,  nicht  aufhört, 
wesentlich  positiv  zu  sein.  Aus  diesem  Widerspruch  folgt 
aber  die  Richtigkeit  der  Behauptung. 

7.  Kehren  wir  nunmehr  zur  allgemeinen  Gleichung  (29) 
wieder  zurück.  Dem  bisher  Bewiesenen  zufolge  wird  rechts 
jeder  Logarithmus  gegen  einen  endlichen  Werth  convergiren, 
wemi  Q  unendlich  klein  wird,  mit  alleiniger  Ausnahme  des 
Gliedes,  welches  dem  Hauptcharakter  entspricht,  nämlich  des 
Gliedes  log  R^ ,  welches  unendlich  wächst.  Wird  aber  somit 
bei  unendlicher  Abnahme  von  q  die  rechte  Seite  unendlich, 
so  muss  dasselbe  gelten  von  der  linken.  Nun  ist  jedoch 
offenbar  der  Ausdruck 

,J     1  ,J     1 

wie  klein  q  auch  Avcrde,  kleiner  als  der  folgende: 

in  welchem  die  Summationen,  statt  nur  über  die  in  den 
vorigen    Summen    in   Betracht    kommenden   Primzahlen,    viel- 
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mehr  über  alle  positiven  ganzen  Zahlen  )n>2  sich  erstrecken, 
d.  i.  kleiner  als 

2  .^  m  (»i  —  1)  2  .^  \m  —  1  vi/  2 

2  ^  '^  2 

Hierans  ist  zu  schliessen,  dass  bei  unendlich  abnehmendem  q 
die  erste  Summe  zur  Linken: 

1      ^ 
unendlich  wachsen  muss,   was  nicht  geschehen  könnte,  wenn 
sie  nur  aus  einer  endlichen  Anzahl  von  Gliedern  bestände. 

Also:  es  giebt  unendlich  viel  Primzahlen  q,  deren  erste 
Potenz  nach  dem  Modulus  31  congruent  N  ist,  oder:  in  der 
arithmetischen  Progression  Mx-]-N,  in  welcher  M,  N 
zwei  Zahlen  ohne  gemeinsamen  Theiler  sind,  giebt  es 
unendlich  viel  Primzahlen. 


Fünfter  Abschnitt. 


Die  Classeuaiiz.*\lil  quadratischer  Formen.  —   Ornndformel. 

1.  Es  ist  bereits  erwähnt  worden,  dass  Dirichlet  durch 
seine  Behandlung  der  Aufgabe  von  der  arithmetischen  Pro- 
gression veranlasst  worden  ist,  die  bei  derselben  angewandten 
analytischen  Grundsätze  auch  für  andere  zahlentheoretische 
Aufgaben,  insbesondere  für  die  Bestimmung  der  Anzahl  nicht 
äquivalenter  Classeu  von  quadratischen  Formen  einer  gegebenen 
Determinante  zu  verwenden.  Wir  gehen  jetzt  dazu  über,  von 
dieser  berühmtesten  Dirichlet 'sehen  Arbeit,  welche  von  ihm 
selbst  im  19.  und  21.  Bande  des  Grelle 'sehen  Journals  mit- 
getheilt*)  und  in  Dedekind's  Darstellung  von  Dirichlet's 
zahlentheoretischen  Vorlesungen  mit  mancherlei  schon  von 
Letzterem  gemachten  Yereinfachuugen  aber  auch  mit  verschie- 
denen werthvollen  Ergänzungen  reproducirt  worden  ist,  eine 
Darstellung  zu  geben.  Es  muss  jedoch  bemerkt  werden,  dass 
schon  längere  Zeit  vor  Dirichlet  von  Gauss  die  gedachte 
Classenanzahl  bestimmt  worden  ist**).  Was  darüber  in  seinem 
Nachlasse  sich  vorgefunden  hat,  sind  zwar  grossentheils  nur 
kurze,  abgerissene  Notizen,  doch  enthalten  dieselben  nicht  nur 
die  gleiche  Formel   für  die  Classenanzahl,   welche  Dirichlet 


*)  In  der  bereits  früher  bemerkten  Abhandlung:  recherches  sur 
diverses  applications  de  l'analyse  infinitesimale  ä  la  theorie  des  nombre.s. 
**)  S.  die  Mittheilungen  aus  seinem  Nachlasse,  welche  unter  dem 
Titel:  de  nexu  inter  multitudinem  classium,  in  quas  formae  binariae 
secundi  gradus  distribuuntur,  earumque  determinantem  im  Bd.  II  seiner 
Werke  von  p.  269  bis  p.  291  nebst  daran  anschliessenden  Eemerkungen 
von  Dedekind  Aufnahme  gefunden  haben;  darnach  btammen  die  Unter- 
suchungen von  Gauss  bereits  aus  dem  Jahre  1801. 
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get'uiideii,  sondern  sie  lassen  aucli,  wie  sie  Dedekind  auf 
scbarfsimiige  Weise  in  Zusammenbang  gebraclit  bat,  erkennen, 
dass  Gauss  zur  Herleitung  seiner  Resultate  im  wesentlicben 
derselben  analytiscben  Hilfsmittel  sieb  bedient  bat,  wie  jener; 
und  es  tritt  in  seiner  Bebandlungs weise  die  eigentlicbe  aritb- 
metisebe  Bedeutung  der  angewandten  analytiscben  Mittel 
nocb  deutlicber  beraus.  Naeb  Diricblet  sind  dessen  Me- 
tlioden  tbeils  von  ibm  selbst,  tbeils  von  vielen  Andern  ver- 
wertbet  worden,  äbnlicbe  zablentbeoretiscbe  Aufgaben,  insbe- 
sondere diejenigen  analogen  Fragen  zu  erledigen,  die  in  böberen 
Gebieten,  in  der  Tbeorie  allgemeinerer  Formen  oder  in  der 
Lebre  von  den  complexen  Zablen  versebiedenster  Art  sieb 
finden.  In  diesem  Werke  bescbränken  wir  uns  lediglicb  auf 
solcbe  Fragen,  welcbe  an  die  Elemente  der  Zablentbeorie 
sieb  knüpfen,  also  auf  die  Betracbtuug  der  binären  quadra- 
tiscben  Formen  ausscbliesslicb.  Bezüglicb  dieser  letztem  aber 
ist  von  Kroneeker  in  einer  interessanten  Mittbeilung*)  ge- 
zeigt worden,  wie  die  Diricblet'scben  Metboden  nocb  weiter 
ausgenutzt  werden  können,  um  fast  die  ganze  Tbeorie  dieser 
Formen,  abgeseben  von  ibrer  elementaren  aritbmetiscben  Grund- 
lage, aus  rein  analytiscben  Gesicbtspunkten  zu  entwickeln.  Es 
wird  biernacb  unsere  Aufgabe  sein,  die  Untersucbungeu  von 
Diricblet,  Gauss  und  Kronecker  zu  einem  einbeitlicben 
Ganzen  zu  verarbeiten. 

2.  Das  Grundprincip  dieser  Untersucbungen  be- 
stebt  in  einer  zwiefachen  Abzäblung  aller  derjenigen 
positiven  ganzen  Zablen,  welcbe  durch  die  eigentlich 
primitiven  Formen  einer  gegebenen  Determinante  B 
darstellbar  sind. 

Wir  geben  vor  allem  die  arithmetische  Grundlage 
dieser  doppelten  Abzahlung. 

Die  sämmtlichen  eigentlich  primitiven  Formen  der  Deter- 
minante D  lassen  sich  bekanntlich  in  Classen  vertheileu  der 
Art,  dass  alle  Formen  derselben  Classe  unter  einander  (eigent- 


*)  S.  Monatsber.  der  Berliner  Akademie  1864  p.  285:  Ueber  den 
Gebrauch  der  Dirichlet'schen  Methoden  in  der  Theorie  der  quadra- 
tischen Formen. 
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lieh)  äquivalent,  Formen  verschiedener  Classen  nicht  äquivalent 
sind;  und  es  lässt  sich  demnach  ein  sogenanntes  Formensystem 

{l)ax^-\-2hxy-\-cy',  ax^-\-2b'xy  +  cy,  a"x'-\-2h"xy-\-c"y\-- ■ 

denken,  indem  mau  aus  jeder  Classe  nach  Beliehen  je  eine 
Form  als  ihren  Repräsentanten  auswählt.  Wir  beschränken 
uns,  wenn  die  Determinante  negativ  ist,  auf  die  sogenannten 
positiven  Formen;  die  Coefficienten  a,  a',  «",  .  .  .  sowie 
sämmtliche  durch  die  Formen  des  Systems  darstellbaren  Zahlen 
sind  in  diesem  Falle  positiv.  Aber  auch  im  Falle  einer  posi- 
tiven Determinante  D  denken  wir  uns,  was  erlaubt  ist,  die 
Repräsentanten  der  Classen  so  gewählt,  dass  die  Coefficienten 
a,  «',  «",  .  .  .  positiv  und  zudem  in  beiden  Fällen  so,  dass 
sie  relativ  prim  sind  zu  einer  beliebig  gegebenen  Zahl  n'"'). 
Mit  Hilfe  der  reducirten  Formen  wird  in  den  Elementen  der 
Zahleutheorie  gezeigt,  dass  für  jede  Determinante  die  Anzahl 
der  Classen  eine  endliche  ist.  Wir  wollen  diesen  Umstand 
jedoch  hier  nicht  als  bekaimt  voraussetzen,  werden  ihn  viel- 
mehr nach  Kronecker's  Vorgange  gleichfalls  durch  analytische 
Hilfsmittel  erst  erweisen. 

Sei  nun  ni  eine  positive  ganze  Zahl,  welche  durch  die  Form 

ax-  -{-  2bxy  -\-  cy^ 

eigentlich  also  mittels  relativ  primer  Werthe  x  =  a,  y  =  y 
darstellbar  ist.  Solche  Darstellung  gehört  bekanntlich**)  zu 
einer  bestimmten  Wurzel  )i  der  Congruenz 

(2)  &^  =  D  (mod.  m) 

und  zwar  zu  einer  solchen  Wurzel  derselben,  für  welche  die 
Zahlen 

(3)  m,     2n,     

ohne  gemeinsamen  Theiler  sind,  weil  die  Form  yn,  n,  ) 

der  Form    («,  h,  c)   äquivalent   und   daher  eigentlich  primitiv 


*)  Vgl.   in  Betreff  der  ZuUlssigkeit  dieser  Wahl  z.  ß.  meine  Ele- 
mente der  Zahlentheorie,  4.  Abschnitt  Nr.  4.    Wir  werden  diese  Zahl  TT 
je  nach  Bedarf  verschiedentlich  wählen. 
**)  ?.  ebendas.  S.  177  und  204. 
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ist,  wie  diese  selbst.  Alle  eigentlichen  Darstellungen  x^  y 
der  Zahl  m  durch  die  Form  {a,  h,  c),  welche  zu  derselben 
Congruenzwurzel  n  gehören,  bilden  aber  eine  Gruppe  von  Dar- 
stellungen, welche  alle  aus  der  einen  «,  y  mittels  der  Formel 

(4)  ax  +  hy-\-  yVD  =  (aa  +  hy -^  y]/!))  ■  {t  +  uYd) 

hervorgehea,  wemi  darin  für  t,  u  alle  ganzzahligen  Auflösungen 
der  Pell'schen  Gleichung 

(5)  t-  —  Du''  =  1 

eingesetzt  werden.  —  Andrerseits  wird,  sobald  n  eine  solche 
Wurzel  der  Congruenz  (2)  bedeutet,  für  welche  die  drei  Zah- 
len (3)  ohne  gemeinsamen  Theiler  sind,  die  Zahl  ni  durch 
irgend   eine  der  Formen  (1)   eigentlich   darstellbar  sein,   denn 

die   Form    im,  n,  ^^ j     ist    mit    einer    bestimmten    dieser 

Formen  äquivalent.  Zu  jeder  der  gedachten  Congrueuzwurzeln 
n  gehört  demnach  eine  Gruppe  von  Darstellungen  analog  der- 
jenigen, welche  bei  (4)  angegeben  worden  ist.  Ist  also  m  eine 
beliebige  positive  ganze  Zahl,  und  bedeutet  t^(»<)  die  An- 
zahl derjenigen  Wurzeln  der  Congruenz  (2),  für  welche 
die  Zahlen  (3)  ohne  gemeinsamen  Theiler  sind,  so 
giebt  es  T^(m)  Gruppen  von  Darstellungen  der  Zahl  m  durch 
das  Formensystem,  welche  die  sämmtlichen  eigentlichen 
Darstellungen  der  Zahl  m  durch  dieses  Formensystem 
ausmachen*). 

Jede  dieser  Gruppen  enthält  aber  genau  so  viel  Dar- 
stellungen, als  es  ganzzahlige  Auflösungen  der  Pell'schen 
Gleichung  giebt.  Die  Anzahl  x  dieser  Auflösungen  ist  be- 
kanntlich für  eine  negative  Determinante  D  endlich,  nämlich 
T  =  4 ,  wenn  D  =  —  1 ,  dagegen  r  =  2  für  jeden  andern 
negativen  Werth  von  D;  ebenso  gross  ist  also  aiich  die  Anzahl 
der  Darstellungen  in  der  Gruppe  (4).  Für  eine  positive  Deter- 
minante ])  hat  dagegen  die  Pell'sche  Gleichung,  wie  in  den 
Elementen    der    Zahlentheorie    gezeigt    wird,    unendlich   viele 


*)  Dies  ist  auch  richtig  für  den  Fall,  dass  m  gar  nicht  durch 
Formen  der  Determinante  D  eigentlich  darstellbar  ist,  denn  alsdann  hat 
die  Congruenz  (2)  keine  Wurzeln  der  angegebenen  Art,  i\){m)  also  ist  Null. 
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Lösungen;  jedoch  wollen  wir  auch  diesen  Umstand  hier  nicht 
als  bekannt  voraussetzen,  sondern  nach  Kronecker's  Vor- 
gange aus  analytischen  Betrachtungen  erst  herleiten. 

Wir  verfolgen  zuerst  den  Fall  einer  negativen  Deter- 
minante. Aus  dem  bereits  Gesagten  geht  hervor,  dass  die 
Anzahl  aller  eigentlichen  Darstellungen  der  Zahl  m. 
durch  das  Formensystem  genau  gleich  r  .  ij{)ti)  ist. 
Wenn  wir  demnach  einerseits  sämmtliche  positive  ganze  Zahlen 
«/,  jede  genau  t  .  i)(j)i)  Mal,  geschrieben  denken,  andererseits 
die  sämmtlichen  Werthe,  welche  die  Formen  (1)  durch  Ein- 
setzung aller  relativ  primen  Werthsysteme  x,  y  annehmen 
können,  so  erhalten  wir  beiderseits  dieselbe  Gesammtheit  von 
Zahlen,  und  dasselbe  würd  der  Fall  sein,  wenn  wir  diese  Zahlen 
nicht  selbst,  sondern  irgend  eine  eindeutige  Funktion  derselben 
beiderseits  zählen.  Und  somit  geht  nachstehende  Gleich- 
heit hervor: 

(60)  r  ■^rl>{:m)  .  F{m)  =^F(ax'  +  2bxy-i-cf)  +  •  •  •, 

in  welcher  links  über  sämmtliche  positive  ganze  Zahlen  11/ , 
rechts  in  jeder  der  Summen,  die  den  einzelnen  Formen  des  Sy- 
stems (1)  entsprechen  und  von  denen  zur  Abkürzung  nur  eine 
geschrieben  steht,  über  alle  relativ  prime  Systeme  x,  y 
summirt  werden  muss. -,. 

3.  Wenden  wir  uns  nun  zum  Falle  einer  positiven 
Determinante,  so  ist  einleuchtend,  dass,  so  oft  die  Pell'sche 
Gleichung  (5)  eine  endliche  Anzahl  x  von  ganzzahligen 
Lösungen  hat,  genau  dieselben  Betrachtungen,  und  demgemäss 
auch  die  Gleichheit  (6„)  in  Geltung  bleiben  werden,  mit  dem 
einzigen  Unterschiede,  dass  auf  der  rechten  Seite  der  letztern 
nur  über  diejenigen  der  bezeichneten  Werthsysteme  x,  y  zn 
Summiren  sein  würde,  für  welche  der  Werth  der  entsprechen- 
den Form  positiv  wird,  was  zuvor  nicht  auszusprechen  war, 
da  die  Formen  von  selbst  nur  positive  Werthe  erhielten. 

Hat  aber  die  Pell'sche  Gleichung  unendlich  viel  ganz- 
zahlige Auflösungen  t,  u,  so  lassen  sich  diese,  wie  in  den 
Elementen  gezeigt  zu  werden  pflegt,  sämmtlich  durch  die  so- 
genannte Fundamentalauflösung  T,  U  mittels  der  Formel 

t^uyD  =  ±{T-\-  UVDf 


94  Fünfter  Absclmitt. 

ausdrücken j  um!  ferner  daini  ans  jeder  Gruppe  (4)  von  Dar- 
stellungen eine  einzige  Darstellung  isoliren'-"),  wenn  man  die 
darstellenden  Zahlen  x,  y  den  Ungleichheiten  unterwirft: 

(7)  a'^ax-\-  hy  +  y  ]/JJ»  <  (?  •  (T  +  UVD) , 

wo  unter  6  ein  für  jede  Gruppe  beliebiger  positiver  Werth  zu 
verstehen  ist,  oder  allgemeiner:  es  lassen  sich  genau  A 
Darstellungen  isoliren,  wenn  x,  y  den  Ungleichheiten 

(8)  6'^ax^hy^yyiXa  ■{t-^nyj)) 
unterworfen  werden,  in  denen 

(9)  t  +  uyD  =  (T-\-  uynY 

ist.  —  Offenbar  werden  nun  wieder  dieselben  Betrachtungen 
Platz  greifien,  wie  bei  Herleitung  der  Gleichung  (6o),  wenn 
man  nur  Sorge  trägt,  auf  der  linken  Seite  t  =  X  zu  setzen, 
rechts  aber  in  der  ersten  der  Summen  nur  alle  diejenigen 
relativen  Primzahlen  ä",  y  zu  berücksichtigen,  welche,  ausser- 
dem dass  sie  der  quadratischen  Form  ax^  -{-  2bxy  -}-  cy'^  einen 
positiven  Werth  geben,  auch  noch  den  Ungleichheiten  (8)  ge- 
nügen, und  die  Zahlen  x,  y  bei  den  anderen  Summen  den 
analogen  Beschränkungen  zu  unterwerfen.  So  erhält  man, 
entsprechend  der  Gleichung  (6,^)  die  folgende: 

(6,)  r.^t^O>0  .  F(m)  =^F{ax'  +  2bxy  +  cy')  +  •■•, 

wo  T  =  l  ist  und  die  Summationen  rechts  den  eben  ausge- 
sprochenen Umfang  haben,  während  links  wieder  über  sämmt- 
liche  positive  ganze  Zahlen  m  zu  summiren  ist. 

Die  Ungleichheiten  (8)  können  jedoch  durch  andere,  ge- 
eignetere ersetzt  werden.  Zunächst  schliesst  man  aus  ihnen 
die  folgenden: 

a'  <  {ax  +  hy  +  yyW  <  o'  ■  (t  +  n|/X^)^ 
in  denen  statt  {t  -\-  7i  yT))    auch  -^ =  geschrieben  werden 

kann.  Ist  nun  m  die  positive  ganze  Zahl,  welcher  die  Dar- 
stellungsgruppe (4)   entspricht,   so   dass   für   die   darstellenden 


*)  S.  Elemente  der  Zahlentheorie,  S.  198. 
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Zahlen  x,  y,  insbesondere  also  auch  für  die  durch  die  Ungleich- 
heiten (8)  aus  der  Gruppe  isolirte  Darstellung  x,  y  die  Gleich- 
heit erfüllt  ist: 

am  =  {ax  +  hy  +  ^/j/I))  •  {ax -\- hy  —  yVl)), 

so  werden  für  die  letztern  Zahlen  x,  y  die  beiden  irrationalen 
Faktoren  positiv  sein,  der  erste  wegen  der  ersten  der  Ungleich- 
heiten (8)  und  dann  der  zweite,  weil  das  Produkt  am  positiv 
ist.  Wird  demnach  für  a  der  Werth  -{-  Yam  und  dann  für 
0-  der  vorstehende  Ausdruck  für  am  gewählt,  so  nehmen  die 
obigen  Ungleichheiten  nachstehende  Form  an: 

(10)   ax-\-hy-yyiJ<ax-j-hy  +  yyi)<{ax  +  hy-yVn)-^-±^. 

Fügt  man  ihnen  dann  noch  die  Ungleichheit 

(10)  ax-\-hy  —  yyD>Q 

hinzu,  so  ersetzen  sie  nicht  nur  die  Ungleichheiten  (8),  sondern 
die  sie  erfüllenden  x,  y  leisten  auch  noch  der  Bedingung  Ge- 
nüge, der  quadratischen  Form  (a,  h,  c)  einen  positiven  Werth 
zu  geben.  Man  darf  demnach  den  Umfang  der  ersten 
Summation  zur  Rechten  der  Gleichung  (Gj)  dahin 
fassen:  dass  dabei  über  alle,  die  Ungleichheiten  (10) 
erfüllenden  relativen  Primzahlen  x,  y  zu  summiren 
ist;  für  die  anderen  Summen  gelten  die  analogen  Be- 
stimmungen. 

Endlich  findet  man  durch    eine   einfache  Diskussion   der 
Ungleichheiten  (10)  die  folgenden: 

(11)  y>0,     x>yy 

wo  y  zur  Abkürzung  steht  für 

t  —  hu 
au     ' 

und    rückwärts    aus    diesen    wieder    die  Ungleichheiten  (10) 
setzt  man  aber 

(12)  ax'  +  2hxy  +  cy-  =  a{x  —  c(y){x  —  ßy) , 
nämlich  _  _ 

a  '  '  a  ' 

so    ist 
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das  erste,   weil  n  positiv  ist,   das  zweite,   weil 

y  —  ß  =        - — 

'  '  au 

ist.  Demnach  wird  der  Werth  der  Form  (n,  h.  c)  für  alle, 
den  Ungleichheiten  (11)  genügenden  x,  y  von  selbst  positiv. 
Der  Umfang  der  ersten  Summatiou  in  (OJ  kann  also 
einfacher  auch  so  ausgesprochen  werden,  dass  dabei 
über  alle,  die  Ungleichheiten  (11)  erfüllenden  rela- 
.tiven  Primzahlen  x,y  zu  summiren  ist;  für  die  anderen 
Summen  gelten  die  analogen  Bestimmungen. 

4.  Einer  nicht  eigentlichen  Darstellung  x,y  von  m 
durch  eine  Form  (r/,  h,  c)  d.  h.  einer  solchen  Darstellung,  deren 
darstellende  Werthe  x,  y  einen  (grössten  positiven)  gemein- 
schaftlichen Theiler  ^  haben,  sodass 

(12)  X  =  [ix  ,  y  =  ^ly' 

gesetzt  werden  kann,  wo  nun  x' ,  y'  relative  Primzahlen  sind, 
entspricht  eine  eigentliche  Darstellung  von  —^  durch  die- 
selbe Form  mittels  der  Werthe  x',  ?/';  zudem  leuchtet  ein, 
dass,  wenn  x,y  den  Ungleichheiten  (11)  genügen,  x\  y'  den 
Ungleichheiten  von  gleicher  Form 

Genüge    leisten.      Aber    auch    umgekehrt:    wenn   x',   y'    eine 

eigentliche,  den  letztern  genügende  Darstellung  von  -^  durch 

(r/,  &,  c)  bedeuten,  so  werden  die  Werthe  (12)  eine  solche,  den 
Ungleichheiten  (11)  genügende  uneigentliche  Darstellung  von 
m  durch  dieselbe  Form  sein,  welcher  der  grösste  gemeinsame 
Theiler  ju.  zukommt.  Da  Gleiches  mit  Bezug  auf  die  übrigen 
Formen  gilt,  so  wird  schliesslich  die  Anzahl  aller  solcher, 
den  Ungleichheiten  (11)  resp.  den  mit  ihnen  analogen,  auf  die 
andern  Formen  bezüglichen  Ungleichheiten  genügenden  Dar- 
Stellungen    von    m    durch    das    Formensystem    genau    gleich 

■^  •  ^  \^-)  ^®^^-  ^^^^  §^^^  ^^^  jeden  der  möglichen  quadratischen 
Theiler  /u.-  von  m  inclusive  ;u.^  =  1  .  Also  wird  im  Ganzen 
genommen  die   Anzahl  der   sämmtlichen    eigentlichen 
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oder  uneigentlichen,  Darstellungen  der  Zahl  m  durch 
das  Formensystem,  (welche  im  Falle  unendlich  vieler 
Auflösungen  der  Pell'schen  Gleichung  den  beschrän- 
kendenUngleichheiteu  unterworfen  sind),  genau  gleich 
T  •  fXni)    sein,  wenn 

(13)  /■w=2^'(;^) 

gesetzt  und  die  Summe  über  alle  quadratischen  Thei- 
1er  (.i^  von  ?»  ausgedehnt  wird. 

Entsprechend  den  Gleichungen  (Gq)  und  (6^)  wird  man 
demnach  auch  die  folgende  Grün dformel  aufstellen  können: 

(6)   r  -^nm)  .  F{m)  =^  F{ax'  +  2hxy  +  cf)  +  •  •  • , 

in  welcher  t  die  bei  jenen  Formeln  angegebenen  Werthe  be- 
zeichnet, während  links  über  alle  positive  ganze  Zahlen  ?;/,  rechts 
aber  jetzt  über  alle  angegebenen  ganzzahligen  x,  y  zu  summiren 
ist,  welche,  falls  die  Pell'sche  Gleichung  unendlich  viele  Lö- 
sungen hat,  für  die  Form  (a,  h,  c)  den  Ungleichheiten  (11),  für 
die  übrigen  Formen  analogen  Beschränkungen  genügen.  — 

Zum  Schluss  mag  ausdrücklich  hervorgehoben  werden, 
dass  den  gefundenen  Gleichheiten,  welche  für  alles  Folgende 
die  Grundlage  bilden,  zunächst  nur  eine  rein  formale  Bedeu- 
tung zukommt,  nämlich  der  Sinn,  dass  jeder  Werth,  der  auf 
der  einen  Seite  der  Gleichheit  geschrieben  oder  gedacht  wird, 
genaii  ebenso  oft  auch  auf  ihrer  anderen  Seite  gezählt  wird, 
und  dass  somit  beiderseits  dieselbe  Gesammtheit  von  Zahlen, 
nur  in  anderer  Weise  geordnet  und  zusammengefasst,  vor- 
handen ist.  Damit  diese  Gleichheiten  gewöhnliche  Gleichungen 
werden,  durch  welche  ein  Werth  einem  andern  gleichgesetzt 

/  OD 

wird,  müssen  wir  Sorye  tragen,  die  bisher  unbestimmte  Funk- 
tion F  so  zu  wählen,  dass  jede  der  beiden  Seiten  einen  Werth 
darstellt  d.  h.  convergirt.  Bevor  wir  jedoch  dazu  übergehen, 
wollen  wir  die  mit  ^  (^ni)  und  /"(«*)  bezeichneten  zahlentheore- 
tischen Funktionen  genauer  untersuchen. 

5.  Wir  haben  mit  ip^m)  die  Anzahl  derjenigen  Wur- 
zeln der  Congruenz  (2): 

z^  ^D  (mod.  w«) 
bezeichnet,  für  welche  die  drei  ganzen  Zahlen  (3): 

Baclimann,  Analytische  Zalilentliooric.  7 
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ni ,     2n , 


n^  —  D 


VI 

oline    gemeinsameu    Tbeiler    sind-,    a  (m)    bedeute    die    Anzahl 
aller   ihrer  Wurzeln.     Ist  w,  in  Primfaktoren  zerlegt, 

m  =  p^  •  j9'55    •  p"^"  •  •  • , 

so  ist  stets,  wie  wir  zeigen  wollen, 

(14)  4'  («0  =  t  {P^)  '■4){p'^')'-  '  . 

Einerseits    ist   nämlich  jede  Wurzel  n   der    bezeichneten  Art 
auch  eine  Wurzel    v,  v',  v" ,  .  .  .    der  Congruenzen 

(15)  z^'^D  (mod. p^) ,      2^  =  D  (mod. x>'^'),--' 
von  der  Art,  dass 


weder    p>^ }     ^v, 


v^  ~  D 


noch   p  ^  ,     ZV  ,    —r- 

p  ^ 

einen  semeinsamen  Tbeiler  haben;  denn  hätten  z.  B.  die 
erstem  drei  Zahlen  einen  solchen  d.  h.  wären  sie  gleichzeitig 
theilbar  durch  p,  so  würde  dies,  der  Voraussetzung  zuwider, 
auch  gelten  von  den  drei  Zahlen  (3).  Jeder  der  gedachten 
-4} (in)  Congruenzwurzeln  n  entspricht  daher  e?ne  Com- 
bination  von  Wurzeln  der  Congruenzen  (15)  von  der 
eben  bezeichneten  Art. 

Bilden  andererseits  v,v',v", .  .  .  irgend  eine  Combination 
solcher  Wurzeln  der  Congruenzen  (15),  so  kann  bekanntlich 
eine  Wurzel  n  der  Congruenz  (2)  gefunden  werden,  welche 
die  Bedingungen  erfüllt: 

n^v  (mod.p^),     n^v'  (mod.^'S''),  .... 

j,2  2) 

Da  aber  p^ ,  2v,  ^ —  nicht  gleichzeitig  durch  p  aufgehen 

jj2  J) 

sollen,  so  werden  es  auch  nicht  gleichzeitig  p^^ ,  2«, — 5 

denn    entweder    ist    dann    2v    und  folglich  auch   2u    durch  p 

nicht  theilbar:   oder  2v  ist  theilbar,  dann  aber         - —  nicht 

theilbar  durch  j),  aus  der  Congruenz  n^^v  (mod.  j)®)  d.  i.  aus 
der  Gleichung   n  =  v  +  j)®^/   ^ol»''  ^^^^  ^^®^ 
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w*  —  D        V-  —  T)    .    ^  .      _2 
^—  = h  2vy-]rP^y^ 


■««  —  D      v^  —  n 


jß  jjö 


(mod.  2>) 


ujkI  daher  ist  daim  auch  nicht  fcheilbar  durch  «:  hieraus 

folgt  weiter,  dass  daun  auch  die  drei  Zahlen  (3)  nicht  gleich- 
zeitig durch  7>  aufgehen.  Da  man  gleicherweise  sich  überzeugt, 
dass  sie  auch  weder  durch  ^',  noch  durch  j/'  u.  s.  w.  aufgehen, 
so  findet  man,  dass  jeder  der  angegebenen  Combina- 
tionen  von  Wurzeln    der   Congruenzen  (15),    deren    es 

i^(ps)  ■  '^{j}'^')  ■  ■  • 

giebt,  eine  der  xp  (in)  mit  ii  bezeichneten  Wurzeln  der 
Congruenz  (2)  entspricht.  Und  dies  Resultat,  verbunden  mit 
dem  zuerst  erhaltenen,  beweist  die  Richtigkeit  der  Formel  (14). 
Ist  nun  jj  zunächst  eine  nicht  in  2D  aufgehende 
also  ungerade  Primzahl,  so  hat  bekanntlich*)  die  Congruenz 

(15a)  z^  ^B  (mod.  p^) 

keine    Wurzel,    wenn    U  j= — 1,     zwei    Wurzeln,    wenn 

(     j  =  -|~  1  ist,  so  dass  man  allgemein  für  solche  Primzahlen 

setzen  darf 

(IG)  «(ps>)  =  i  +  (|). 

Mau  hat  zudem  in  diesem  Falle 

(17)  T/;(2)55)  =  a(pa), 

da  jede  Wurzel  der  vorigen  Congruenz  relativ  prim  zu  p, 
für  keine  ihrer  Wurzebi  also  die  drei  Zahlen 

o         z'-  -  D 

gleichzeitig  durch  j)  theilbar  sind. 

Ganz  anders  verhält  es  sich,  wenn  jj  eine  in  2D 
aufgehende  Primzahl  bedeutet.  Ist  alsdann  v  eine  Wurzel 
der  Congruenz  (15a),  also 

*)  S.  Elemente  der  Znhlentheorie  S.  HO. 
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v^  ^  D  (mod.  2^®) , 
so  ist  auch 

{2vf  =  4:D  (mod.i)ffl) 

und  demnacli  gelit  p  auch  in  2  v  auf.  Ist  daher  v  eine  der 
^  (pö)  Wurzehi,  für  welche  die  Zahlen 

(18)  i.^  2v,  '-^/ 

y2   J) 

ohne   gemeinsamen  Theiler  sind,    so   darf  nicht  mehr 

durch  j;  theilbar,  v  also  keine  Wurzel  der  Congrueuz 

(15b)  z^  =  D  (mod.  p^+^) 

sein.  Ist  dagegen  v  eine  Wurzel  der  Congrueuz  (15  a),  für 
welche  die  Zahlen  (18)  einen  gemeinsamen  Theiler  haben 
d.  h.  gleichzeitig  durch  p  aufgehen,  so  ist  v  auch  eine  Wurzel 
der  Congrueuz  (15  b)  und  zugleich  mit  ihr  die  p  —  1   anderen 

Werthe: 

v-\-p^y     für      y=l,2,d,...p—\, 

für  deren  jeden  man  findet: 

(v  -f  P^uT  —  D  =  v^  —  D  -\-  2vyp^  +  y^p^^ 

d.  i.  ^  0  (mod.  ps  +  i).  Jeder  Wurzel  der  Congrueuz  (15  a), 
für  welche  die  Zahlen  (18)  einen  gemeinsamen  Theiler  haben, 
entsprechen  daher  ;?,  und  offenbar  auch  nur  2^  verschiedeue 
Wurzeln  der  Congrueuz  (15  b).  Da  aber  auch  umgekehrt  eine 
Wurzel  V  dieser  letztern  Congrueuz  eine  solche  Wurzel  von 
(15  a)  sein  muss,  für  welche  jene  drei  Zahlen  einen  gemein- 
samen Theiler  haben,  so  vertheilen  sich  alle  Wurzeln  der 
Congrueuz  (15b)  in  Gruppen  von  je  p)  Wurzeln,  entsprechend 
den  bezeichneten  Wurzeln    der    Congrueuz   (15a),    sodass    die 

Anzahl  der  letztern  gleich  — •  a{p^  +  ^)   sein  muss. 

Aus   dieser  Betrachtung  ergiebt   sich   zunächst,   dass   die 
Gesammtheit    aller  Wurzeln    der    Congrueuz    (15a)    gleich 

jp  (2>®)  -\ •  cc  (2^55  +  1) ,    oder 

(17  a)  rp{p^)  =  aip^)  —  a{p^  +  '^) 

sein  muss. 
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Wir  beweisen  hier  noch  deu  bemerkenswertlien 
Umstand,  dass  die  Anzahl  cc(2^^),  sobald  ijr  eine  ge- 
wisse Grenze  überschreitet,  für  jedes  w  ein  und  den- 
selben Werth   behält. 

Sind  jj"  und  p''  die  höchsten  Potenzen  von  p,  welche  in 
D  und  in  v  enthalten  sind,  und  setzen  wir 

D=p"D',        v=p''-v', 
so  folgt  aus  (15  a)  für  s  =  v 

p'-''v'-  —  jj" 2) '     theilbar  durch    p^  . 
Ist  daher    co>a,    so  müsste    2h  ^  a    und 

p-'>—"-v"- — V     theilbar  durch    p^—a 

sein.  Dies  wäre  unmöglich,  wenn  2^  >  «  wäre,  und  erfordert 
also  2h  =  a  und  folglich  a  gerade.  Somit  ist  im  Falle 
eines  ungeraden  a 

(19^)  «(2)53)  =  0     für     13  >a. 

Ist  dagegen  a  gerade,  so  muss  v"^  ^  D'  (mod.  ^;5)— «)  sein. 
Betrachten  wir  zuerst  den  Fall  eines  ungeraden  p. 
Dann  findet  man  wieder 

(19-)     a  (^j®)  =  0     für     cö>«,     wenn      y—\=  —  l. 

Ist  aber   ( — j  =  -\-\  ,  so  hat  die  Congruenz  zwei  (mod.  ^js-«) 

incongruente  Lösungen  v' ,  deren  jeder  p"^'^  (mod.  ^)55)  incon- 
gruente  Lösungen  der  Congruenz  (15  a)    nach  der  Formel 

V  =  pf'-'  {y'  -\-  p^—c^ij) 
für  ?/  =  0,  1,2,3,  ...2)"'^—  1 
entsprechen.     Also  ist 

(19-*)  a^p^)  =  2p"l-^    für     oT>  a,     wenn     (      j  =  -)-  1    ist. 

Bedeutet  aber  p  die  Primzahl  2,  so  hat  die  Congruenz 

v'^~D'  (mod.  2s>-«), 

wenn  to  >  a  -|-  2  vorausgesetzt  wird,  nur  dann  eine  Lösung, 
wenn  Z)'=8A-[-  1  ist,  und  4  Wurzeln  v\  welche  (mod.  ^Q— ") 
incongruent  sind,  falls  diese  Bedingung  erfüllt  ist;  jeder  von 
diesen  entsprechen  dann  nach  der  Formel 
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V  =  2"»  (v'  -f-  2^-"y) 

für  y  =  0,  1,2,  3,...2«A  — 1 

2" »  nach  dem  Modulus  2®  incongruente  Lösungen  der  Congrueuz 

v^  =  D  (niod.  25J) . 
Hieraus  findet  man  also  scliliesslich: 

(190  r^^  >>       ^  für      a?>a  +  2, 

^      ^  la(25))  =  0  j 

je  nachdem    Z)'  ^  1  (mod.  8)    ist  oder  nicht. 

Hiermit  ist  der  Nachweis,  den  wir  führen  wollten,  ge- 
leistet. — 

6.  Wenden  wir  uns  nun  zur  Funktion  f(in)j  Avelche  durch 
die  Formel 

(20)  /■0'0=2^f^") 

definirt  war,  in  der  die  Summation  sich  auf  alle  quadratischen 
Theiler  von  m,  inclusive  der  Einheit,  bezieht. 
Ist    w=j95),    so  folgt  sogleich 

(21)  /'(i^53)  =  t^(235;)   4-  ^(pS-2)  _j_  ^(^pB-i)  -] ^ 

welche  Reihe  soweit  fortzusetzen  ist,  als  der  Exponent  nicht 
negativ  wird,  und  wobei  für  j^  (1)  die  Einheit  gesetzt  Aver- 
den  muss. 

Ist  dagegen 

(22)  7;i  =  j)53  .  j/s' .^"w"  .  .  . 

und  bildet  man,  der  vorigen  Formel  gemäss,  das  Produkt 
so  gewinnt  man  für  dasselbe  die  folgende  Entwicklung: 

X,   ^fj)S3-2a)  .  -il;(p'Si'-2a')  .   .  .   ^ 

in  welcher  2  a,  2  a',  .  .  .  alle  geraden  Zahlen  zu  durchlaufen 
haben,  welche  resp.  die  Grenzen  (ö,  co',  .  . .  nicht  überschreiten, 
d.  i.  aber  nach  (14) 


wenn 


^*(?)- 


m2  __  nj2 a ^j' 2 u' ^y  2 a" 
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gesetzt  wird,  eine  Formel,  welche  die  sämmtlicben  quadratischen 
Theiler  von  m  repräsentirt.    Hiernach  findet  sich  sogleich: 

(23)  fi:^n)=f{pr^)f{p'^')f{p"^").... 

Ist  nun  zuvörderst  p  eine  nicht  in  2Z)  aufgehende  also 
ungerade  Primzahl,  so  hat  jeder  Summand  auf  der  rechten 
Seite  der  Gleichung  (21),   bei   welchem    der  Exponent  positiv 

ist,  nach  (17)  den  Werth    1  -|-  (     j ,    worai\^  , 

.(.')  =  i  +  (f)  =  (|)  +  (|) 

also  im  Falle  eines  ungeraden  c5 

hervorgeht.     Im  Falle  eines  geraden  5J  findet  sich  in  gleicher 
Weise 

^(/)=1 


also  wieder  und  daher  allgemein 
(24)  ^<^^''^)=J'(,/)- 


Hieraus    folgt    aber    mit    Rücksicht    auf  (23)    für 
jede  zu  2D  prime  Zahl  m 

(25)  ./■("')  =2"  (^)' 

n 

die  Summe  über  sämmtliche  Theiler  n  von  m  erstreckt. 
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"\^'ir  wollen  hier  noch  die  Reihe  betrachten 


(26)  ^^=2:':['I 

£3=0     ^ 


Wenn  (— )  =  —  1  ist,  so  folgt  aus  der  Formel  (24)  sogleich, 

dass  f{p^)  =  0  ist  für  jedes  ungerade   w,  dagegen  f{p^)  =  1 
für  jedes  gerade  a.     In  diesem  Falle  wird  demnach 


(27^)  ^0=^^^  =  -^- 

P 

Ist  dagegen   (  J  =  +  1,  so  wird  nach  (24)  /■(;;S)=  w  +  1  , 
also 

-^s  +1                         1 
(270  ^0=2/     „^     ^-  '■      T T^- 


ffi  =  0 


2)" 


i^-j)" 


Nunmehr  aber  sei  p  eine  in  2D  aufgehende  Prim- 
zahl. In  diesem  Falle  folgen  aus  (Ha)  zunächst  diese  Glei- 
chungen: 

"  1  =  1 

tp{p)  ^  ß^  _  ecjy) 
V  P  P' 

^  (p-)  ^  ^P^  _  ^iir') 
ir^  p-  p^ 


deren  Addition  mit  Rücksicht  darauf,  dass  «  (p)  =  1  gefunden 
wird,  die  Gleichung 

^  "T"       ^       "*"       29^       "T-      ^3        -1  "-   "T"    j3 

ergiebt*).    Wird  aber  diese  convergente  Reihe  mit  der  anderen: 


*)  Dass  die  Summe  der  rechten  Seiten  gleich   1  -\ —     ist,  ergiebt 

sich   daraus,  dass  die  Summe   dieser  Seiten  bis  zu   einer   hinreichend 
späten  Gleichung  hin   sich  von   dem   angegebenen  "Werthe   nur   um  ein 

Glied  von  der  Form —    unterscheidet,   d.  i.   (nach   der  Schluss- 
es 

bemerkung  von  Nr.  5)  um  einen  Werth,  der  mit  wachsendem  s  beliebig 

klein  wird. 
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l  +  p  +  ;!.  +  -- 

multiplicirt  und  dann  nach  Potenzen  von  —  geordnet,  so  er- 
hält man  mit  Rücksicht  auf  (21)  als  Produkt  die  Reihe  <Pq. 
Man  findet  demnach  in  diesem  dritten  Falle 

(27»)        *°=r-i'^'  +  ^^^rzi" 

Die  drei  erhaltenen  Formeln  lassen  sich  folgender- 
massen  in  eine  einzige  zusammenfassen: 

,^„,  'S^fip''')= i . 

'"^  .^0    .^  (.-})(-f)' 

wo    E=y    j,    wenn  jj    nicht    in    2  D    aufgeht,    dagegen 

£  =  0  zu  setzen  ist  im  entgegengesetzten  Falle. 

Da  hiernach  in  allen  Fällen  die  unendliche  Reihe  5»„  (un- 
bedingt) convergirt,  so  gilt  dies  umsomehr  von  der  Reihe 

5i  =  0    ^ 

sobald  5  >  1  ist,  und  zwar  ist  diese  für  alle  solche  s  gleich- 
massig  convergeut,  da  ihr  Rest  von  einem  beliebigen  «''"  Gliede 
ab  für  jedes  solches  s  kleiner  ist  als  der  entsprechende  Rest 
der  Reihe  O,,,  also  bei  hinreichend  grossem  n  beliebig  klein 
ist.  Nach  dem  Abel'schen  Principe  (3.  Absch.  Nr.  3)  ist  daher 
0  für  alle  s  >  1  eine  stetige  Funktion  von  s  und  demnach 

(29)  lim.  ^  =  ^0  • 

.1=1 

7.    Wir  kehren  nunmehr  zur  fundamentalen  Gleichheit  (G) 

wieder  zurück  und  wählen  für  die  Fimktion  F  den  Ausdruck 

z 
wo   s  >  1   sei.    Die  Formel  (ß)   nimmt  damit '  die  Gestalt   an : 

(G)         ,.2'A^)=2'r^    '    ^    .,  +  ■■•. 

-^^    nr         ^"^  {ax^-\-  ihxy  -\-  cy^y 
wo   links   über  sämmtliche    positive    ganze   Zahlen    «/,    rechts 
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aber,  je  nach  den  beiden  Fällen,  welche  die  Formel  (6)  uni- 
fasst,  über  sämmtliche  ganze  Zahlen  x,y,  für  welche  (a,/>,c) 
positiv  wird,  oder  in  der  ersten  Summe  nur  über  die  durch 
die  Ungleichheiten  (11)  beschränkten  ganzen  Zahlen  x,  y 
und  in  den  übrigen  Summen  analog  zu  summireu  ist.  Wir 
weisen  zunächst  nach,  dass  die  unendliche  Reihe  zur  Linken 
convergirt,  womit  daim  das  Gleiche  auch  für  die  rechte  Seite 
nachgewiesen  ist,  da  diese  dieselben  positiven  Werthe  nur  in 
anderer  Anordnung  enthält;  übrigens  werden  wir  uns  von  der 
Convergenz  der  einzelnen  Summen  rechts  noch  später  über- 
zeugen*). —  Zu  diesem  Zwecke  bemerken  wir,  dass  offenbar 
alle  positiven  ganzen  Zahlen  m  gefunden  werden,  wenn  man  in 

m  =  ^  ■  m' 

ür  ^L  alle  positiven  Zahlen,  inclusive  der  Einheit,  setzt,  welche 
aus  den  in  2D  aufgehenden,  für  m'  alle  diejenigen,  inclusive 
der  Einheit,  welche  aus  den  in  2D  nicht  aufgehenden  Prim- 
zahlen zusammengesetzt  sind;  di'  ist  daher  dann  relativ  prim 
sowohl  zu  2D  als  auch  zu  ,u  und  deshalb  ist  nach  (23) 

und 

(30)  /■0»')  =  ^(?)> 

wenn  diese  Summe  auf  alle  Theiler  n  von  m'  bezogen  wird. 
Hieraus  ersieht  man  leicht  die  Gleichheit  zwischen  der  Summe 

m 

und  dem  folgenden  Produkte: 

p       m=0     J-  n  n 

wo  das,  den  ersten  Faktor  bildende  Produkt  auf  alle  Prim- 
faktoren p  von  2D,  die  beiden  Summationen  im  zweiten  und 
dritten  Faktor  aber  auf  alle  positiven  zu  2D  primen  Zahlen  n 
sich  erstrecken.  Denn  erstens  sind  alle,  in  dieser  Formel  vor- 
kommenden unendlichen  Reihen,  früheren  Bemerkungen  zufolge, 


*)  S.  Sechster  Abschnitt  Nr.  3. 
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für   s  >  1    unbedingt  convergent.    Nach  Abschn.  1   Nr.  3    ist 
es  daher  auch  das  entwickelte  Produkt 


ni'-':  =2"^ 


P        £3  =  0 


:r,.  p 


und 


^   „s  \Zj  \n)  „:        2.2j  \n/(„„'y' 


wo  sowohl  n  als  n  alle  zu  2  D  primeu  positiven  Zahlen  durch- 
laufen müssen,  was  auch  als  einfache  Summe: 

^    m'* 

geschrieben  werden  kann,  wenn  man  die  Glieder  vereint,  in 
denen  nn  =  m'  ist,  und  (30)  beachtet,  und  nach  derselben 
Nr.  ist  daher  endlich  das  ganze  Produkt  (32)  oder 

Für  5>1  hat  demnach  die  Gleichung  (G)  eine 
numerische  Bedeutung  und  ihre  linke  Seite  ist  gleich 
dem  Produkte  (32),  mit  r  multiplicirt. 

Es  wird  auch  hier,  wie  bei  der  arithmetischen  Progression 
wieder  wesentlich  darauf  ankommen,  was  aus  dieser  Gleichung 
wird,  wenn  s  gegen  1  convergirt;  wir  wollen  dazu,  indem 
wir  6  ==  1  -f-  9  setzen,  die  Gleichung  (G)  von  vornherein  mit 
Q  multipliciren  und  dann  zur  Grenze  p  =  0  übergehen.  Be- 
achten wir  die  Formeln  (27)  und  (29),  sowie  auch  die  Glei- 
chung (18)  des  3.  Abschnittes,  so  kann  dann  die  linke  Seite 
einfacher  auch  folgendennassen  dargestellt  werden: 

77(731)  ■J'^-^^'i".-*'?»'^'' 

/> 
wo  nun,  ähnlich  wie  Formel  [21]  im  vorigen  Abschnitte, 

gefunden  wird.     Und  somit  gewinnen  wir  das  Resultat: 
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Der  Grenzwertb  zur  Linken  der  Gleicliung  (G)  ist 
der  folgende: 


.^(^M 


^•^(v)i' 


mithin  ist  er  endlich,  und  zufolge  (G)  dürfen  wir 
sehreiben: 

8.  Der  erste  Gebrauch,  den  wir  von  diesen  Gleichungen 
machen  wollen,  soll,  wie  es  zuerst  Kronecker  gethan  hat, 
zu  dem  Zwecke  gemacht  werden,  nachzuweisen,  dass  die 
Pell'sche  Gleichung  für  jede  positive  Determinante 
unendlich  viele  ganzzahlige  Lösungen  hat. 

Wenn  nämlich  für  eine  positive  Determinante  D  die 
Pell'sche  Gleichung  nur  eine  endliche  Anzahl  r  ganzzahliger 
Lösungen  hätte,  so  würde  für  sie  in  der  Gruudformel  (G) 
oder  (Gq)  jede  der  Summationeu  zur  Rechten  sich  über 
sämmtliche  ganze  Zahlen  x,  y  erstrecken,  für  welche  die 
entsprechende  Form  (a,h,  c)  positiv  wird.  Legen  wir  aber 
auch  nur  in  derjenigen  dieser  Summen,  welche  der  Hauptclasse 
entspricht  und  als  deren  repräsentirende  Form  die  Hauptform 
X-  —  JDi/  gewählt  werden  kann,  also  in  der  Summe 

V         1 

X,  y  alle  jene  Werthe  bei,  so  entsteht,  Avie  wir  hier  nach 
Kronecker  darstellen  wollen,  ein  Widerspruch  gegen  die 
Gleichung  (G^),  indem  mit  unendlich  abnehmendem  q  diese 
Summe  und  damit  die  ganze  rechte  Seite  unendlich  wächst, 
während  die  linke  Seite  endlich  ist;  dies  gilt  sogar  schon, 
wenn  man  x,  y  auch  nur  die  sämmtlichen  ganzzahligen  Werthe 

x  =  2Dl-\-\,         y=^2n 

beilegt,  für  welche 

(33)  (2Di  +  l)2-4Z)7?2>o, 

I,  y]    aber  nicht  negative    ganze   Zahlen    sind,    d.  h.    also:    es 
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gilt  schon  von  der  anf  alle  die  bezeichneten   |,  >;   erstreckten 
Doppelsunime 

(34)  p .  "^^  ' 


'4-^.  ((2I>^  +  1)*— 4Z>jj«)i  +  t^  * 


Um  dies   zu   erweisen,    bemerke   man  zunächst,   dass   bei 
gegebenem  >;  die  kleinste  der  vorigen  Ungleichheit  genügende 


ganze  Zahl  ^ 


sein  wird,  kürzer:    |  =  J'^{t(),    wenn 

27)«  =  27?]/Z)  +  2  7)—  1 


gesetzt  wird.  Ferner  ist  offenbar,  wenn  ^,  )]  eins  der  be- 
zeichneten Systeme  ist, 

^ >/r äj ' 

((2Dt +  1)'^-4Djj^)1  +  ('      J  ((21)1  +  1)^  — 4D73'')i  +  ? 
und  demnach  die  einfache  Summe 

y 1 >  r ^1 

-4-^((2Z)|  +  \y'~4:Dri^)'^+Q      J  ((27)|  +  1)^  —  4  073^)1  + (^ ' 

wenn  die  Summation  bezüglich  ^  über  alle,  bei  dem  gegebenen 
r]  der  Ungleichheit  (33)  genügende  |  erstreckt  würd,  und  um- 
somehr  noch  grösser  als 


J 


dl, 


((2Z>^  +  1)^  — 4  7>7]«)'  +  C 

Dies  Integral  aber  verwandelt  sich,  weim 

27)|  +  l=r,         2J)u-]-l=v 
gesetzt  wird,  in 

CO 

_i_  /• dr 

Nun  ist 

^'^  _  47)»?^  =  (^'  -  V  -\-  2D)[^'  -  V  -\-  2D  -}-  4r)  YD)  ■ 

wird  also    §' — f  =  ^"    gesetzt,   so   geht   das   Integral   weiter 
über  in  die  Form 


110  Fünfter  Abschnitt. 

0 

welche  lelirt,  dass  es  eine  mit  wachsendem  i]  abnehmende 
Funktion  dieser  Grösse  ist.  Daraus  folgt  aber,  dass  die 
Doppel  summe    in  (34)    grösser    ist    als   das  Doppelintegral 

CK        X 

J_  /•  /• dy  d's,"  

2-ÖJ  J  (r'  +  2Dy+?(|"  +  2D  +  47jyz;y+?' 

Ü      0 

welches,  wenn  mit  der  Integration  nach  7;  begonnen  wird, 
übergeht  in 

d%" 


d.  i.  in 

(35) 


8D)/D     QJ  (|"  +  2Z))2^'+^ 

0 


Aus  diesem  Resultate  würde  aber  folgen,  dass  das  Pro- 
dukt (34)  und  damit  umsomehr  die  rechte  Seite  der  Grund- 
formel (Gq)  mit  unendlich  abnehmendem  q  über  jede  Grenze 
hinaus  wächst,  was  der  Natur  ihrer  linken  Seite  zuwiderläuft. 

Wir  glauben  hier  die  Bemerkung  nicht  unterdrücken  zu 
sollen,  dass  man  zum  Nachweise,  dass  die  Pell'sche  Gleichung 
für  D  >  0  unendlich  viele  ganzzahlige  Lösungen  hat,  des 
Grenzfalles  (G^,)  der  Grundformel  (G)  nicht  bedarf,  sondern 
mit  dieser  Grundformel  selbst  zum  Ziele  gelaugt,  wenn  man 
sich  auf  einen  bekannten  Satz  aus  der  Lehre  von  den  Ketten- 
brüchen stützt,  denselben  Satz  nämlich,  welcher  der  be- 
rühmten Dirichlet'schen  Theorie  der  Pell'schen  Gleichung 
zu  Grunde  liegt. 

Betrachten  wir  wieder  in  der  Grundformel  (G),  deren 
linke  Seite  für  jedes  s  >  1  convergent  also  endlich  ist,  zur 
Rechten  nur  die  auf  die  Hauptclasse  bezügliche  Summe 

(36)  y- 


welche,  falls  für  die  Determinante  D  die  Pell'sche  Gleichung 
nur  eine  endliche  Anzahl  ganzzahliger  Lösungen  hätte,  auf 
sämmtliche  ganze  Zahlen  x,  y  auszudehnen  wäre,  für  welche 
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X-  —  Di/>0 

ist.  Nach  jeuem  Hilfssatze  giebt  es  unendlich  viel  positive 
ganze  Zahlen  x,  y,  für  welche 

0<x-yVlJ<j 

ist,  nämlich  die  Zilhler  und  Nenner  derjenigen  Näherungs- 
brüclie  dos  Kettenbruchs  für  YD,  deren  Ordnung  gerade  ist; 
für  alle  diese  Systeme  ist  dann  auch 

0<x  +  yyD<j+2yyD 
und  folglich 

0  <x^-  -  I)f  <^,  +2yD  <  \  -{-  2yD; 

für  alle  diese  Systeme  x,  y  ist  demnach 
1  .  1 


> 


(x-'  —  Dy^y  "  (1-f  2  yny' 

und  da  ihrer  unendlich  viele  sind  und  sie  alle  zu  den  Systemen 
zählen,  auf  welche  die  Summe  (36)  sich  erstreckt,  so  muss 
diese  Summe  sicher  unendlich  sein.  Da  auf  solche  Weise 
aus  der  Grundformel  (G)  ein  Widerspruch  hervorginge,  muss 
die  Pell'sche  Gleichung  für  jede  positive  Determinante  un- 
endlich viele  ganzzahlige  Lösungen  haben.  — 

9.  Nachdem  dieser  Nachweis  geführt  worden  ist,  leuchtet 
ein,  dass  für  alle  negativen  Determinanten  die  Formel  (6^,), 
für  alle  positiven  Determinanten  die  Formel  (ßj)  anzuwenden 
ist,  und  dass  dem  entsprechend  x,  y  in  der  Grundformel  (6) 
sowie  in  der  Gleichung  (G^)  für  alle  ersteren  Determinanten 
alle  ganze  Zahlen  unbeschränkt,  für  alle  letzteren  dagegen 
nur  die  durch  die  bekannten  Ungleichheiten  beschränkten 
ganzzahligen  Werthe  anzunehmen  haben. 

Wir  leiten  nun  zunächst  aus  (6)  noch  einige  andere  For- 
meln her,  die  uns  in  der  Folge  vonnöthen  sein  werden. 

Indem  wir  unter  dem  Zeichen  77  irgend  eine  positive 
ganze  Zahl  verstehen,  können  wir  in  der  Formel  (G)  die 
Funktion  F(tn)  so  gewählt  denken,  dass  sie  für  jedes  gauz- 
zahlige  Argument  w,  welches  einen  gemeinsamen  Theiler  mit 
//  hat,  verschwindet.  Dann  erhalten  wir  eine  Gleichung 
von  <renau  derselben  Gestalt  wie  früher: 
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(0')  T  .^'n>u)-  F(m)  =^'F{ax''  +  2hxy  ^  cf)  +  ---, 

wo,  ebenfalls  wie  früher,  die  auf  die  x,  y  bezügliche  erste 
SummatioD,  falls  die  Determiuaute  positiv  ist,  den  Bedingungen 
(11)  und  die  übrigen  Summationen  analogen  Bedingungen 
unterworfen  sind,  wo  aber  der  Umfang  aller  Summa- 
tionen jetzt  ein  beschränkterer  ist,  insofern  das  Argu- 
ment der  Funktion  F  als  relative  Primzahl  zu  FI 
vorauszusetzen  ist. 

Wird  insbesondere  angenommen,  dass  77  alle  Prim- 
faktoren, aus  denen  21)  sich  zusammensetzt,  in  sich 
enthält,  so  dass  jede  zu  77  prime  Zahl  m  es  auch  ist  gegen 
22),  so  gilt  für  jede  solche  Zahl  m  die  Beziehung 

n 

die  Summe  auf  alle  Theiler  n  von  7n  bezogen;  man  kann  in 
diesem  Falle  die  Gleichung  (C)  auch  folgendermasseu  schreiben: 

(()")  r  ■2!'{^)  ^(^'^')  =^'F{ax'  +  2hxy  +  cy')  +  •  •  •  , 

worin  links  über  alle  positiven  Zahlen  n  und  n'  zu  summiren 
ist,  welche  relativ  prim  sind  zu  77. 

Ist  noch  specieller  TI  das  Produkt  der  verschie- 
denen Primfaktoren,  aus  denen  22)  besteht,  so  stimmen 
die  relativen  Primzahlen  gegen  7T  mit  denjenigen  gegen  22) 
überein.  Wird  zudem  die  Funktion  F{m)  näher  dahin  be- 
stimmt, dass  sie  für  jede  Zahl  m,  welche  relativ  prim  ist  zu 
22),  den  Ausdruck 

F{m)  =     ^ 


bedeutet,    so    erhält    man    aus   (6")    die    Dirichlet'sche 
Fundamentalgleichung: 

(6  )  ^  -^  K^j  („,,')t-t-p  =Zj  {ax'^  +  ihxy^crff-^'^  "^  *  "  ' 
worin  n,  n'  alle  relativen  Primzahlen  zu  22)  zu  durchlaufen 
haben  und  auch  die  Werthe  der  quadratischen  Formen  relativ 
prim  sein  müssen  gegen  22).  Die  Convergenz  beider  Seiten 
für  p  >  0  geht  ohne  weiteres  aus  derjenigen  beider  Seiten 
der  Gleichung  (G)  hervor. 
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Denkt  man  sieh  hier  beiderseits  die  Glieder  nach  der 
Grösse  des  Neuners  geordnet,  indem  man  diejenigen  mit  glei- 
chem Nenner  zusammenfasst,  so  kann  man  die  Gleichung  auch 
folgendermassen  schreiben: 

beide  Summatiouen  über  alle  positiven  relativen  Primzahlen 
zu  2D  erstreckt;  und  es  ist  dann 

wo  die  Summe  sich  auf  alle  Theiler  n  von  m  bezieht,  und 
C'm  bezeichnet  die  Anzahl  aller  Darstellungen  von  m  durch 
das  Formensystem  der  Determinante  D,  und  zwar,  falls  diese 
letztere  positiv  ist,  mittels  solcher  Zahlen  x,  y,  welche  den 
bekannten  Ungleichheiten  unterworfen  sind.  Die  Anwendung 
des  Satzes  in  Nr.  6  des  3.  Abschnittes  auf  die  Gleichung  (37) 
ergiebt  nun  sogleich  die  Gleichheit  der  Coefficienten  Cm  und 
C',n,  also, 

wenn  wir  zunächst  negative  Determinanten  betrachten, 
folgenden  Satz: 

Die  Anzahl  aller  Darstellungen  einer  zu  2D  primen 
positiven  Zahl  m  durch  das  Formensystem  der  nega- 
tiven Determinante  D  ist  immer 

d.  i.  gleich  dem  r-fachen  Ueberschusse  der  Anzahl 
derjenigen  Theiler  n  von  m,  für  welche  ( — j  =  1 ,  über 

die  Anzahl  der  übrigen,  für  welche   /— j  =  — 1   ist. 

Dieser  Satz  lässt  sich,  wie  Dirichlet  ausgeführt  hat*), 
auch  auf  rein  arithmetischem  Wege  beweisen;  in  der  That  ist 
er  nur  die  Bestätigung  der  in  Nr.  6  gewormenen  Formel  (25), 
und  die  dort  zur  Herleitung  der  Formel  angewandten  Betrach- 
tungen stimmen  im  wesentlichen  mit  den  Dirichlet'schen 
überein.    Heben  wir  nur  die  beiden  einfachsten  und  prägnan- 


*)  S.  Crelle's  Journal  Bd.  21  p.  3. 

Bach  mann,  Analytische  Zaliloiitheorio. 
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testen  Fälle    dieses    allgemeinen   Satzes    noch   liervor,   welche 
den  Wertlieu    D  =  —  1    und   D  =  —  2   entsprechen. 

Für  D  =  —  1  besteht  das  Formensystem  nur  avis  der  ein- 
zigen Form  X-  -}-  y-  und  zugleich  ist  t  =  4.  Der  allgemeine 
Satz  nimmt  daher  hier  folgende  Gestalt  an:  Die  Anzahl  der 
Darstellungen  einer  positiven  ungeraden  Zahl  m 
durch  die  Form  x' -{- i/^  ist  gleich  dem  vierfachen 
Ueberschusse  der  Anzahl  derjenigen  Theiler  von  in, 
welche  die  Form  4Jc  +  1  haben,  über  die  Anzahl  der 
übrigen,  welche  die  Form    4Z;  +  3    haben*). 

Auch  für  J)  =  —  2  besteht  das  Formensystem  nur  aus 
einer  einzigen  Form,  nämlich  der  Form  x'-{-2y-]  hier  ist 
aber  t  =  2.  Die  Anzahl  der  Darstellungen  einer  posi- 
tiven ungeraden  Zahl  ni  durch  die  Form  x^  -}-  2y^  ist 
demnach  gleich  dem  doppelten  Ueberschusse  der  An- 
zahl derjenigen  Theiler  von  m,  welche  eine  der  For- 
men 8k  -f-  1  oder  SJc  -\-  3  haben,  über  die  Anzahl  der 
übrigen,  welche  von  einer  der  Formen  8/.;  -\-  5  oder 
8fe  +  7   sind. 

Für  positive  Determinanten  gelten  analoge  Sätze, 
doch  haben  sie  weniger  einfache  Gestalt;  man  muss  nämlich 
den  vorher  ausgesprochenen  allgemeinen  Satz  auf  solche 
Darstellungen  beschränken,  welche  den  oben  näher 
bezeichneten  Ungleichheiten  genügen. 

Ist  z.  B.  D  =  -\-  2 ,  so  giebt  es  im  Formensystem  nur 
eine  einzige  Form,  nämlich  die  Form  x^  —  2y^ .  Versteht  man 
nun  in  den  Ungleichheiten  (11)  unter  t,  u  die  Fundamental- 
auflösung T  =  3,  U=2  der  Pell'schen  Gleichung 

f—2ir=  1, 
so  hat  man  t  =  A  =  1  zu  setzen  und  die  Ungleichheiten  (11) 
nehmen  die  Gestalt  an 
(38)  y>0,        2x>3y. 

Der  diesem  Falle   entsprechende   Satz  lautet  daher  folgender- 
massen: 


*)  Diesen  speciellen  Satz  hat  bereits  Jacobi  aus  der  Theorie  der 
elliptischen  Funktionen  erschlossen  und  in  Crelle's  Journal  Bd.  12  p.  167 
auf  arithmetischem  Wege  bewiesen. 
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Die  Anzahl  aller  Darstellungen  x,y  einer  posi- 
tiven ungeraden  Zahl  m  durch  die  Form  x'  —  2?/'-, 
welche  den  Ungleichheiten  (38)  genügen,  ist  gleich 
dem  Ueberschuss  der  Anzahl  derjenigen  Theiler  von 
m,  welche  von  einer  der  Formen  87;  +  1  sind,  über 
die  Anzahl  der  übrigen,  welche  eine  der  Formen 
8Ä;  +  5   haben.  — 

10.  Hieran  schliesst  sich  eine  andere  bemerkens- 
Averthe  Anwendung  unserer  fundamentalen  Glei- 
chungen.   Wir  haben,  um  (6"')  zu  erhalten,  die  Funktion  F 

in    der  Weise    specialisirt,    dass    wir    Fi^m)  =  setzten; 

verstehen  wir  unter  77  zwar  dieselbe  Zahl  wie  zuvor,  setzen  aber 

i^(m)  =  g"', 
so  entsteht  statt  (6'")  die  Gleichung 

(G"")         r  ■^'  [^)r'  =^'  (1"^'-^"'^'-'  +  "''  +  •  •  •  , 

von  welcher  sich  wieder  nachweisen  liesse,  dass  ihre  beiden 
Seiten  unbedingt  convergiren,  so  lange  q  einen  Werth  bedeutet, 
dessen  Modulus  kleiner  ist  als  1.  Aus  ihr  fliesseu  interessante 
analytische  Folgerungen. 

Sei  zuerst  D  =  —  1 ;  dann  hat  man  zur  Rechten  nur  eine 

Summe,  wofür  man  ^^  0^"^+'/-  wählen  darf,  diese  Summation 
ausgedehnt  über  alle  x,  y,  für  welche  x^  -\-  y^  ungerade  wird; 
da  hierzu  eine  der  Zahlen  x,  y  ungerade,  die  andere  gerade 
sein  muss  und  da  die  Summe  der  Quadrate  sich  nicht  ändert, 
wenn  beide  Quadrate  vertauscht  werden,  so  darf  man 

^  q-'  +  'J'  =2-^q(''^  +  'y--^q^''' 

setzen,  wenn  nun  über  alle  ganzzahligen  ^,  »;  summirt  wird, 
d.  h.  man  findet 

Wird  andererseits  zur  Linken  von  (6""),  wo  v,  n'  ungerade 
sind,   die  Summation  nach  n    ausgeführt  mittels   der   Formel 

2  qnW  _    g«   J^   ^j^n  _|_   ,j:,n   ^    .   .   .   _   .X- 

8* 
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imil  beachtet,  dass 

T  aber  gleich  4  ist,  so  kommt  links 


n  —  l 


n  — 1 

2 


(«  ungerade) 
und  nun   durch  Gleichsetzung  mit  dem  vorigen  Resultate  die 
Gleichung: 

(2  +  ü'-^q''+-  •  •)(!  +  22^+  23^«+  •  •  •) 

_     g ?!_  I      g'    _ 

eine  Gleichung,  welche  ihrer  Natur  nach  zur  Theorie  der 
elliptischen  Funktionen  gehört  und  auch  aus  ihr  gewonnen 
werden  kann. 

Aehnliche  Resultate  finden  statt  für  jede  andere 
Determinante.  Dirichlet  hat  z.B.  (in  seiner  Abh.  Cr  eile's  J 
Bd.  21  p.  8  u.  9)  noch  ausser  dem  Falle  D  =  —  2  den  andern 
Fall  erörtert,  wenn  D  =  —  p ,  p  eine  Primzahl  von  der  Form 
Ak  -\-  3  ist;  er  zeigt,  wie  auch  in  diesem  Falle  die  Summen 
zur  Rechten  von  (6"")  in  eine  Anzahl  von  Partialsummen  zer- 
fallen, welche  durch  die  Jacobi'schen  Funktionen  ausdrückbar 
sind,  und  fügt  die  wichtige  Bemerkung  hinzu:  Da  sowohl  die 
Anzahl  der  Partialsummen  als  auch  die  Exponenten  in  ihnen 
von  den  quadratischen  Formen  der  Determinante  D  abhängen, 
sei  Hoffnung  vorhanden,  mittels  dieser  Beziehungen  zur  Theorie 
der  elliptischen  Funktionen  zu  Resultaten  zu  gelangen,  welche 
ein  neues  Licht  werfen  auf  die  eigenthümliche  Natur  der  qua- 
dratischen Formen  von  negativer  Determinante.  Darzustellen, 
inwieweit  diese  Hoffnung  durch  spätere  Untersuchungen,  ins- 
besondere durch  diejenigen  von  Kronecker  u.  A.  über  die 
Classenanzahl  quadratischer  Formen,  sich  erfüllt  habe*),  muss 
einem  besonderen  Werke  zugewiesen  werden,  welches  sich  die 


*)  S.  dazu  Dirichlet's  bezügliche  Bemerkung  in  seinem  vom 
23.7.  1858  datirten,  an  Kronecker  gerichteten  und  in  den  Göttinger 
Nachrichten  v.  J.  1885  S.  379  veröffentlichten  Briefe. 


Die  Classenanzahl  quadratischer  Formen.  —  Gmndformel.       117 

Aufgabe  stellt,  die  Anwendungen  der  Theorie  der  elliptischen 
Funktionen  auf  Zahleutheorie  zu  entwickeln. 

Hier  bemerken  wir  nur  noch,  dass  auch  für  posi- 
tive Determinanten  sich  ähnliche  analytische  Resul- 
tate ergeben,  die  insofern  noch  beachtenswerther 
sind,  als  sie  sich  niclit  aus  der  Theorie  der  elliptischen 
Funktionen  bestätigen  lassen,  mithin  auf  Transscen- 
denten  höherer  Art  hinweisen.  Z.  B.  nimmt  für  I)  =  2 
die  linke  Seite  von  (6"")  die  Form  an: 

Xi  (~~)  g""  ■>     "^^0     «,  n'     ungerade  sind, 
d.  h.  sie  ist  gleich 

ri^—l 

2'(-i)"-TfV. 

(ii  ungerade); 
und  somit  giebt  jene  Gleichung  den  folgenden  Satz: 

ya-'-2>ß  _  _1 t 21_    ,    _jL_  j 

^  '1  1—2'         1  —  2«         1  — 2'''~1  — 2'  ' 

wenn  links  die  Summation  auf  alle  x,  y   sich  bezieht, 
welche  die  Ungleichheiten 

7/^0,        2x>32j 
erfüllen  und  für  welche   x' — 2?/^    d.  i.  x  ungerade  ist. 


Sechster  Abschnitt. 


Bestimmuug  der  Classenanzahl  durcli  eine  nneudliclie  Reihe. 

1.  Die  Anwendungen,  welche  wir  in  den  letzten  beiden 
Nrn.  des  vorigen  Abschnitts  von  unseren  Fundamentalglei- 
chungen gemacht  haben,  lagen  abseits  von  dem  eigentlichen 
Ziele  unserer  Untersuchung.  Indem  wir  uns  nun  diesem,  der 
Bestimmung  der  ClasSenanzahl,  wieder  zuwenden,  beginnen  wir 
damit,  einen  allgemeinen  Hilfssatz  herzuleiten,  aufweichen 
sowohl  Gauss  alsDirichlet  sich  haben  stützen  müssen,  und 
welchem,  obwohl  er  an  sich  analytischer  Natur  ist,  am  besten 
geometrische  Fassung  gegeben  wird. 

Sei  in  einer  Ebene  durch  eine  geschlossene  Linie  G  ein 
Flächenstück  F  begrenzt,  das  sich  nirgends  ins  Unendliche 
ausdehnt,  und  durch  ein  System  gleich  weit  von  einander  ab- 
stehender Parallelen  zu  den  auf  einander  senkrechten  Coordi- 
natenaxeu  in  quadratische  Stücke  zerlegt;  von  den  Schnitt- 
punkten des  quadratischen  Netzes  wird  eine  gewisse  Anzahl, 
die  wir  mit  N  bezeichnen  wollen,  und  welche  offenbar  um  so 
grösser  sein  wird,  je  kleiner  die  Quadrate  oder  ihre  Seite  s 
gewählt  werden,  theils  im  Innern  von  F,  theils  auf  seiner  Be- 
grenzung hegen.  Der  Hilfssatz  behauptet  nun,  dass  bei 
unendlicher  Abnahme  von  s 
(1)  lim.  m^  =  F 

s  =  0 

sei. 

Um  dies  zu  beweisen,  bemerken  wir,  dass  das  Flächen- 
stück F  durch  die  zur  y-Axe  gezogenen  Parallelen  in  Streifen 
von  der  Breite  s  zerlegt  wird.  Wir  setzen  zunächst  voraus, 
dass  jeder  dieser  Streifen  die  Begrenzung  des  Flächenstückes 
nur  zweimal  schneide. 
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Wir  dürfen  die  Coordinatcnaxen  so  gelegt  denken,  dass 
das  Flächenstück  im  Winkel  der  positiven  Halbaxen  liegt. 
Wir  betrachten  dann  einen  beliebigen  der  Parallelstreifen;  die 
Stücke    der    ersten    der    ihn    begrenzenden   Parallelen,    welche 


r 

y 

\ 

F      1 

V- 

u'^^y" 

0 

von  der  a:-Axe  bis  zum  Umfange  von  F  reichen  (s.  die  Figur) 
seien  y'  und  y" ,    die   der  zweiten   ])'  -\-  /iy'    und    y"  -{-  Aij" 
und  das  innerhalb  F  liegende  Stück  der  ersten  sei  y  =  y'  —  y" . 
Der  Inhalt  des  Parallelstreifens  von  F  ist  alsdann 
ysA^s  (&'  •  Jy'  —  &" '  Jy") , 

wo  Q',  &"  zwei  positive  echte  Brüche  bedeuten;  wird  also 
über  alle  das  Flächenstück  treffende  Parallelstreifen  summirt, 
so  ergiebt  sich 

F=  Uys-j-  s  ■!:(&'•  Jy'  —  &"■  ^y"). 

Hier  ist  aber  unschwer  einzusehen,  dass  die  zweite  Summe 
numerisch  gewiss  nicht  grösser  ist  als  die  in  der  Richtung 
der  2/-Axe  gemessene  Ausdehnung  von  F,  welche  Y  heisse, 
oder  doch  als  ein  gewisses  Vielfache  derselben,  falls  die  Be- 
grenzung von  F  im  Sinne  der  y-Axe  mehrfach  hin-  und  her- 
schwankt.    Man  darf  folglich  setzen 

(2)  F=2:ys-j-&'.Ys,     * 

wo  ■O-'  eine  endlich  bleibende  Grösse  bezeichnet*). 

Andererseits    möge    n    die    Anzahl    der    Netzpunkte    sein, 
welche    auf  der    Strecke    y    liegen,    einschliesslich  derjenigen, 


*)  Vgl.  hiermit  Gauss'  betr.  Betrachtung  in  s.  ges.  Werken  Bd.  II 
p.  277. 
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welche  etwa  auf  die  Begreuzuiig  von  F  fallen;  dann  besteht 
y  aus  n  —  1  Stücken  von  der  Länge  s  und  möglicherweise  aus 
zwei  Stücken,  welche  kleiner  als  s  sind,  sodass  man  sicher 
setzen  darf 

y  =  ns  -{-  &s, 

wo  0  ein  positiver  oder  negativer  echter  Bruch  ist.  Multipli- 
cirt  man  mit  s  und  addirt  dann  über  alle  durch  F  gehende 
Parallelen  zur  y-Axe,  so  wird  die  Summe  aller  n  die  Ge- 
sammtmeuge  von  Netzpunkten  sein,  die  wir  unter  N  verstanden, 
und  mau  findet  also 

Zys  =  Xs"-  -{-  s  -  i:®s . 

Die  Summe  auf  der  rechten  Seite  ist  aber  gewiss  nicht 
grösser  als  die  gesammte  Breite  aller  Parallelstreifen,  d.  i.  als 
die  Ausdehnung  des  Flächenstücks  F  in  Richtung  der  x-Axe, 
welche  X  heisse,  und  daher  darf  man  schreiben: 

(3)  Zys  =  Ns^'-{-^"-Xs, 

wo  -9-"  einen  echten  Bruch  bedeutet.  Durch  Addition  dieser 
Gleichung  zur  Gleichung  (2)  ergiebt  sich  ohne  weiteres 

(4)  F=  Ns' -\-&-Äs, 

wenn  wieder  0  einen  für  jedes  s  endlich  bleibenden  Werth, 
Ä  aber  den  grösseren  der  beiden  Werthe  X,  Y  d.  i.  die  grösste 
Ausdehnung  von  F  in  Richtung  einer  der  Axen  bedeutet. 
Da  diese  zufolge  unserer  Voraussetzung  über  das  Flächenstück 
F  endlich  ist,  so  ist  in  der  That 

]im.Ns'=F. 

Würde  im  Gegentheil  die  Begrenzung  des  Flächenstücks 
durch  die  Parallelstreifen  mehr  als  zweimal  geschnitten,  so 
könnte  man  es  iti  mehrere  andere  zerlegen,  für  Avelche  die 
vorige  Annahme  zutrifft,  und  da  folglich  der  Satz  für  jeden 
dieser  Theile  von  F  stattfinden  würde,  bleibt  er  offenbar  auch 
für  das  ganze  Flächenstück  richtig. 

Bekanntlich  wird  F  gemessen  durch  das   Doppelintegral 


Iß 


dx  cly , 
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ausgedebiit  über  alle  Punkte  x,  y,    welche  innerhalb   F  sind. 
Somit  darf  man  der  Formel  (4)  auch  die  Form  geben: 

(5)  /  Idx  chj  =  Ns'  -^GÄs, 

unter  Avelcher  wir  später  von  ihr  Gebrauch  machen  werden. 
Die  Form,  in  welcher  Dirichlet  diesen  Hilfssatz  zuerst 
ausgesprochen*)  und  welche  auch  Gauss  ursprünglich  gewählt 
hat**),  ergiebt  sich  aus  der  vorigen  gewissermassen,  indem 
mau  die  Figur  unendlich  vergrössert.  Es  ist  offenbar  der- 
selbe Satz,  wenn  wir  sagen:  Denkt  man  sich  die  unend- 
liche Ebene  durch  äquidistante  Parallelen  zu  den  Coordinaten- 
axen  in  gleiche  Quadrate  s^  zerlegt,  und  eine  Curve  C,  welche, 
indem  sie  sich  dabei  stets  ähnlich  und  zur  Anfangslage 
ähnlich  liegend  bleibt,  fort  und  fort  sich  ausdehnt,  und  nennt 
man  N  die  dabei  gleichzeitig  unendlich  wachsende  Anzahl  von 
Netzpunkten,  die  in  das  Innere  von  C  oder  auf  C  selbst  fallen, 

so  convergirt  das  Verhältniss  -p-  gegen   die  Einheit. 

2.    Sei  nun 

ax^  -\-  2hxy  -}-  (^V^ 

eine   (positive)    quadratische    Form    zunächst    von    negativer 
Determinante    D  =  —  z/.     Die  Gleichung 
ax^  +  '2hxy  -\-  cy^  =  1 
stellt  dann    bekanntlich    eine  EllijDse  vor,    deren  Mittelpunkt 
der  Anfangspunkt    der   Coordiuateu    ist    und    deren   Halbaxen 
durch  eine  einfache  Coordinatentransformation  gleich 


'\/a  -\-  c  —  M  1 /a  -\-  c  -\-  U 

V         ¥2  '  V  22 

gefunden  werden,  wenn  R  zur  Abkürzung  gesetzt  wird  für 

der  Flächeninhalt  F  einer  Ellipse  aber  ist  gleich  dem  Pro- 
dukte ihrer  beiden  Halbaxen  in  jr.  Demnach  findet  man 
ohne  Mühe 

■n  ^ 


'*)  S.  seine  Abh.  recherchcs  sur  diverses  applications  u.  s.  w. 

**)  S.  Gauss'  AVcrkc  13d.  -J  pa-   -JTl. 
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Diejenigen  Punkte  ferner,  welche  im  Innern  oder  auf  der  Be- 
grenzung der  elliptischen  Fläche  F  liegen,  werden  durch  die 
Ungleichheit 

ax^  -f"  -^xil  +  cif-^  1 
bestimmt. 

Denkt  man  sich  nunmehr  unter  31  eine  beliebige  positive 
ganze  Zahl  und  zerlegt  die  elliptische  Fläche  durch  äquidi- 
stante  Parallelen  zu  den  Coordinatenaxen,  zu  welchen  diese 
Coordinatenaxeu    selbst    gehören   sollen,    in  gleiche   Quadrate, 

deren  Seite  s  =  1/^  ist,  so  werden  die  Coordinaten  x,  y 
der  Schnittpunkte  die  Vielfachen  von  s  sein: 

(7)  x  =  is,       y  =  ns, 

unter  |,  ij  ganze  Zahlen  verstanden;  und  die  Coordinaten  der- 
jenigen N  Schnittpunkte,  welche  auf  die  Ellipse  oder  ins 
Innere  von  F  fallen,  werden  der  Ungleichheit 

genügen,  umgekehrt  aber  auch  jedem  ganzzahligen  Systeme  ^,  ?/, 
das  diese  Ungleichheit  erfüllt,  nach  den  Formeln  (7)  einer 
jener  Schnittpunkte  entsprechen.  N  bezeichnet  demnach 
auch  die  Anzahl  derjenigen  ganzzahligen  Systeme  x^y, 
für  welche  der  Werth  der  quadratischen  Form 

ax^  -\-  2bxy  -f-  cy^ 

nicht  grösser  ist  als  31.  Bei  unendlich  wachsendem  31 
wird  aber  s  unendlich  klein,  und  durch  Anwendung  des  Hilfs- 
satzes finden  wir  dann  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichung  s^  =  jf 
für  diese  Anzahl  N  folgende  Beziehung: 

N  7t 


(8)  lim. 


M= 


M 


V^ 


Ist  zweitens  ax^  -\-  2h xy  -\-  cif  eine  quadratische  Form 
von  positiver  Determinante  D,  deren  erster  Coefficient,  Avie 
früher  festgesetzt  wurde,  positiv  ist,  so  bedeutet  die  Gleichung 

ax^  +  ^hxy  -\-  cy'^  =^  1 

eine  Hyperbel,  deren  Mittelpunkt  im  Coordinatenanfange  liegt; 
die  Punkte  x,  y,  welche  die  Ungleichheit 
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(0)  rta-  +  2hxy  +  c?/-  <  1 

erfüllen,  sind  die  Punkte  der  imeudliclien  Ebene,  welche  zwi- 
schen den  beiden  Hyperbelarmen  liegen.  Die  Gleichung  y  =  0 
bedeutet  die  a;-Axe;  fügen  Avir  jener  Ungleichheit  die  weitere 
Bestimmung  hinzu: 

(0)  v>o, 

so  beschränkt  sich  jene  Punktmenge  auf  diejenigen  Punkte 
derselben,  die  oberhalb  der  ^'-Axe  liegen.  Ferner  bestimmt 
die  Gleichung  x  =  yy  d.  i.  die  Gleichung 

a  {ax  +  hy)  =  ty  , 

in  welcher  (,  n  die  früher  definirte  Auflösung  der  Pell'schen 
Gleichung  bezeichnen,  eine  durch  den  Anfangspunkt  gehende 
Gerade,  und  die  Ungleichheit 

(9)  u(ax  -\-hy)^ty 

alle  Punkte  x,  y  auf  einer  Seite  dieser  Geraden.  Die  drei  Un- 
gleichheiten (9)  oder  die  entsprechenden  Linien  zusammen- 
genommen begrenzen  ein  endliches  Flächeustück  F  der  Ebene. 
Aus  der  ersten  folgt  nämlich  sogleich 

(aa;  +  &2/?  ^  «  +  Dy- , 
und  da  den  beiden  andern  zufolge  ax  -\-  hy  positiv  ist, 


ax  +  &?/<l/a  -\-Dy^', 
während  zugleich 

ax  +  hy^  ^y 

sein  soll;  beides  ist  nur  möglich,  solange 

ist,  woraus,   mit  Rücksicht  auf  die  zweite  der  Ungleichheiten 
(9)  für  y  die  Beschränkung 

(lö)  '  O^y'^nYa 

hervorgeht.     Für  jeden  dieser  Werthe   liegt  dann  x   zwischen 
den  endlichen  Grenzen 
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Das  FJiiclieustück  F  ist  also  durch  die  Ungleichheiten  (10) 
defiuirt  und  kann  auch  durch  das  Integral 


=  I  Iclx  dy 


ausgedrückt  werden^  wenn  es  zwischen  den  angegebenen  Gren- 
zen für  X,  y  genommen  wird.  Beginnt  man  mit  der  Integration 
nach  X,  so  kommt  zunächst 

uya 

F  =  ^fd,j{V^+W-'„'j) 

0 

und  die  einfachen  noch  übrigen  Integrationen  geben  für  F 
den  folgenden  Werth: 

(")  F^^-log{t  +  uyD). 

Denkt  man  sich  nun  diese  Fläche  wieder,  wie  vorher,  in 
Quadrate  von  der  Grösse  s^  zerlegt,  so  wird  die  Anzahl  der 
Schnittpunkte  (7),  welche  im  Innern  oder  auf  der  Begrenzung 
von  F  liegen,  mit  der  Anzahl  N  derjenigen  ganzzahligen 
Systeme  ^,  rj  identisch  sein,  welche  den  Ungleichheiten  ge- 
nügen: 

oder,  was  dasselbe  sagt,  mit  der  Anzahl  N  derjenigen 
ganzzahligen  Systeme  x,  y,  für  welche  der  Werth  der 
quadratischen  Form  ax'^-\-  2hxy-\-  cy"-  positiv  und  nicht 
grösser  als  M  ist,  und  welche  den  in  vor.  Abschnitt 
mit  (11)  bezeichneten  Ungleichheiten  genügen.  Bei 
unendlich  wachsendem  ilf  oder  abnehmenden  s  ergiebt  der 
voraufgeschickte  Hilfssatz  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichung  (11) 
dieses  Resultat: 

(12)  lim.  ^  =  -^  •  log  (^  +  «  1/^)* 


j/= 


2  1/D 


Die  beiden  Formeln  (8)  und  (12)  lassen  sich  aber  — 
nach  Kronecker  —  in  eine  einzige  zusammenfassen.  Nach 
(9)  vor.  Abschn.  kann  für 
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log  {t  +  n  yii)     auch     A  •  log  (r+  UV D) 

gesetzt  werden,  uud  unter  allen  Auflösungen  der  Pell'sclien 
Gleichung  hat  die  Fundameutalauflosung  T,  U  die  Eigenschaft, 
dass   für  sie  der  Ausdruck    t  -\-  u  Y D  den  kleinsten  positiven 

Werth  grösser  als  Eins  und  deshalb    — =ilog(^-f-  2(]/D)  den 

kleinsten  positiven  reellen  Werth  annimmt.  Da  zudem 
im  Falle  einer  positiven  Determinante  das  Zeichen  r  =  X  war, 
ist  die  rechte  Seite  von  (12)  nichts  anderes,  als  -  Mal  der 
bezeichnete  Werth.  —  Ist  dagegen  D  =  —  z/  negativ,  so 
nimmt  log  (t  -f-  ?<  ]/2)) ,  falls  ^  >  1  also  t  =  2  ist,  für  die 
Auflösungen  t  =  \ ,  ?<  =  0  resp.  t  =  —  1  ,  w  =  0  die  Werthe 
0  und  71  i  an;  der  kleinste  positive  reelle  Werth  von 

-^  log  (t  +  u  VD)     ist  also     — =1, 

die  rechte  Seite  von  (8)  also  -^  Mal  dieser  Werth.  Ist  end- 
lich z/  =  —  1 ,  also  r  =  4 ,  so  wird  für  die  dann  noch  vor- 
handenen Auflösungen    ^  =  0 ,    u  ==  1    resp.   ^  =  0 ,  ii=  —  1 

:^log  (t -\- u Yd) 

die  Werthe 

li.  TT  1        i  /  .\  StT 

— —  log  l  =  — = ,        — =  log  ( —  i)  =  — =. 

iV^    °       2y^'      iyj    ^^     ^     2yd 

resp.  erhalten;  der  kleinst-mögliche  positive   reelle  Werth  des 

Ausdrucks   ist   daher   — -   und   die  rechte  Seite  von  (8)  also 
2yj  ^  ^ 

—  Mal  dieser  Werth.     Demnach  kann   man  endlich   allgemein 

sagen: 

Bedeutet  &  den  kleinsten  positiven  reellen  Werth, 

den  der  Ausdruck 

^iog(^-f  «y:d) 

für  irgendwelche  ganzzahligen  Auflösungen  der  Feil- 
schen Gleichung  annehmen  kann,  so  ist  für  jede,  po- 
sitive oder  negative  Determinante 
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3.  Dies  Resultat  verbiudeu  wir  jetzt  mit  dem  allgemeiueu 
Di richlet 'sehen  Satze  (Nr.  8  des  3.  Absclinittes).  Das  Zei- 
clieu  N  bedeutete  die  Anzahl  derjenigen,  bei  der  ersten  Summe 
zur  Rechten  der  Grundgleichung  (Gy)  zulässigen  ganz- 
zahligen Werthsysteme  x,y,  für  welche  ax'^  -\-  2hxy -\-  cy'  den 
Werth  M  nicht  überschreitet.     Denkt  man  sich  diese  Summe 


(1-i)  S 


V 


^  '^  iax''  -f  2&a;t/  +  C2/-)'+? 


nach  den  wachsenden  Werthen  des  Nenners  geordnet,  sodass 
sie  die  Gestalt 

CO 

«  =  l    " 

annimmt,  Avorin  /.„  <  /•"«-f  i  ist,  so  drückt  N  auch  die  Anzahl 
der  gauzzahligen  Werthe  /vj,  Jc^,  Jc.^,  .  ■  .  aus,  welche  die  Grenze 
M  nicht  überschreiten.  Ist  nun  t  eine  stetig  wachsende  posi- 
tive Veränderliche,  imd  T  wieder  die  Anzahl  jener  Werthe, 
welche  nicht  grösser  als  t  sind,  so  wird  T  =  N  sein,  solange 
t  von  31  bis  gegen  3/  -|-  1  hin  wächst,  und,  wenn  N'  der 
31  -\-  1  entsprechende  Werth  von  N  ist,  auf  N'  springen,  so- 
bald t  =  31  -{-  1  wird,  und   daher  wird  bei  solchem  Wachsen 

T  .NN 

von    t    der   Quotient  --   zunächst    zwischen  -^  und    „  .      ver- 

N' 
bleiben,   aber  auf    j,r  ,       überspringen    in    dem    Augenblicke, 

in  welchem  t  den  Werth  31  -\-  1  erreicht.     Aber 

N      _  N         M 
M-\-l  ~  M   '  M-{-  1 

N  N' 

hat  ebenso  wie   ,^   und    ,,  ,  ^    bei  wachsendem  31  den  zuvor 
M  M  -\- 1 

angegebenen  Grenzwerth  -     ,   also  folgt  auch 

T 
Da  hiernach  der  Quotient  -^    für  ein  unendlich  wachsen- 
des t  einen  Grenzwerth  hat,  wissen  wir  nach  dem  Dirich- 
let'schen  Satze  nicht  nur,  dass  die  Summe  S  für  jedes 
positive   Q   convergirt  (s.   vor.   Abschn.   Nr.  7  Anfang), 
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sondern  auch,  dass  sie  bei  unendlich  abnehmendem  q 
ebendemselben  Grenzwerthe  zustrebt,  d.  h.  wir  finden: 

Wir  wollen,  bevor  wir  weitergehen,  diese  wichtige  Formel 
noch  durch  ein  anderes  Verfahren  herleiten,  welches  zwar  in 
seinen  Principien  das  gleiche,  wie  das  soeben  befolgte,  und 
dabei  weniger  unmittelbar  ist,  das  jedoch  eine  nähere  Ein- 
sicht gewährt,  die  wir  uns  zu  Nutze  machen  wollen,  um  eine 
später  nöthige  Formel  zu  gewinnen. 

Sei  JI  eine  beliebige  positive  ganze  Zahl.  Jedes,  bei  der 
Summe  S  zulässige  Werthsystem  x,  y  lässt  (mod.  77)  ein  be- 
stimmtes System  von  Resten,  und  solcher  möglichen  Rest- 
systeme (mod.  77)  giebt  es  77".  Die  Summe  S  kann  demge- 
mäss  in  77^  Partialsummen  zerlegt  werden,  indem  man  jedesmal 
diejenigen  ihrer  Glieder  zusammenfasst ,  bei  welchen  x,  y  die- 
selbe Restcombination  (mod.  77)  aufweisen.  Wir  betrachten 
eine  beliebige  dieser  Partialsummen,  z.  B.  diejenige  S^ ,  bei 
welcher  x,  y  die  Restcombination  a,  y  geben  d.  h.  von  der  Form 

(IG)  x  =  IJv  -\-  a ,         y  =  Uiv  -\-  y 

sind,  unter  v,  iv  ganze  Zahlen  verstanden.  Letztere  sind  un- 
beschränkt, wenn  D  <  0  ist;  für  eine  positive  Determinante  D 
dagegen   haben    die    x^  y   von    der  Form  (IG)    noch   den  Un- 


gleichheiten 


?/>0,         u{ax  Ar'^]j)>'ty 


zu  genügen.  Betrachten  wir  vorläufig  nur  diejenigen  Zahlen 
(16),  für  welche  der  Wertli  der  quadratischen  Form  (a,  &,  c) 
nicht  grösser  als  die  positive  ganze  Zahl  il/  ist,  so  haben 
diese  die  Bedingung 

(17)  aa;2  -f  2hxy  +  cy~  <  M 

zu  erfüllen.     Setzt  man  umi 

l  =  xs  ,        V  =  ys , 

wobei  wieder  unter  s  die  positive  Quadratwurzel  aus  ^  ver- 
standen  werden   soll,    und    beti'achtet    ^,7}    als    rechtwinklige 
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Coordinaten  eines  Punktes,  so  erliält  man  für  letztere  nach- 
stehende Bedingungen: 

1)  I  =  77s  ■  V  -\-  KS,         ?;  =  77s  •  tv  -\-  ys 

d.  h.  1, 1]  sind  Schnittpunkte  eines  Netzes  von  Parallelen  zu 
den  Coordinatenaxen,  welche  die  Ebene  in  Quadrate  von  der 
Grösse  77 -s"^  zerlegen; 

Ungleichheiten,  von  denen  die  beiden  letzteren  nur  im  Falle 
Z)  >  0  in  Betracht  kommen,  d.  h.  diese  Schnittpunkte  liegen 
innerhalb  des  Flächenstückes,  welches  in  Nr.  2  mit  F  bezeichnet 
worden  ist.  Heisst  N^  die  Anzahl  all'  dieser  Schnittpunkte,  d.  i. 
aber  die  Anzahl  aller  ganzzahligen  x,  y  von  der  Form  (16), 
für  welche  ax-  -\-  2hxy  -\-  cy^  nicht  grösser  als  M  ist  und 
welche  im  Falle  D  >  0  den  Ungleichheiten 

^^0,        u(ax-{-l)y)>ty 

genügen,  so  convergirt  bei  unendlicher  Abnahme  von  s  oder 
bei  unendlichem  Wachsen  von  31  das  Produkt 


N, 


N,  ■  n^s^  =  -^  •  772 

gegen  den  Inhalt  des  Flächenstücks  F,  welchen  wir  dort  gleich 
—  gefunden  haben,  und  folglich  convergirt  ^  gegen  die  Grenze 

1     t& 

In  Anwendung    des   allgemeinen    Dirichlet'schen   Satzes   ge- 
winnt man  auf  solche  Weise  folgendes  Resultat : 

Heisst  S^  derjenige  Bestandtheil  der  Summe  S, 
bei  welchem  die  ganzzahligen  rr,  y  ausser  den  übrigen 
erforderlichen  Bedingungen  die  Bedingung  erfüllen, 
von  der  Form  (16)  zu  sein,  in  welcher  a,  y  irgend  eins 
der  möglichen  Restsysteme  (mod.  77)  bedeuten,  so 
findet  sich 

(15,)  hm  ^,==^,--2-- 
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Es  ist  wohl  zu  bemerken,  dass  dieser  Grenzwertli 
von  dem  besonderen  Restsysteme  a,  ;',  von  welchem 
wir  ausgingen,  durchaus  unabhängig  ist.  Er  ist  dem- 
nach für  die  sämmtlichen  77- Partialsummen,  in  welche 
wir  die  Summe  *S  zerlegt  hatten,  derselbe.  Und  somit 
bestätigt  sich  zunächst  für  lim.  S  der  früher  gefundene 
VVerth    .,  • 

4.  Aber  wir  wollen  nun  diejenigen  Restcombina- 
tionen  a,y  oder  vielmehr  nur  ihre  Anzahl  festzustellen 
suchen,  für  welche  ax^  -f-  21)xy  -\-  cif  relativ  prim  wird 
gegen  //.  Diese  bisher  beliebige  ganze  Zahl  setzen  wir  jedoch 
fortan  als  die  folgende  voraus: 

(18)  n  =  2pi)'  .  .  .  rr' .  .  .  , 

wo  2^}P' }  •  ■  •  verschiedene  ungerade  in  2D  aufgehende,  r,  r', . . . 
beliebige  andere,  unter  einander  verschiedene  ungefade  Prim- 
zahlen bedeuten.  Wir  dürfen  mit  ihr  diejenige  Zahl  identifi- 
ciren,  welche  pag.  91  mit  demselben  Buchstaben  bezeichnet 
worden  ist,  d.  h.  wir  dürfen  a  bei  dieser  Betrachtung  relativ 
prim  voraussetzen  gegen  77.     Die  Frage  kommt  dann,  da 

ax"'  -\-  2hxy  +  cy^  ^  ««^  +  2hay  -{■  cy^  (mod.  7/) 

ist,  auf  die  andere  hinaus:  für  welche  Restcombinationen 
a,  y  wird  der  Ausdruck 

(19)  {aa^hyj--  Bf^ 
prim  gegen   77? 

Nun  lässt  jeder  Rest  «  sowohl  wie  jeder  Rest  y  (mod.  77) 

einen  der  Reste     0, 1     (mod.  2) 

„        „         „        0,  1,2,  ...  i>—  1  (mod.j)) 

„        „         „        0,  1,2,  ...  r  —  1  (mod.  r) 

und  man  erhält  umgekehrt  durch  alle  Combinationen  der 
letztern  Restsysteme  sämmtliche  Reste  a  sowohl  wie  y  (mod.  77). 
Ausserdem  wird  der  Ausdruck  (19)  dann,  aber  auch  nur  dann 
relativ  prim  sein  zu  77,  wenn  er  durch  keine  der  Primzahlen 
^>P}P'}  ■  ■  •  '■?  >'}  ■  •  •   theilbar  ist. 

Bacliiuaun,   ^uilytisclie  Zuhicuthcorio  9 
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Soll  er  durcli  2  uiclit  tlieilbar,  also  ungerade  sein,  so 
wird,  Avenn  7)  gerade  ist,  y  jeden  der  Reste  0,  1  (mod.  2) 
annehmen  dürfen,  dann  aber  jedesmal  aa  -{-  hy  ungerade  sein 
müssen,  also  a  nur  einen  der  Reste  0,  1  (mod.  2)  lassen 
dürfen;  es  giebt  in  diesem  Falle  zwei  zulässige  Resteombina- 
tionen  a,  y  (mod.  2).  Ist  D  ungerade,  so  wird  einem  geraden  y 
ein  ungerades  «,  einem  ungeraden  y  ein  gerades  resp.  unge- 
rades a  zugeordnet  werden  müssen,  je  nachdem  h  gerade  oder 
ungerade  ist;  also  auch  jetzt  giebt  es  zwei  zulässige  Rest- 
combiuationen  (mod.  2). 

Soll  der  Ausdruck  (19)  durch  eine  Primzahl  p  nicht  theil- 
bar  sein,  welche  in  D  aufgeht,  so  darf  aa  -{-  hy  nicht  durch 
j)  theilbar  sein;  das  giebt  für  jeden  der  p  Werthe,  welche  y 
haben  kann,  p  —  1  zulässige  Reste  a  oder  im  Ganzen  j)  [p  —  1) 
zulässige  Restcombinationen  a,  y  (mod.  p). 

Soll  ipdlich  der  Ausdruck  (19)  durch  eine  ungerade  Prim- 
zabl  r  nicht  theilbar  sein,  welche  nicht  in  D  aufgeht,  so 
wird,  wenn  y  theilbar  ist  durch  r,  wieder  aa  -{-  by  nicht 
durch  r  theilbar  sein  dürfen,  was  r  —  1  zulässige  Restcombi- 
nationen ergiebt.    Lässt  aber  y  einen  der  Reste  1,  2,  ...  r  —  1, 

so  kann  (19)  nur  dann  durch  r  aufgehen,  wenn  (--)  =  1   ist. 
Im  Falle  (-7]  =  —  1  darf  also  a  jeden  Rest  (mod.  /)  bedeuten, 

und  man  erhält   daber  nocb    r(r — 1),    im   Ganzen    demnacb 
(>•-[-  1)  (**  —  1)    zulässige  Restcombinationen  (mod.  r).     Wenn 

dagegen  (     )  =  -f-  1    ist,    so   müssen  für  jedes  durch  r  nicht 

theilbare  y  diejenigen  beiden  Reste  a  ausgeschlossen  werden, 
für  welche  aa  -\-  hy  mit  einer  der  Wurzeln  der  Congruenz 
0^  ^  Dy^  (mod.  r)  übereinstimmen  würde;  hier  erhält  man 
also  ausser  den  früheren  r  —  1  nur  noch  (r  —  2)  (r  —  1),  im 
Ganzen  also  (r  —  l)(r  —  1)  zulässige  Restcombinationen  (mod.r). 
Nennt  man  allgemein  q  die  ungeraden  Primfaktoren  von 
77,  so  dass  mau  schreiben  kann 

(20)  n=2-n{q), 

so  darf  man,  die  letzten  beiden  Fälle  zusammenfassend,  sagen: 
in  Bezug  auf  jeden  der  Moduln  q  giebt  es 
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iä  - 1)  (^  -  0 

zulässige  Restcombinationen   a,  y,  wenn  unter  a  der  Werth  0 

oder  (     j  verstanden  wird,  je  nachdem  q  in  1)  aufgeht  oder  nicht. 

Aus  dieser  Betrachtung  geht  nun  aber  hervor, 
dass  die  Anzahl  der  Restsysteme  ci,y  (mod.  II),  für 
welche 

ax^  -\-  2hxy  -(-  cif , 

wenn  x,y  die  Form  (IG)  haben,  relativ  j^rim  gegen  77 
wird,  gleich 

2-17(g-i)(5-0 

'1 

ist,  das  Produkt  auf  alle  in  77  aufgehende  ungerade 
Primfaktoren  bezogen.  — 

Von  den  so  gewonnenen  Resultaten  machen  wir  nun  eine 
später  nützliche  Anwendung.  Betrachten  wir  statt  der  Summe 
S  die  Summe 

indem  wir,  wie  in  Nr.  9  vor.  Abschn.,  die  Summation  auf  die- 
jenigen zulässigen  Werthsysteme  x,  y  beschränken,  für  welche 
die  Form  (a,  h,  c)  relativ  prim  wird  zu  77.  Sie  ist  oflenbar 
die  Summe  der 

2-J7(ry-l)((Z-f) 

Partialsummen  S^^ ,  denen  die  im  letzten  Satze  angegebenen 
Restsysteme  a,  y  (mod.  77)  entsprechen,  und  demnach  findet 
man  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichung  (15J  und  auf 
die  Formel  (20)  ohne  weiteres 

(15')Hm.9>;' ^ Ü4:~  =  ^f/7(l-M(l--)- 

Ist  insbesondere  II  das  Produkt  der  verschiedenen 
Primfaktoren,  aus  welchen  27)  besteht,  so  ergiebt 
sich,  wenn  A  den  Absolutwerth  von  D  bezeichnet, 

(10  )       hm.  p2  (;,.  +  ,,,,,  +  ,,.).+!  =  -^  •  -iä-  ' 

9* 
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weun  liuks  die  Summatiou  auf  alle  (im  Falle  D  >  0 
deu  Ungleicliheiteu 

niax  -\-  hy)>  ty  ,         ?/ >  0 

genttgendeu)  ganzzahligeu  a',  y  sich  erstreckt,  für 
welche   ax-  -\-  2hxy  -\-  cy^  relativ  prim  wird   gegen   2Z>. 

5.  Sehr  wichtig  ist  der  Umstand,  welchen  die  Formel  (15) 
erkennen  lässt,  dass  der  Grenzwerth  der  Summe  S  von  der 
specielleu  Form  (n,  h,  c)  oder  von  der  Classe,  zu  welcher  sie 
gehört,  völlig  unabhängig  ist;  er  ist  demnach  der  gleiche  für 
jede  der  Summen,  welche  sich  auf  der  rechten  Seite  der  Grund- 
formel (G,,)  befinden.  Hieraus  ziehen  wir  mit  Kronecker 
sogleich  den  Schluss:  dass  die  Classenanzahl  H  der  qua- 
dratischen Formen  für  jede  Determinante  IJ  nur  eine 
endliche  ist.  Denn  sonst  würde  der  Werth  der  rechten 
Seite  dieser  Grundformel  unendlich  gross  sein,  während  der- 
jenige der  linken  Seite,  wie  bereits  bemerkt  worden,  end- 
lich ist. 

Kronecker  macht  hierzu  eine  höchst  beachteuswerthe 
Bemerkung.     Die  Formel 

durch  welche  der  Grenzwerth  der  linken  Seite  der  Grundformel 
erhalten  wird,  und  der  Umstand,  dass  dieser  Werth  ein  end- 
licher ist,  ergab  sich,  wie  aus  Nr.  6  des  dritten  Abschnittes 
hervorgeht,  wesentlich  nur  auf  Grund  des  in  der  Formel  (17) 
daselbst  ausgesprochenen  Satzes,  der  selbst  wieder  ein  gerader 
Ausfluss  des  Reciprocitätsgesetzes  in  der  Theorie  der  quadra- 
tischen Reste  ist.  Da  wir  nun  sowohl  den  Krone cker'schen 
Nachweis,  dass  die  Pell'sche  Gleichung  für  positive  Determi- 
nanten unendlich  viele  Lösungen  hat,  als  auch  den  Beweis 
für  die  Endlichkeit  der  Classenanzahl  durchaus  nur  aus  der 
Endlichkeit  der  Summe  (21)  erschliessen  konnten,  so  zeigen 
die  Dirichlet'schen  Methoden,  „dass  dieser  Fundamental- 
satz aus  der  Theorie  der  quadratischen  Reste  merk- 
würdigerweise auch  als  die  eigentliche  Quelle  für 
jene  beiden  elementaren  Haupteigenschaften  der  qua- 
dratischen Formen  angesehen  werden  kann". 
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Zugleich  aber  ermöglichen  uns  die  gewonnenen  Resultate 
auch,  für  die  Classenanzahl  H  einen  Ausdruck  aufzustellen, 
der  sie  als  Funktion  der  Determinante  bestimmt.  Setzen  wir 
nämlich  die  gefundenen  Greuzwerthe  für  die  beiden  Seiten  der 
Grundformel  (G^)  einander  gleich,  so  erhalten  Avir 


1 
und  hieraus  die  Classenanzahl 

1 

Diese  Formel  setzt  uns  in  den  Stand,  die  Lücke 
zu  ergänzen,  Avelche  bei  der  Untersuchung  der  arith- 
metischen Progression  (s.  Ende  von  Nr.  4  des  4.  Abschn.) 
noch  geblieben  ist.  Es  handelte  sich  dort  um  den  Nach- 
weis, dass  die  Summe 

^  \n)  '  li 
1 

von  Null  verschieden  ist.  Dies  geht  aber  aus  der  vorstehenden 
Formel  unmittelbar  hervor,  denn  -O-  ist  von  Null  verschieden, 
und,  da  für  jede  Determinante  mindestens  eine  Formen classe, 
nämlich  die  Hauptclasse  mit  der  Form  x'^  —  Diß  vorhanden 
ist,  so  hat  auch  H  stets  einen  von  Null  verschiedenen  Werth. 

6.  Bevor  wir  nun  zur  weiteren  Bestimmung  des  Werthes 
der  unendlichen  Reihe  (21)  übergehen,  wollen  wir  näher  die 
arithmetische  Bedeutung  der  Grundformel  (G^)  zu  er- 
kennen suchen. 

Die  Zahl  N  bedeutete  die  Anzahl  aller  derjenigen  ganz- 
zahligen Werthsysteme  x,  y,  welche  —  im  Falle  einer  posi- 
tiven Determinante  den  bekannten  Beschränkungen  unter- 
worfen —  der  quadratischen  Form  («,  6,  c)  einen  der  Werthe 
1,2,3,...-/!/  ertheilen  d.  h.  diese  Zahlen  durch  die  Form 
(a,h,c)  darstellen.  Nennt  man  daher  für  einen  Augenblick 
/■'(l),  f'{2),  .  .  .  f'{M)  die  Anzahl  möglicher  Darstellungen 
der  Zahlen  1,2, ...  M  resp.  durch  die  Form  («,  h,  c)  mittels 
solcher  Systeme  x,  y,  so  ist 
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imd 


lim.  ;y  =  ita.  r(i)+r(2i  +  ...  +  rw 

M  u M 


.1/=»  -"^  M—» 

also  bezeichnet  dieser  Grenzwerth  die  mittlere  Anzahl 
der  Darstellungen  einer  (positiven)  ganzen  Zahl  durch 
die  Form  {o,l>,c)  mittels  der  Systeme  x,y  von  der  an- 

N 
"•esrebenen  Art.     Dieser  Greuzwerth  von  ^rr   wurde   allein 

auf  Grund  des  geometrischen  Hilfssatzes  durch  die 
Formel  (13)  ausgedrückt  gefunden  und  ist  folglich  für  jede 
Form  des  Formensjstems  von  gleichem  Werthe;  die 
mittlere  Anzahl  aller  bezeichneten  Darstellungen 
einer  Zahl  durch  das  Formensystem  wird  demnach,  als 
Summe  der  mittleren  Mengen  von  Darstellungen  durch  seine 
einzelnen  Formen,  allein  auf  Grund  des  geometrischen  Hilfs- 
satzes gleich 

gefunden.  Da  wir  aber  mittels  des  Dirichlet'schen  Satzes 
die  Gleichheit  des  Grenzwerthes  lim.  ^  mit  dem  Grenzwerthe 

der  Summe  S  für  p  =  0  erkannt  haben,  so  bedeutet  der  zur 
Rechten  der  Grundformel  (G^)  stehende  gesammte  Grenzwerth 
die  mittlere  Anzahl  aller  Darstellungen  einer  posi- 
tiven ganzen  Zahl  durch  das  Formensystem  der  Deter- 
minante D  mittels  solcher  ganzen  Zahlen  x,y,  welche, 
im  Falle  einer  positiven  Determinante,  für  die  ein- 
zelnen Summen  den  früher  bezeichneten  Ungleich- 
heiten genügen.  Die  Bedeutung  unserer  Grundformel  (G^) 
ist  also  die:  für  dieselbe  mittlere  Anzahl  einen  zweiten  Aus- 
druck zu  liefern,  durch  dessen  Vergleichung  mit  dem  erstem 
sich  dann  die  Classenanzahl  ergiebt.  Jetzt  wollen  wir  der 
Dirichlet'schen  Methode  diejenige  an  die  Seite  setzen, 
durch  welche  Gauss,  soweit  die  von  ihm  hinterlassenen 
Notizen  erkennen  lassen,  zur  Auffindung  des  zweiten 
Ausdrucks  für  die  genannte  mittlere  Anzahl  gelangt 
sein  dürfte. 

Es   bezeichne  /  ('»)    dieselbe   zahlentheoretische   Funktion 
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wie  bisher;  ist  j)  eine  Primzahl  und  j)^  clie  höchste  Potenz 
von  p,   welche  in  einer  Zahl   m   aufgeht,    so   soll   /"(  — )    mit 

/■(»?; j))  bezeichnet  werden,  ein  Werth,  welcher  also  mit  f{jn) 
identisch  ist,  sobald  m  nicht  durch  ]i  theilbar  ist;  desgleichen, 
wenn  p'  eine  zweite  Primzahl  bedeutet  und  p'^'  die  höchste 

Potenz    von   i)' ,    die   in    m   aufgeht,    so   werde   f( _,)    mit 

fi>niP,p')  bezeichnet,  u.  s.w.  Denkt  man  sich  sodann  alle 
Primzahlen  bis  zu  einer  bestimmten  Primzahl  p  hin, 

2,  3,  5,  1,  ...  p^,  p, 

SO    SGI 

(23)  [e(«0  =  /'(«^'  2,  3,  5,  ...p,,) 
\Q'(m)  =  f(m;  2,  3,  5,  ...  p^,  p) , 

d.  h.,  wenn  ^i^  die  höchste  Potenz  von  j)  ist,  welche  in  m 
aufgeht, 

(24)  9'(„0  =  e(^). 

Diesen  Definitionen  zufolge  nimmt  die  Funktion  Q(m)  an  der 
Eigenschaft  der  Funktion  /"(w)  Theil,  nach  welcher,  wenn 
m  =  np(^  und  n  nicht  Aveiter  durch  p  theilbar  ist, 

/•(»O  =  /-(rO  .  fipr^) 

ist,  eine  Gleichung,  welche  aus  Formel  (23)  vor.  Abschnittes 
hervorgeht.     Es  ist  also 

(25)  e  (m)  =  e  {np^)  =  9  {n)  ■  6  {p^)  ==  6  (w)  •  f{p^) 
oder  auch 

(26)  e(m)  =  e'(w)-/'0>®)- 

Dies   vorausgeschickt,    betrachten   wir    sämmtliche    ganze 

Zahlen 

1,  2,  3,  .  .  .  m. 

Diese  zerfallen  in  zwei  Kategorien: 

erstens  diejenigen  Zahlen  ft  <  »? ,  welche  nicht  durch  jj 
theilbar  sind,  und  zweitens  die  Zahlen 

1  .p,     2.p,     ?,  .p,    ...    m,  .p, 

wo  «?!  =  £'()  sein  soll.  Diese  letztern  Zahlen  zerfallen 
wieder 
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erstens  in  solelie  Zahlen  ft'  =  f'i-7',  bei  welchen  iUi<Wi 
und  nicht  durch  p  theilbar  ist,  und   zweitens   in  die  Zahlen 

l.^r,     2.p\     'd.]f,    ...    w,  ./, 

■svo    ni^  =  E  l^)  sein  soll.    Die  zuletzt  genannten  Zahlen  zer- 
fallen aufs  neue 

erstens  in  solche  Zahlen  ft"  =  ^i- p^,  bei  welchen  ^2  <.'*^h 
und  nicht  durch  p  theilbar  ist,   und   zweitens  in  die  Zahlen 

1  .p\     2  .p\     3.2)%    ...    m,.p^, 

wo    ))i.^  =  E  ( ^J  ist,  u.  s.  w.    Schliesslich,  wenn  p'  die  höchste 

Potenz  von  p  bezeichnet,  welche  noch  kleiner  ist  als  1)1 ,  sodass 

'})ii  =  E(—\   noch  von   Null  verschieden,   aber  E(—-r:]  =  0 

\P'J  _        Vp'+V 

ist,   erhält    man    noch    eine    letzte    Kategorie    von    Zahlen 
it;')  =  u7j9',  bei  welchen  ^i<^mi  und  nicht  durch  jfj  theilbar  ist. 

Offenbar  bilden  die  Zahlen  ft,  ft',  ^",  ...  fi^'^   zusammen 
genommen  die  Gesammtheit  der  Zahlen  1,  2,  3,  ...  m. 

Bezeichnet  jetzt 

die  auf  alle  Zahlen  ^  bezogene  Summe,  so  wird  gleicherweise 

u.  s.  w.  sein.     Da  jedoch    ft'=  ,uj),    so  ist  nach  (25) 

desgleichen  wegen    ^"  =  (i^P^ 

u.  s.  w.,   sodass   die  vorstehenden  Gleichungen  auch  folgender- 
massen  geschrieben  werden  können: 
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Setzt  man  demnach 

(27)  &{m)  =  9(1)  +  6(2)  +  6  (H)  +  •••  +  e(m), 
so  findet  sich  sogleich  die  Beziehung 

(28)  &  (m)  =  ^  (m)  +  d-  (m,)  •  f(p)  +  &  (m,)  ■  fdf-)  +  •  •  • . 
Andererseits  ist  nach  Formel  (24) 

eCa)  =  e'Ca) 

eC"2)  =  ö'C"2P')  =  e'(«") 


sodass  die  Addition  der  obigen  Gleichungen  in  ihrer  ursprüng- 
lichen Gestalt  die  neue  Beziehung  ergiebt 

(29)  0'  (m)  =  %■  {m)  +  ^  {m,)  +  ^  (jj^,)  -}-•••, 
wenn  gesetzt  wird 

(30)  ©'(»0  =  0'(O  +  e'(2)  +  e\3)  +  •  • .  +  e'(m). 

Wir  werden  nun  die  Gleichungen  (28)  und  (29)  durch  m 
dividireu  und  darauf  m  unendlich  wachsen  lassen;  den  Defini- 
tionen (27)  und  (30)  gemäss  erhalten  wir  so  die  mittleren 
Werthe  der  Funktionen  6  (»?)  und  6 '(»<),  welche  SO?e(;w)  und 
9}J9'(w«)  resp.  heissen  mögen.    Hierbei  wollen  wir  bedenken,  dass 

m  =■  m^p  ~{-  r^ 
ist,  wenn  )\  eine  Zahl  <j)   ist,  desgleichen 

m  =  '»12  p^  +  ^2 , 
wo   r.,  <.p'^  ist,  u.  s.  f.     Daher  wird 

(=>  (»0  _  «lW    ,     ^K)   .  fM    ,     ^K)    .  OpÜ  j 

gesetzt  werden  können,   und,  wenn   nun  m  unendlich  wächst, 
so  wachsen  zugleich  auch  m^ ,  m.^ ,  m^ ,  •  •  •    über  jede  Grenze 

hinaus  und  die  echten  Brüche  —  ,  -4, ,  •  •  ■  dürfen  diesen  Zahlen 

gegenüber   vernachlässigt    werden.     Demnach    convergiren    die 
Brüche  zur  Rechten,  welche  die  ersten  Faktoren   ausmachen, 

sämmtlich   gegen  denselben  Grenzwerth  9}? ,  wie  — ^ .     Man 
findet  somit 
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und  auf  gauz  demselben  Wege 


p        p' 


mQ'{m)  =  d)l 


1  +  ^  +  -.  + 


Durcli  Verbindung  dieser  beiden  Gleichungen  mit  einander  und 
mit  Rücksicht  auf  die  Formel  (27)  vor.  Abschu.  gewinnt  man 
folgendes  Resultat: 

(31)  mQ(w)  =  mQ'{m)  ■  — ^• 

P 
Stellt  mau  diese  Gleichung  für  alle  Primzahlen  2,  3,  6,1,... 
bis   zur  Primzahl  2^  hin  auf,  indem  man  sich  der  Bedeutung 
der  Zeichen  6(m),  Q'{m)   erinnert,   und  multiplicirt  sie   dann 
in  einander,  so  kommt  allgemein: 

(32)  m  fiin)  =  m  f(m  ;2,3,...p)  JJ-^  • 

2    1 

P 

Nun  ist  einleuchtend,  dass,  weil  alle .  ganzen  Zahlen  bis 
zur  Primzahl  ^;  hin  nur  aus  Potenzen  von  2,  3,  5,  ...  ^7  zu- 
sammengesetzt sind,  für  alle  diese  Zahlen 

f{m;  2,  3,  .  . .  ^,)  = /(l)  =  1 

sein  muss;  je  grösser  also  die  Primzahl  p   gedacht  wird,  für 

um   so   mehr  Zahlen  am  Anfang  der  natürlichen  Zahlenreihe 

wird  die  Funktion    f(;m;  2,  3,  .  .  .  |))    den  gleichen  Werth  1 

haben;    und,    wenn    man    sämmtliche    Primzahlen    umfasst, 

so  wird 

f{m;  2,  3,  5,  7,  ...) 

für  jede  Zahl  m  gleich  1,  und  folglich  auch  der  mittlere 
Werth  dieser  Funktion: 

(33)  mf{ni;  2,  3,  5,  7,  .  .  .)  =  1 

sein.  Geht  man  demnach  in  der  Formel  (32)  zur  Grenze  über, 
indem  man  die  Menge  der  Primzahlen  2,  3,  5,  .  .  .  p  unendlich 
wachsen  lässt,  so  kann  man  aus  ihr  schliessen: 

(34)  9J?^0'0=J7-^, 

2    1  — - 
P 
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d.  h.  gleich  dem  über  alle  Primzahlen  in  der  natürlichen  Reihe 
genommenen  Produkte,  welches  nichts  anderes  ist,  als  die 
«gleichfalls  in  der  natürlichen  Reihenfolge  genommene  Summe 


^J  \  n/  n 


Der  Ausdruck  (34),  noch  mit  t  multiplicirt,  ist 
aber  ein  zweiter  Ausdruck  für  die  mittlere  Anzahl 
aller  Darstellungen  einer  Zahl  m  durch  das  Formen- 
system der  Determinante  D,  und  seine  Vergleichung  mit 
dem  Ausdrucke  -^--ff  giebt  sogleich  die  Formel  (22)  für  die 
Classenanzahl  H  wieder.  — 

Mit  Recht  hebt  jedoch  Dedekind  in  seinen  Bemerkungen 
zu  Gauss'  handschriftlichen  Notizen  (Gauss' W.  Bd.  11  p.  296) 
hervor,  dass  der  Grenzübergang,  den  wir  in  der  Gleichung  (32) 
gemacht  haben,  nicht  ohne  Bedenken  ist.     Denn  das  Zeichen 

mf{m;  2,  3,  ...  p) 
bedeutet  den  Grenzwerth 

m  =  X 

und  wenn  wir  daher  nun  in  (32)  die  Anzahl  der  Primzahlen 
unendlich  wachsen  lassen,  so  gelangen  wir  rechts  zu  dem 
Grenzwerthe 

lim.   lim.  ?-ö"il-^-A^-^), 

VI  ' 

während 


f{m;  2,  3,  5,  .  .  .)  =  lim.  f{m;  2,  3,  .  .  .  p) 
lemnach 
dJltim;  2,  3,  5,  .  .  .)  =  lim.   lim.  ^('»>  2.  3,  .  .^ 


ist;  ohne  weiteres  ist  aber  nicht  einleuchtend,  dass  dieser 
Grenzwerth  dem  vorigen  mit  umgekehrter  Ordnung  der  beiden 
Grenzübergänge  gleich  ist.  Aus  diesem  Grunde  fügt  Dede- 
kind seinen  Ergänzungen  der  Gaussischen  Notizen  noch  eine 
weitere  Betrachtung  über  den  Weg  hinzu,  auf  welchem  an- 
scheinend Gauss  diese  Schwierigkeit  vermieden  habe;  doch 
wollen  wir  hier  darüber  hinweggehen  und  verweisen  den  Leser 
auf  Dedekind's  eigene  Darstellung  a.  a.  0.  — 
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7.  Unsere  weitere  Aufgabe  besteht  nun  darin,  den  Werth 
der  Summe,  welche  in  der  Formel  (22)  auftritt,  näher  zu  be- 
stimmen und  so  den  Werth  der  Classenanzahl  //,  oder,  wie 
wir  genauer  sie  jetzt  bezeichnen  wollen,  H{D)  unter  endlicher 
Form  anzugeben.  Durch  eine  einfache  Bemerkung  können  wir 
uns  die  Lösung  dieser  Aufgabe  wesentlich  erleichtern.  Be- 
trachten wir  nämlich  neben  den  Formen  der  Determinante  D 
diejenigen  der  Determinante  D' =  D  ■  S^ ,  so  würde  ihre 
Classenanzahl  jener  allgemeinen  Formel  gemäss 

00 

(35)  S(DS')^§,-2!{~U 

1 

sein,  wenn  mit  &'  der  zu  d-  analoge  Werth,  nämlich  der 
kleinste  positive  reelle  Werth  bezeichnet  wird,  welchen  der 
Ausdruck 

für  alle  ganzzahligen  Lösmigen  der  Pell' scheu  Gleichung 

t'^  —  D'u''  =  1 
annehmen  kann,  imd  wo  statt  der  Summe  auch  der  Grenzwerth 


lim. 


=  0 


2 


1 

gesetzt  werden  darf.  Sind  nun  r,  r',  r",  .  .  .  diejenigen  Prim- 
zahlen, welche  in  S  aber  nicht  in  2  D  aufgehen,  p,  p',  p" ,  .  .  . 
die  Primfaktoren  von  2D,  so  sind  p,  p' ,  p" ,  .  .  .  zusammen- 
genommen mit  r,  r',  r",  .  .  .  die  sämmtlichen  in  2D'  auf- 
gehenden Primzahlen.  Nach  (22)  des  1.  Abschnittes  ergiebt 
sich  aber 


9 

wenn  das  Produkt  auf  alle  nicht  in  2D'  aufgehenden,  also 
auf  alle,  von  den  p  und  von  den  r  verschiedenen  Primzahlen 
bezogen  wird;  ebenso  ist 

^  Vn)  n^+\>  ^11  '      Tjj\     r~' 
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wenn   das   Produkt  auf  alle,   von   den  p  verschiedenen   Prim- 
zahlen d.  i.  auf  die  vorigen  Primzahlen  und  die  Primzahlen  r 

bezogen   wird;    da   zudem    (       )  =  ( — )    gesetzt   werden    kann, 
so  ist  hiernach 

oder  umgekehrt 

i'(^),7^=|o„-ik.-/T(-(?);^-R)- 

Durch  den  Uebergang  zur  Grenze  q  =  0  folgt  hieraus  sogleich 

i:G^=l(^)Mr(-(:-)f) 

1  1  ;• 

und   nun   durch  Vergleichung  der  Formeln  (22)   und  (35)   die 
Beziehung 

(3G)  H(DS^)  =  l .  HiD)    IJi'-  iv)  t)  ' 

r 

Wir  unterscheiden  nun  die  beiden  Fälle   einer  negativen 
und   einer  positiven  Determinante. 

Ist  D  negativ,   1>  =  — z/,   so  ist,  wenn    z/ >  1    ist, 

desgleichen  wird  dann 

Q,'  ^  TT  ^^     1 OT_ 

sein.     Man  findet  also 

(360     ^(-  ^'^')  =  H{-zJ)-S-]J{i-  {-=/)  l ) . 

Im  Falle    zJ  ==  l    dagegen  ist 


2yd        2  ' 

während  0-'  seinen  Werth  beibehält-,  da  zudem  für  die  Deter- 
minante D  =  —  1    nur  eine  Classe,  nämlich  die  Hauptclasse 
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mit  der  Hauptforni  a''  -|-  }/  vorlianden,  also  // ( —  ^)  =  1  ist, 
ftiulet  sieb  iu  diesem  Falle  eiufacli 

r  — 1 

(36-0         Hi-S-^)=^S-l[J{l-(-iy'-^)- 

r 

Ist  dagegen  D  positiv,  so  ist 

^  =  ^log(T  +  Z7l/7>), 

wenn  T,  U  die  Fundamentalauflösung  der  Gleichung 

(37)  t'  -  Du'  =  1 
bezeiclinet;  eutsprecliend  wird 

^'  =  ^.iog(r+r|/xP) 

sein,   wenn    T',   V  die   Fundamentalauflösung  der  Gleichung 

(38)  t'—DS''iC-==l 

bedeutet.  Zwischen  beiden  Auflösungen  aber  besteht  eine 
einfache  Beziehung.  Denn  offenbar  bilden  t  =  T',  u  =  U' S 
eine  Lösung  der  Gleichung  (37)  und  demnach  ist  bekanntlich 
für  einen    bestimmten   positiven    ganzzahligeu  Exponenten  N 

T'+  ü'S-yD=  (T-^-UVW, 

und    zwar    ist    diese    Potenz    die    niedrigste    Potenz  von 

T -\-  UYB,  in  deren  Entwicklung  der  Coefficient  von  Y J) 
durch  S  aufgeht;  denn  wäre  fi  <.  N  und  in 

^  +  «]/D=(T+  uyDY 

II  =  ii' S  theilbar  durch  S,  so  wäre  offenbar  t,  u'  eine  Auf- 
lösung der  Gleichung  (38),  aber,  da  m'<  U',  wäre  dann  T',  U' 
nicht  die  Fundamentalauflösung  dieser  Gleichung.  Hiernach 
darf  man  sagen: 

Ist  iV"  der  Exponent  der  niedrigsten  Potenz  von 
T-\-  UyU,  in  deren  Entwicklung  der  Coefficient  von 
yU  durch  S  theilbar  ist,  so  ist 

T'+  u'yiy  =  {T-\-  uyw 

und  daher 
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sodass  mit  Uücksicht  auf  (36)  sich  folgende  Gleichung 

ergiebt: 

(36»)  i/(7)S^)  =  //(D)-|]7(l-(^)f)- 

8.  Dirichlet  hat  gezeigt*),  wie  der  hier  auftretende 
Exponent  N  mittels  der  Zerlegung  von  S  in  seine 
Primfakioren  ermittelt  werden  kann.     Sei  diese  letztere: 

S  =  cf  ■ci'''  -q"""  •  ••  , 

sodass  unter  den  Primfaktoren  q,  q\  q" ,  .  .  .  auch  die  mit  r 
bezeichneten  sich  befinden.     Ist 

(T+  uVdY 

diejenige  kleinste  Potenz  von  T -\-  UyjJ,  in  deren  Entwick- 
lung der  Coefficient  von  ]/i)  durch  S  theilbar  ist,  so  ist 
dieser  Coefficient  auch  durch  jede  der  Primzahlen  q,q',  q",-  •  ■ 
theilbar.     Sei  nun 

t  +  uyD={T-{-  uvdY 

die  niedrigste  Potenz,  für  welche  «  durch  q,  t  dann  also  nicht 
durch  q  theilbar  ist;  zunächst  ist  dann  einleuchtend,  dass  auch 
in  jeder  Potenz,  deren  Exponent  /i  ein  Vielfaches  von  v  ist, 
der  Coefficient  von  ]/i)  durch  q  aufgehen  muss,  denn,  ist 
ft  ==  V  ■  e,    so  ist  in  der  Potenz 

{t  +  u  VW 

dieser  Coefficient  der  folgende: 

(39)  n  [et'-'  +  "-'^Y'l'-^  *'-'  u^D  +  ■■■]; 

ist  dagegen  ft  kein  Vielfaches  von  v,  sondern 
^  =  cv  -{-  X ,       A  <  ?', 

so  kann  der  Coefficient  von  ]/Z)  in  der  n^^^  Potenz  nicht 
durch  q  theilbar  sein,  denn 

[T  +  uyn}"  =  (T  +  uyw  ■  (t  +  uyDf 

kann  gleich 

(t,  +  n,yiJ)-(t'-{-u'yD) 

*)  S.  Crelle's  Journal  Bd.  53  p.  127. 
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gesetzt  werden,  woriu  v^  durch  q  theilbar,  also  fi  nicht  theilbar 
durch  (j,  und  auch  u'  nicht  theilbar  durch  q  ist;  daraus  folgt 
aber  als  Coefficient  von  ]/Z): 

d.  i.  eine  nicht  durch  q  theilbare  Zahl. 

Aus  diesen  Betrachtungen  geht  hervor,  dass  N  jedenfalls 
ein  Vielfaches  von  v  sein  muss.  Ist  aber  N  =  ve  und  be- 
zeichnen q^,  q'  die  höchsten  Potenzen  von  q,  welche  resp.  in 
«  und  in  c  aufgehen,  so  folgt  aus  dem  Ausdrucke  (39),  dass 
der  Coefficient  von  |/D  in  der  entwickelten  Potenz 

iT+uyw\ 

da  t  nicht  theilbar  ist  durch  g,  genau  durch  die  Potenz  g''+* 
theilbar  ist*).  Da  er  nach  der  Annahme  durch  S  also  durch 
q"  theilbar  sein  soll,  so  muss,  falls  nicht  schon  d  >  «  ist, 
e  durch  q"~^  theilbar  sein;  ist  ^>ß,  so  braucht  e  nicht 
mehr  durch  q  theilbar  zu  sein;  bedeutet  s  je  nach  diesen 
beiden  Fällen  a  —  ö  oder  0,  so  ist  für  die  Theilbarkeit  des 
Coefficienten  durch  q"  noth wendig  und  hinreichend,  dass  N 
ein  Vielfaches  von  vg^  sei. 

Bezüglich  der  anderen  in  S  aufgehenden  Primfaktoren 
gelten  die  gleichen  Betrachtungen;  werden  daher  die  auf  sie 
bezüglichen  analogen  Zahlen  durch  accentuirte  Buchstaben 
bezeichnet,  so  findet  sich  für  N  die  Bestimmung:  dass  N  das 
kleinste  gemeinsame  Vielfache  der  Zahlen 

vq%     "v' q  ^ ,     ^  "ö'"*')  •  •  • 
sein  muss. 

Hieraus   hat  Dirichlet   einen  sehr  interessanten  Schluss 

gezogen.    Die  Zahlen  v,  ö,  v',  Ö',  ...  sind  unabhängig  von  den 


*)  In  der  That,  setzt  man  e  =  e'g',  wo  e'  nicht  durch  q  theilbar 
ist,  80  kommt  die  Erhebung  des  Ausdrucks  t  -\-  u  YD  zur  Potenz  e  auf 
die  successive  Erhebung  zur  Potenz  e'  und  f -malige  Erhebung  zur  Po- 
tenz q  hinaus.  Der  Ausdruck  (39)  lehrt  aber,  dass  bei  der  Erhebung 
von  t  -\-  IC  Yd  zu  einer  Potenz,  deren  Exponent  nicht  durch  q  aufgeht, 
der  Coefficient  von  "[/Z)  in  der  Entwicklung  keinen  neuen  Faktor  q 
gewinnen  kann,  dass  er  aber  bei  jedesmaliger  Erhebung  zur  q^^'^  Po- 
tenz den  Faktor  q  genau  einmal  gewinnt. 
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Wertheu  der  Exponenten  a,  a,  a",  .  .  .-^  für  hinreichend  grosse 
Werthe  dieser  Exponenten  aber  sind  die  vorstehenden  Zahlen 
mit  den  folgenden: 

vq"-\     v'q'''-^',     v"q"''"-'^",   ... 

identisch,  deren  kleinstes  gemeinsames  Vielfache  N  von  der 
Form  sein  wird 

3I-q"-'^+''^  2'«'-'>'+/*'  q"a"-d-+!i"      ^ 

unter  ß,  ß',  ß",  ■  .  .  nicht  negative,  von  den  Werthen  der  Ex- 
ponenten a,  ci',  a",  .  .  .  unabhängige  Zahlen  verstanden,  wäh- 
rend j\[  weder  von  diesen,  noch  von  den  Primfaktoren  q,q',q",--- 
überhaupt  abhängig  ist.     Demnach  wird  der  Quotient 

N  M  ^  ^J- 
gleichfalls  von  den  a,  «',  a",  .  .  .  unabhängig  sein.  Da  nun 
in  der  Formel  foG")  das  zur  Rechten  befindliche  Produkt  zwar 
von  den  zu  den  Primzahlen  q,  q',  q",  .  .  .  gehörigen  Primzahlen 
r,  r',  r",  .  .  .  ,  aber  nicht  davon  abhängt,  wie  oft  sie  in  S  auf- 
gehen, d.  h.  auch  unabhängig  ist  von  den  a,  a,  a",  ...,  so 
zeigt  sich  der  eigenthümliche  Umstand,  dass  aus  jeder 
positiven  Determinante  D,  indem  man  für  «,«',«",... 
beliebige  hinreichend  grosse  Werthe  wählt,  unend- 
lich viel  andere,  der  Formel 

I)'  =  I)S'' 

angehörige  Determinanten  abgeleitet  werden  können, 
welchen  allen  die  gleiche  Classenanzahl  entspricht. 
Später  werden  wir  auf  dieses  Ergebniss  zurückkommen, 
um  daraus  eine  neue  wichtige  Folgerung  herzuleiten.  Für 
den  Augenblick  schliessen  wir  diese  Betrachtung,  indem  wir 
bemerken,  dass  es,  den  Formeln  (36)  gemäss,  genügen 
wird,  bei  der  weiteren  Berechnung  der  Classenanzahl 
denjenigen  Fall  zu  verfolgen,  in  welchem  die  Deter- 
minante durch  keine  Quadratzahl  ausser  Eins  mehr 
theilbar  ist,  eine  Annahme,  unter  welcher  die  Rechnung 
sich  wesentlich  vereinfacht. 


Bach  mann,  Analytische  Zahlcutheorie.  10 


Siebenter  Abschnitt. 


Die  Cranssischeu  Summen. 

1.  Um  die  Classenanzahl  als  Funktion  der  Determinante 
ausgedrückt  zu  erhalten,  haben  wir  noch  die  unendliche  Reihe, 
welche  in  der  Formel  (22)  vor.  Abschn.  auftritt,  zn  summiren, 
d.  i.  unter  endlicher  Form  darzustellen.  Hierzu  bedürfen  wir 
gewisser  Summen,  welche  zuerst  von  Gauss  betrachtet  und 
bestimmt  worden  sind  und  welche  daher  als  Gaussische 
Summen  bezeichnet  zu  werden  pflegen.  Gauss  stiess  auf  sie 
in  seiner  Lehre  von  der  Kreistheilung.  Ist  nämlich  p  eine 
ungerade  Primzahl,  (i  irgend  eine  durch  ])  nicht  theilbare  Zahl, 
so  ergiebt  die  Formel 


2. 

s/ii  tti 

e 

P 

= 

COS 

-\-i 

sin 

2s(in 
P 

die   sämmtlichen  von  1  verschiedenen  Wurzeln  der  Gleichung 

XP  =  1, 

wenn  darin  s  die  Werthe  1,  2,  3,  ...  2>  —  1  durchläuft.  Wir 
unterscheiden  diejenigen  Werthe  a  von  s,  welche  quadratische 
Reste  (mod.  p)  sind,  von  denjenigen  Werthen  h  von  s,  welche 
quadratische  Nichtreste  (mod.  p)  sind.     Setzen  wir  dann 

4  =  1        -^ 

so  ist 

2ai.ini  2b  n  Tti 

(2)  S,=^e~^  _'2e^  ^ 

a  b 

während  zugleich 
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(3)  -  1  =^i"-^+^e~^ 

a  b 

oder 

2aiu7li  2b/ii  ni 

(4)  0  =  1  -^^e''^^^e~^ 

a  0 

ist,  da  rechts  die  Summe  aller  Wurzeln  der  obigen  Gleictung 
steht,  welche  Null  ist.  Die  letztere  Gleichung  gestattet,  die 
Summe  Sp  auch  so  zu  schreiben: 

^,  =  1  +  ^2^0^^ 

a 

oder  noch  einfacher  folgendermassen: 

P-i  j'  ^■"^' 

(5)  Sp^^e       '    . 

s  =  0 

Aus  (2)  und  (3)  können  die  beiden  Summen 

2aum  2bjit7fi 

a  b 

berechnet  werden,  sobald  Sp  bekannt  ist.  Nun  bedarf  man 
ihres  Werthes  in  der  Gaussischen  Kreistheilungslehre,  es  stellt 
sich  aber  der  eigenthümliche  Umstand  heraus,  dass  zwar  der 
absolute  Werth  oder,  was  dasselbe  sagt,  das  Quadrat  von 
Sp  sehr  leicht  sich  ermitteln  lässt,  die  genaue  Feststellung  des 
Vorzeichens,  das  jenem  Werthe  beizulegen  ist,  aber  sehr 
erheblichen  Schwierigkeiten  begegnet;  und  unsere  folgenden 
Betrachtungen  werden  in  der  That  zeigen,  dass  diese  Fest- 
stellung einem  sehr  viel  höher  gelegenen  Gebiete  der  Analjsis 
entspringt.  Erst  nach  vielen  und  mannigfaltigen  vergeblichen 
Versuchen  gelang  es  Gauss,  in  seiner  Abhandlung  summatio 
quarandum  serierum  singularium  das  Ziel  zu  erreichen  und 
den  genauen  Werth  nicht  allein  der  Summe  Sp,  sondern  der 
allgemeineren  Summe 

„_1  ^j    2nni 

(6)  Ä„  =^e       "   , 

s  =  0 

10* 
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iu  welcher  n  irgend  eine  positive  ganze  Zahl  hedeutet,  zu  be- 
stimmen. Die  Methode,  welche  er  hierzu  verwendete,  besteht 
in  der  Umformung  der  Summe  in  ein  Produkt,  dessen  genauer 
Werth  leichter  angebbar  ist,  und  er  erreicht  diese  Umformung 
mittels  einfacher  Eigenschaften  zweier  eigenthümlicher  Reihen, 
die  beide  zu  diesem  Zwecke  verwendbar  sind,  nämlich  der 
Reihen : 

(i)  fix,  m)  =   1   —  :, r   "T; xT^ iV- 

(l  -  ■x"0(l  -  a;'"-^)  (l  -  a;"'-^ 
(1  — a;)(l— a,'^)(l  —  a;^) 
und 

(8)         F(av>0  =  l  +  ^''^^F^  +  ^^^^f^"%=^-5^ 
^  '  \  ■)     J  I  1  —  £c    '  (1  —  a;)  (1  —  x^) 

x'-^{\  -a;"')  (l  - a:"'-^  (l  -  a:"'-^ 
"•  (l-a;)(l--a;-)(l  — a;^)  "^         ' 

welche,  so  oft  m  eine  positive  ganze  Zahl  ist,  offenbar  nur 
endliche  Reihen  sind. 

Später  hat  Lebesgue  zu  gleichem  Zwecke  die  beiden 
schon  iu  Nr.  1 1  des  zweiten  Abschnittes  eingeführten  Aus- 
drücke i  {£)  und  F{z)  benutzt.  Da  die  Funktion  f{z)  mit 
dem  Ausdrucke  fix,  m)  identisch  wird,  wenn  man  in  ihr  x~^ 
statt  X  und  a;'"  statt  2  setzt,  so  zeigt  sich  auf  solche  Weise, 
dass  die  eigentliche  Quelle  der  Gauss ischen  Methode  iu  der 
Lehre  von  den  elliptischen  Fimktionen  zu  sehen  ist,  der  jene 
Lebesgue' sehen  Funktionen  zugehören,  und  die  nachfolgenden 
Betrachtungen  werden  dies  vollauf  bestätigen. 

Für  den  Fall  n=p  hat  übrigens  Cauchy  einen  ein- 
facheren Weg  angegeben,  um  die  Summe  Sp  in  ein  Produkt 
zu  verwandeln  und  so  ihren  genauen  Werth  zu  ermitteln*), 
und  Kronecker  hat,  den  Grundgedanken  dieser  Methode  fest- 
haltend, in  sehr  eleganter  Weise  dieselbe  Gaussische  Formel 
bewiesen**).  Doch  sind  diese  Methoden  nicht  in  gleicher  Weise 
anwendbar,  wenn  71  von  einer  Primzahl  verschieden  ist. 


*)  Methode  simple  et  nouvelle  pour  la  determination  des  sommes 
altemees,  formees  avec  les  racines  primitives  des  equations  binömes, 
Liouville's  Journal  J.  1840,  t.  5,  p.  154. 

**)  S.  Liouville's  Journal  1856,  ser.  II,  t.  I,  p.  3Ü2. 
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'2.  Wir  legeu  unseren  weiteren  Betrachtungen  die  Summe 

zu  Grunde,  welche  für  den  Ftall  einer  geraden  Zahl  »i  =  2^ 
mit  Sn  identisch  wird;  unter  n  verstehen  wir  stets  eine  posi- 
tive ganze  Zahl,  Avährend  w  irgend  welche  ganze  Zahl  be- 
deutet*). Entwickeln  wir  zunächst  die  einfachsten  Eigenschaften 
dieser  Summe. 

1)  Ihr  Werth  ist  ohne  weiteres  genau  angebbar, 
sobald  m  und  n  zugleich  ungerade  Zahlen  sind.  Denn 
in  diesem  Falle  darf  man  schreiben: 

n  — 1 

2      /    „    mni  m7ti\ 

g> K  n)  =  1  +^(,;" ~^+  , "~' '"^J. 
da  aber 

m  n  i  _     in  n  i 


in~sr 


e 


sich  ergiebt,  findet  man  sogleich 

(10)  9)(m,  n)  =  1     (w,  n  ungerade). 

Wir  werden  demnach  in  allem  Folgenden  wenigstens  eine 
der  beiden  Zahlen  m,  n  als  gerade  voraussetzen  dürfen. 

2)  Für  n  =  1  ergiebt  sich,  gleichviel ,  ob  ni  gerade  oder 
ungerade  ist, 

(11)  cp(ni,l)  =  l. 

3)  Für  n  =  2  findet  sich,  welchen  Werth  m  auch  hat, 

(12)  cp{m,  2)  =  1  +  i>". 

4)  Ofi'enbar  ist  stets 

(13)  cp  (w',  n)  =  cp  {m,  n),  wenn  m  ^  m  (mod.  2n) 
ist;  also  ist 

*)  Kronecker  'bezeichnet  in  seiner  Abhandlung:  lieber  den  vierten 
Gaussischen  Beweis  des  Reciprocitätsgesetzes  für  quadratische  Reste, 
in  den  Monatsher.  d.  Berliner  Akademie  v.  29.  Juli  und  28.  Octolier  1880 

—   — ),  doch  scheint  es  uns  richtiger, 

sie  mit  Dirichlet  als  eine  Funktion  zweier  Elemente:  m  und  n  zu 
bezeichnen. 
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(14)  (p  (2^',  )})  =  95  (2^,  71),  wenn  (i  ^  ^i  (mod.  n) 

ist. 

5)  Sei  Je  eine  zu  71   prime   Zahl,   so   wird   zugleich  mit  s 
auch  Ics  alle  Reste  (mod.  n)  durchlaufeu,  demnach  wird 

l^,.2^o^-        n-1   (,,),.  £ZÜ^- 
s=0  s  =  0 

sein,  eine  Gleichung,    welche   anders   geschrieben   die  Formel 
ergiebt: 

(15)  (p{2k^ii,  n)  =  (p  {2^,  n) 
(wenn  k,  n  relativ  prim). 

6)  Bildet  man  das  Produkt  der  beiden  Summen 

„  _  1  ^j     2unin' 

(p  i^iin  ,  n)  =  ^^e 

s=0 


^(2^w,n')=^i 
so  findet  man  zunächst 


n' 
s=0 


nn 


<p  {2^n',  n)  ■  (p  {2^n,  u')  =  '^e 

s,  s' 

d.  i.  gleich  einer  Doppelsumme,  in  welcher  s  die  Werthe 
0,  1,  2  '  •  •  n  —  1  und  s  die  Werthe  0,  1,  2,  ■  •  ■  n  —  l  zu 
durchlaufen  hat.  Den  Exponenten  von  e  darf  man  jedoch  fol- 
gendermassen  schreiben : 

{n  s  4-  ns  Y  •       ,  , 

da  dieser  vom  früheren  sich  nur  um  ein  ganzes  Vielfache  von 
27ci  unterscheidet.  Sind  aber  n,  n'  relative  Primzahlen,  so 
durchläuft  n  s  -\-  ns  ein  vollständiges  Restsystem  (mod.  nn), 
wenn  s  und  s'  alle  ihre  Werthe  durchlaufen,  und  da  für 
n  s  -\-  ns  im  Exponenten  von  e  sein  kleinster  Rest  (mod.  nn) 
gesetzt  werden  darf,  findet  sich  die  Doppelsumme  gleich 
(p{2{L,nn')  d.  h.  folgende  Formel: 
(16)  cp (2ftn',  n)  ■  cp  (2/[tw,  n)  =  cp (ß^i,  nn), 

wenn  n,  n    relative  Primzahlen  sind. 
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7)  Da,  wenn  h  eine  positive  ganze  Zahl  bedeutet, 


S=0  4  =  0 

auch  gleich 

u 

gesetzt  werden  kann  und,  wenn  wenigstens  eine  der  Zahlen 
m,  h  gerade  ist,  die  sämmtlichen  Exponentialgrössen  unter 
dem  Summenzeichen  gleich  der  ersten  von  ihnen  sind,  so 
findet  sich 

(17)  (p(hm,  lin)  ^  li  ■  (p  (m,  >?), 

so  oft  wenigstens  eine  der  Zahlen  m,  n  gerade  ist. 

3.  Die  hier  zusammengestellten  Eigenschaften  der 
Funktion  (p(^n>,  n)  genügen,  zu  zeigen,  wie  die  Bestim- 
mung ihres  allgemeinen  Werthes  auf  den  Fall  zurück- 
geführt werden  kann,  in  welchem  n  eine  Primzahl  ist. 

Wir  dürfen  uns  hierzu  auf  die  Voraussetzung  beschränken, 
dass  m  gerade:  m  =  2^  ist;  denn  wäre  m  ungerade,  so  wäre 
(p{m,  n)  entweder  nach  (10)  gleich  1,  wenn  auch  n  ungerade 
ist,  oder  man  hätte  andernfalls  nach  (17) 

(p  (m,  n)  =  -^  ■  g)  (2m,  2n) 

d.  i.,  man  käme  auf  den  Fall  eines  geraden  ersten  Argumentes 
der  Funktion  zurück.  Betrachten  wir  demnach  nur  die  Funktion 
(p{2}i,  n). 

Nun  kann  man  stets  n  =  2"  •  v  setzen,  wo  v  ungerade, 
also  prim  zu  2"  ist.     Demnach  ist  zufolge  (16) 

(18)  (p{2(i,  2"v)  =  (p{2"  +  '  ■  (i,  v)-<p(2fiv,  2«). 

Nach  dieser  Formel  kommt  die  Bestimmung  von 
q)(2^,  n)  auf  die  Fälle  zurück,  in  denen  n  entweder 
ungerade  oder  eine  Potenz  von  2  ist. 

Handelt  es  sich  zunächst  um  (p(2^,  2"),  so  dürfen 
wir  ft  ungerade  voraussetzen;  denn  so  oft  ^  gerade,  etwa 
^  =  2^jLi'  ist,  wo  nun  a  ungerade,  so  würde  nach  (17),  wenn 
A  >  a  ist. 
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(p{'2n,  2«)  =  2'^  .(p{2^-"  ■  2/,  1)  =  2«, 
iiud,  wemi  A  <  a  ist, 

(p('2ii,  2")  =  2^  .  95(2u',  2«-^) 
sein    und   wir    würden  auf  den    vorausgesetzten  Fall   zurück- 
kommen.    Wird  hiernaeli  also  von  vornherein  a  als  ungerade 
vorausgesetzt,  so  lässt  siclig)(2f/,  2")  folgendermassen  schreiben: 

s  =  Ü 

also,  so  lauge  a  >  2  ist: 

(10)  9)  (2^a,  2'0  =  2  -^e       ^"  • 

0 

Andererseits  durchläuft  der  Ausdruck  s  =  2"~'^  ■  z  +  s  alle 
Werthe  0,  1,  2,  •  •  •  2"  —  1,  wenn  man  6-'  alle  Werthe 
0,  1,  2,  ...  2« -2—  1,  und  z  alle  Werthe  0,  1,  2,  3  annehmen 
lässt;  demnach  darf  man 

ü 
auch  als  Doppelsumme  so  schreiben: 

(^  a— 2        ,Y  ^iJ-ni 

^(2^,  2«)  =2'«  "^ 

i',  i 

und  führt  diesen  Ausdruck  leicht  in  den  folgenden  über: 

(,„    2 ,((  TT  j  ,  \ 

solange  a>4  ist.  Die  auf  z  bezügliche  Summe  ist  aber,  da 
jLi  ungerade  vorausgesetzt  ist,  gleich  Null  für  jedes  ungerade  s', 
dagegen  gleich  4  für  jeden  geraden  Werth  s  =  2s",  sodass 
man  einfacher  erhält 

g>{2^,  2")  =  4.^e      ^""l 

Ist  nun  a  >  4,  so  ist  a  —  2^2,  mit  Rücksicht  auf  (19)  lässt 
sich  demnach  das  Resultat  so  ausdrücken: 
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(20)  g.(2^,  2'^)  =  2.<pi2^,  2-^), 

wenn  ^  ungerade  imd  a  >  4  ist. 

Wird  demuacli  a  =^2ß  -{-  y  gesetzt,  wo  y  einen  der  Werthe 
0  oder  1  hat,  so  gewinnt  man  aus  vorstehender  Reductions- 
formel  leicht  folgende  andere: 

cp{2^,  2")  =  2.^-1.  9) (2a,  2>+0. 

jpür  7  =  0    d.  i.   für    ein  gerades  cc  führt  diese    Formel  auf 
die  Funktion 

0 

zurück  und  man  findet 

(21  a)  (p(2^,  2^)  =  2"-'  ■  (1  +  i")     («  gerade)  . 

Für  y  =  \  d.  i.  für   ein  ungerades  a  führt  die  Formel  auf 
die  Funktion 

u 

zurück  und  man  findet 

a-\-l      IX  ni 

(21b)  95(2.",  2«)  =  2    ^  .  e  *     («  ungerade). 

Suchen  wir  nunmehr  cp(2^,n)  für  den  Fall,  dass  n 
ungerade  ist;  wir  dürfen  dabei  voraussetzen,  dass  ^,n 
relativ  prim  sind;  denn  wäre  h  ihr  grösster  gemeinsamer 
Theiler  und 

(it  =  li^',  n  =  Jtn'j 

wo  nun  a',  n'  relative  Primzahlen  bedeuten,  so  wäre  nach  (17) 

(pi2a,  ii)  =  h  •  9?(2fi',  71) 

und  letztere  Funktion  zu  bestimmen.  —  Denken  wir  mis  71  in 
seine  Primfaktoren  zerlegt: 

n  =  y"^  ■  j/"'  •  il' ""..., 
und  setzen  alsdann 

2L  —  V     _*L  _  p'     _ü_  _  V" 

V  P  P 

so  ergiebt  eine  einfache  Verallgemeinerung  der  Gleich mig  (16) 
die  nachstehende: 
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(2l>)  9)(2ft,  n)=JJcp(2(iP,p''), 

iu  welcher  die  Multiplikation  zur  Rechten  sich  auf  alle  Prim- 
zahlpoteuzeu  erstreckt,    aus    denen   n  besteht.     Um  (p{2fi,  n) 
zu  ermitteln,  genügt  es  daher,    die  Gaussischen  Summen  für 
den  Fall  zu  bestimmen,  wo  n  eine  Primzahlpotenz  p"  ist. 
Nun  ist 

0 

Setzen  wir 

S  =  p«-^-  0  -\-  s, 

so  durchläuft  s  alle  seine  Werthe,  wenn  man  s  die  Werthe 
0,  1,  2,  •  .  -jj«-!—  1  und  0  die  Werthe  0,  1,  2,  •■■p—  1  an- 
nehmen lässt.  Auf  solche  Weise  verwandelt  sich  die  Summe 
zunächst  in  die  Doppelsumme 

fct  —  l     ,     A  -   2  II  n  i 

die  aber,  so  lange  ß  >  1  ist,  der  folgenden  gleich  ist: 

S'  N  Z  ' 

hier  verschwindet  aber  für  jeden  nicht  durch  p  theilbaren 
Werth  s  die  auf  z  bezügliche  Summe,  während  sie  gleich  p 
wird,  wenn  s  durch  p  theilbar:  s  =  ps"  ist.  In  Folge  dessen 
kann  man  schreiben: 

cp(2^,p")=p-^e'    '^"-^ 

4"=0 

d.  i. 

(23)  g>(2^i,p-)=p-cp{2!^,p—'). 

Setzt  man  daher  a  =  2/3  -f-  y,  wo  y  =  0  oder  j/  =  1  ist,  so 
führt  die  vorstehende  Reductionsformel  zur  folgenden  Gleichung: 

(p{2ti,  2y')=P^  -(pißfi,  py) 

d.  i.  zur  Gleichung 
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(24  a)  (p(2^L,  p")  =  p"!-'     {a  gerade) 

imd  zur  Gleichuiifj 


a  —  \ 

2 


(24  b)       <p(^^jP")='P       '<p{^^?P)     («ungerade). 

Hiermit  ist  der  gewollte  Nachweis  geliefert,  und 
alles  kommt  scliliesslicli  darauf  hinaus,  denWerth  von 


<p{2ii,p)Jyf  ^ 


2  II  71  i 

$'■■ 


d.  i.  von  Sp  zu  bestimmen. 

Wie  schon  bemerkt  wurde,  ist  das  Quadrat  von 
Sp  leicht  zu  finden.  Da  nämlich,  wenn  auch  A  eine  wie  ^ 
durch  pi  nicht  theilbare  Zahl  bezeichnet,  As  gleichzeitig  mit  ö 
alle  Reste  (mod.  p)  durchläuft,  so  kann  man 

p-l  5,'Ü<Üi  ;;  — l  2X£7ti 

s  =  l  s  =  l 

d.i. 

(25)  <p(2X^,p)  =  {^).cp(2ii,p) 

setzen.     Für  A  =  —  1  folgt  hieraus 

(p(-  2^,  p)=  (=^)  •  cp  (2fi,  p) 
und  folglich 

ffi^^,  py  =  (^)  ■  9>(2^,  P)  -<p{-  2ft,  p) 
d.  i. 

s,  s' 

Setzt  man  nun 

r  ^  s  -f-  6'',     t  ^£  s  —  s'  (mod.  j)) , 

so  entspricht  jeder  Restcombination  s,  s'  (mod.  pi)  eine  be- 
stimmte Reste ombination  y,  f,  und  umgekehrt  jeder  solchen 
eine  bestimmte  Restcombination  s,  s  mittels  der  auflösbaren 
Congruenzen 

2s^r  -{-  t,     2s'  ^r  —  t  (mod.  2O  • 

Folglich  kann  man  der  obigen  Formel  auch  die  Gestalt  geben: 


(r  —  s  ^) 


156  Siebenter  Abschnitt. 

die  nach  t  genommene  Summe  hat  aber  den  Werth  0,  so  oft 
r  von  0  verschieden  ist,  und  für  r  ^  0  ist  sie  gleich  i?;  folg- 
lich kommt 

{26)  (p(2^i,py  =  {~^^)^p. 

Hieraus  folgt  nun  gemäss  den  Formeln '  (24  a)  und  (24  b) 
(p(2a,  p"y  =  iJ«     oder     (p(2^,  p'^J  =  (^)  p<^, 
je  nachdem  «  gerade  oder  ungerade  ist,  und  folglich  allgemein 


<p{:2ii,ry={-^yp\ 


und  nunmehr  zufolge  (22)  für  jede  ungerade  Zahl  n,  zu  wel- 
cher ^  prim  ist, 
(27)  cp{2i.,ny=i^)-n. 

Somit  ist  für  jede  ungerade  Zahl  n  der  absolute  Werth 
der  Gaussischen  Summe  cp[2^,n)  ermittelt  und  es  handelt 
sich  jetzt  weiter  darum,  zu  entscheiden,  ob  in  der 
Formel 


9P(2u,«)  =  +  ]/(-^): 


das  obere  oder  untere  Vorzeichen  zu  wählen  ist. 

4.  Wir  schlagen  zu  diesem  Zwecke  zuerst  den  Weg  ein, 
welchen  Dirichlet  angegeben  hat*).  Er  stützt  sich  dabei 
auf  eine  an  sich  interessante  Formel,  welche  der  Lehre  von 
den  Fourier 'sehen  Reihen  entstammt**). 

Sei  f(x)  eine  Funktion,  welche  für  jedes  x  zwischen  den 
Grenzen  0  und  2Jm  einschliesslich  endlich  und  stetig  ist  und 
nicht  unendlich  viele  Maxima  oder  Minima  besitzt.    Das  Integral 

2/in 

(28)  Js  =  f  f{x)  cos  sx  dx , 


*)  Dirichlet  snr  l'usage   des  integrales  dufinies  dans  la  somma- 
tion  des  series  finies  ou  iufinies,  Cr  eile 's  Journal  Bd.  17. 

**)  S.  Kronccker's  Abhandlung  „Ueber  eine  bei  Anwendung  der 
imrtiellen  Integration  nützliche  Formel",  Sitzungsber.  der  ßerl.  Akad. 
1885  p.  841. 
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in  welchem  s  eiue  ganze  Zahl  bedeutet^  kann  folgendermassen 
zerlegt  werden: 

1,-1    /     (2/+1)«  (2r  +  2)rt  \ 

J,  =^/,  I    /  f(x)  COS  sx  äx  -{-   /  fix)  cos  sx  dx  ); 

'■  =  ^    ^\rn  (2/4  1)« 

wird  hier  das  erste  Integral  durch  die  Substitution  von 
2r7t  ~{-  X  an  Stelle  von  x ,  das  zweite  durch  die  Substitution 
von  {2r-\-2)Ti  —  x  an  Stelle  von  x  umgeformt,  so  erhält  man 

h—i     ^ 
J,  =^  /  \f{^2r7i  -\-x)-]-f  ((2r  +  2j  :r  —  a;)]  cos  sx  dx 

oder 

n 

(29)  Js  =  j  F  (x)  cossx  dx , 

0 

wenn  gesetzt  wird 

F{x)  =  f{x)-\-f{27t~x)^f{27t-Yx)  +  f{An-x)  +  --. 
^  ^  +  f{2(}i  —  l)7t-\-x)+  f{21nt  -  x)  . 

Nach  der  Theorie   der  Fourier'schen  Reihen    darf   man 
aber  setzen 

F(x)  =  Y  Co  -\-^  Cs  cos  sx  , 

s  =  l 

wo  allgemein  der  Coefficient 

0 

ist,  und  hieraus  folgt  für   a;  =  0 


c,  = —  /  F(x)  cos  sx  dx 


F(0)  =  —  y',     I  F{x)  cos  sx  dx  . 

3t  sich  die  Formel: 
/•(O)  +2/(2;r)  +  2/(47r)  +  •  •  •  +  2fi2{h-\)7t)  +  /^(2A;r) 


0 

Somit  ergiebt  sich  die  Formel 


(31)  ""        ^•"' 

=  —  X(     /  f{^)  cos  sx  ^a: , 

welche  die  Dirichlet'sche  Hilfsformel  ist. 
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Summe 


Nach   diesen  Vorbereitungen   betrachten    wir    die 


(p{2^i,n)  =^' 


)i  —  1     .     2fi  7ti 
—    s' 

e 

0 

zuuäclist  für  den  Fall,  dass  n  eine  durch  4  theilbare 
Zahl,  n  =  Av  ist,  wo  v  positiv  gedacht  wird;  mit  A  be- 
zeichnen wir  den  absoluten  Werth  von  ^,  sodass  ^=^£A  und 
f  =  -}-  1  ist,  je  nachdem  ^  positiv  oder  negativ  ist.  Man 
hat  also 

4 1'  —  1     ^     isXni 
0 

wofür  auch  geschrieben  werden  kann 

2fX7t!  ar  — 1    ^    2sX}ti 

(32)        g,(2.A,4r)=l  +  e'"  '  "^  +  2 -^  /  "  "^  . 
Setzt  mau  nun 

^  '  z — 

fix)  =  e  , 

so  nimmt  der  Ausdruck  zur  Rechten  die  Gestalt  an: 

21— 1 

n0)-{-n4v^)-{-2^f{2s7t) 

and  folglich  ergiebt  sich  mit  Rücksicht  auf  die  Dirichlet- 
sche  Hilfsformel 

^  ivit    ^     tXi 

(p{2eX,4:V)  =  —  ^     j  e  cos  sxdx. 

-'^  '  0 
Durch  die  Substitution    x  =  2vz    geht  die  vorstehende  Glei- 
chung in  die  folgende  über: 


2ä 


sXiv 


g)(2£A,  4v)  =  —  ^      \e      ^"^  -  cos  2svz  ■  cU, 
~^     0 
der  man  auch  diese  geeignetere  Gestalt  geben  kann: 

""^      0 

oder  auch  diese: 
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(33)     ^(2.A,4.)  =  !,^2'/"^""y^^^     "^^ 


dz 

0 

Wir  nehmen  nun  zuerst   A  =  1    an.     Dann  ist 

2n 


fVt. 


(3P(2.,4.)=-2,J  e  •^/.^, 

was,  wie  man  sogleich  übersieht,  einfacher: 
cp  (2f ,  4z/)  =~-  j  e  "'^  fZ^ 

—  oo 

oder,  wenn  man  die  Substitution 

anwendet,  die  Quadratwurzel  mit  positivem  Werthe  genommen, 
auch  so  geschrieben  werden  kann: 


00 


dx 


Den  Werth  des  von  v  unabhängigen  Integrals  findet  mau 
sogleich,  wenn  man  für  v  einen  besonderen  Werth,  etwa  v  =1 
einsetzt;  denn  da  alsdann 

g)(25,  4)  =  2(1  +  . 0  =  2(1  +  60 
ist,  fiindet  sich 

00 

(34)  J>.-,/.r  =  +]/|-.(l+60 

GO 

und  nunmehr  folgende  Gleichung: 

(35)  9  (2 f,  4t/)  =  +  yJv  •  (1  +  £  0  . 

Kehren  wir  aber  zur  allgemeineren  Formel  (33) 
wieder  zurück.  Setzt  man  s  =  A?/ +  r,  so  wird  s  alle 
positiven  und  negativen  ganzen  Zahlen  durchlaufen,  wenn 
auch  y  es  thut,  r  aber  alle  ganzen  Zahlen  0,  1,  2,  ...  A  —  1 
annimmt.  Die  einfache  Summe  zur  Rechten  geht  daun  über 
in  eine  Doppelsumme  von  der  Gestalt: 
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# 

wo  nun,  älmlicli  wie  zuvor,  die  auf  y  bezügliclie  Summation 
von  Integralen  in  ein  von  —  oo  bis  -f-  ex:)  reichendes  Integral 
umgeformt  und  daher  geschrieben  werden  darf 

(p{^£X,4:v)=—^e  Je  '  -dz. 

Das    Integral    aber     erweist     sich    bei    der    Substitution 
g' =^  s -{ —  als  unabhängig  von  r,  und  folglich  ergiebt  sich 


dz 

1=0 

Wird  hier  endlich 


;.  — 1    _   ^   2frni     +,<»f;.rj2 


a; 


+V'f. 


gesetzt  und  die  Bedeutung  der  Summe,  sowie  die  Formel  (34) 
beachtet,  so  findet  sich  folgende,  die  Gleichung  (35)  als 
besonders  einfachen  Fall  in  sich  enthaltende,  sehr 
bemerkenswerthe  Reciprocitätsbeziehung: 

(3G)       q>{2sl,  Av)  =  +  ]/^' -(1  +  si)  ■(pi-2ve,  /) , 

in    welcher    die    Quadratwurzel    positiv    zu    nehmen    ist    und 

welche     auch     folgendermassen     geschrieben     werden 

kann: 

(37)  <p{el,  2v)  =  (Y^-f)  ■cp(-2ev,X), 

wenn   unter  dem  Zeichen 


(1/T) 


derjenige  Werth  der  Quadratwurzel  aus  der  complexen 
Zahl  —7-^  verstanden  wird,  dessen  reeller  Theil  posi- 
tiv ist.    Wählt  man  nach  Kronecker  für  die  Summe  q)(in,n) 

das   Zeichen   (?  ( ],     so    nimmt    diese    fundamentale 

Gleichung  folgende  Gestalt  an: 
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C38)  ^l'"'    c(')  ' 

in  welcher  p  statt  -^r-  steht  und  — ^; —   unter  -    zu  ver- 

^  l  2v  Q 

stehen  ist,  eine  Form  der  Gleichung  (37),  der  man  den 
Vorzug  grosser  Eleganz  nicht  bestreiten  kann. 

5.  Nachdem  wir  diese  Reciprocitätsbeziehuiig, 
zunächst  auf  dem  Dirichlet'schen  Wege,  abgeleitet 
haben,  wollen  wir  einige  wichtige  Folgerungen  aus 
ihr  ziehen. 

Aus  der  Gleichung  (37)  entspringt  sogleich,  wenn  £  =  —  1 
gewählt  wird,  diese  specielle: 

rti 

(pi2v,  A)  .  YY  ■  e~^  =  q>{-X,  2v) , 

wo  links  die  positive  Quadratwurzel  gemeint  ist.  Wenn 
also  V  als  ungerade  d.  i.  prim  zu  2  vorausgesetzt  wird,  so 
folgt  nach  (16) 

und  die  voraufgehende  Gleichung  nimmt  die  Form  an: 

nl 

(39)  (p(2.,  A)  .  ]/^  .  r^=  9)(-2A,  v)  ■  {\  ^  .-^O  . 
Für   V  =  1    erschliesst  man  aus  ihr 

ni 

9(2,A).]/f  .^^  =  (l  +  ^■-^■)■ 

Ist  zuerst  A  ^  1  (mod.  4),  so  folgt  (p{2,  k)  =  -\-  y l\  ist  da- 
gegen A  ^  3  (mod.  4),  so  ergiebt  sich  (p{2,  l)  =  -\-  ]/ k  ■  i . 
Und  demnach  ist  allgemein,  wenn  A  ungerade  ist: 

(40)  9(2,  A)=  +]/Ä-r  '  ^ 

Werden  A,  v  nicht  nur  als  ungerade,  sondern  auch  als 
Primzahlen:  A=j7,  v^q  vorausgesetzt,  so  lässt  sich  (39) 
mit  Rücksicht  auf  (25)  auch  folgendermassen  schreiben: 

if)  9  (2,  i-)  ■  Vi'  •  «"  ^  =  {=f)  •  <P  (2,  4)  •  (1  +  '-") 

Baclimnnu,  Analytische  ZahlentLeoric.  It 
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uud    diese    Gleicliimg   mittels  (40)    sieh    vereinfaclien ,    sodass 
mau  erhält: 

(41)     (i)  .  /"?')  .  (1  -  0  -  (-/)  .  S'^'^  .  (.  +  ,--) . 

Man  darf  dabei  p  auch  gleich    1   anuehmen;    dann  geht 
diese  Formel  in  die  folgende  über: 


(^)  = 


m 


i  +  i 


—  9 


q   /  1  —  i 

und  giebt,  je  nachdem    q  ^  1    oder   g'  ==  3  (mod.  4)    ist, 

(^)~+l     oder    -1 
d.  h.  allgemein 

Hiernach    kann    dann    die    Gleichuug    (41)    durch    diese 
andere   ersetzt  werden: 

(41a)  (-1)  .  /"^)  .  (1  -  0  =  (f )  (-  1)"^  •  S'^^  ■  (1  +  i--)  . 
Sind  }!,  q  entweder  beide  ^e  1  oder  beide  ^3  (mod.  4),  so  ist: 

— -i^^ — —=1      und      ^  =  i^ 

also 

(f)  =  (f)-(-i)'^. 

d.  h.  im  ersten  FaUe  (^)  =  (^)  ,  im  zweiten  Falle  /^)  =  -  ( '^^  )• 
Ist  dagegen  pE^3,    q^l   (mod.  4)*),    so  ist 

-^ ^-  =  i     und      i        =  ^  •  i  , 

also  ergiebt  sich   ( — )  =  (     )  •     Man    darf  diese    Resultate    in 
die  eine  Formel  zusammenfassen: 


*)  Welche  der  beiden  Primzahlen  p,  q  man  von  der  Form  47i  -f-  1, 
welche  von  der  Form  ih -\- 3  voraussetzt,  ist  beliebig,  da  die  Glei- 
chung (41a),  wie  man  sich  leicht  überzeugt,  bestehen  bleibt,  wenn  p,q 
mit  einander  vertauscht  werden. 
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(*ä)  (fr)  =  (f)-(-i)'^'"^ 

iiml  hat  auf  solche  Weise  mittels  der  Gaussischeu 
Summen  einen  Beweis  des  Reciprocitätsgesetzes  ge- 
wonnen. Dies  ist  dem  Prinzipe  nach  der  vierte  der 
Gaussischen  Beweise  desselben,  wie  er  sich  findet  im 
Art.  33  seiner  Alshandlung  summatio  quarundam  serierum  sin- 
gularium. 

Die  Formel  (42)  ist  der  eine  der  bekannten  beiden  Er- 
gänzungssätze des  quadratischen  Reciprocitätsgesetzes.  Auch 
der  andere  von  ihnen  ist  aus  derselben  Quelle  zu  erschliessen. 
Setzen  wir  in  (36)    X  =  e  =  1 ,    v  =  2q,    so  kommt 

<p{2,8q)  =  -\-y8q-(l+i). 
Nach  (16)  aber  kann  man  setzen 

<pi2,8q)  =  cp(2.8,q)-cp{2q,8) 
oder  mit  Rücksicht  auf  (15)  und  (21b): 

cp{2,8q)  =  g>{2.2,q).4e^. 

Berücksichtigt  man  endlich  die  Gleichung  (25)  und  vergleicht 
dann  beide  für  q)(2j8q)  erhaltene  Ausdrücke  mit  einander, 
so  findet  sich 

{^)<p(2,q).4e~^  =  -j-y8q.(14-i) 
und  nun  wegen  (40) 


(I) 


m  '" 


T         1-1- 
e      = 


2^  +1/2 

Unterscheidet  man  die  vier  Fälle  </  ee£  1,  3,  5,  7  (mod.  8),  so 
zeigt  sich  sogleich,  dass  ihnen  allen  schliesslich  dieselbe  be- 
kannte Formel 

(44)  (|)=(_i;"^ 

entspricht. 

0.  Kehren  wir  nunmehr  zur  Formel  (22)  zurück,  indem 
wir  immer  /x  als  relative  Primzahl  zu  n  voraussetzen.  Nach 
(24a)  und  (24b)  ist 

11* 
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^(2fiP,p")  =  p"'^j     werm  a  gerade  ist, 


daffesen 

a 

"  2 


ip(2iiP,p")=p       •cp('2^iP,p) 
d.  i.  wegen  (25)  gleich 

wenn  a  ungerade  ist;   da   mau  nach  (40)  hierfür  auch  schrei- 
ben kann 

IL     p-^V 
(p(2iiP,p")  =  p^  •  i  (' — ),     wenn  a  ungerade  ist, 

so    lassen    sich    beide   Fälle    folgendermassen    in    eine   Formel 
vereinen.      Bezeichnet   nämlich    d    die    positive    oder   negative 

a 

Einheit,  je  nachdem  ^^"^  +  1  (mod.  4)  ist,  so  ist   iy^p")  =  p^ , 
wenn  a  gerade  ist;   im  Falle  eines   ungeraden  a  wird   (j/^i?") 

a  a 

^p      oder    ==  ip      sein,  je  nachdem  ^^-[-1  (mod.  4)  ist, 

d.  i.  allgemein  gleich  i    ^  '  - p^  .     Somit  hat  man  für  gerade 
wie  für  ungerade  a 

9'(2^P,p«)  =  ()/^.(^) 
und  folglich 

Nennt    man    nun    a   die  Anzahl   der  Potenzen  p",  j)'"  ,  ..., 
welche  ^  3  (mod.  4)  sind,  so  ist 


Ferner  ist 

wo  das  letztere  Produkt  über  alle  Combinationen  zweier  der 
Primzahlpotenzen  p",  p'"' ,  p""' ,  .  ■  •  auszudehnen  ist;  nach 
dem  verallgemeinerten  Reciprocitätsgesetze ,  welches  be- 
kanntlich eine  einfache  Folge  des  in  Formel  (43)  ausgespro- 
chenen einfachen  Gesetzes  ist,  wird  sein  Werth  gleich 


Die  Gaussischen  Summen.  165 

"yp"-!   p"*'—i 


a(a  —  l) 
2 


d.   i.    offenbar    gleich     ( —  1 )  sein ,     da     nur     diejenigen 

-^ — '  Combinationen,    in   welchen   beide   Potenzen  j;",  p" 

congruent  3  (mod.  4)  sind,  einen  ungeraden  Bestandtheil  zum 
Exponenten  von  (  —  1)  liefern.    Somit  findet  sich  das  Kesultat: 


a(a  —  1) 
2 


Ist  nun  a  gerade  d.  i.   n  ^i  1  (mod.  4),  so  ist 

a{a  —  1)  a- 

i«.(-lP^=(-lf  =1, 

also 

wenn  aber  a  ungerade  d.  i.  n  ^  3  (mod.  4)  ist,  so  ist 

a(a—l)  o(a  — 1)      a— 1  a  —  1 

,«.(_!)         =^-(— 1)  =^•(— 1)  =1, 

also  ist 

und  folglich  ist  allgemein 

"(45)  v(2^,,0  =  +  l/«.(i^)./'^^ 

wo  die  Quadratwurzel  mit  positivem  Vorzeichen  zu  nehmen 
ist,  eine  Formel,  welche  die  Gleichung  (40)  als  speciellsten 
Fall  in  sich  enthält. 

Durch  diese  Formel  ist  die  Aufgabe,  den  genauen 
Werth  von  (p(2^,n)  einschliesslich  des  Vorzeichens 
zu  bestimmen,  jetzt   auch  für  ein  ungerades  ii  gelöst. 

Verfolgen  wir  insbesondere  den  Fall,  wo  ii  =pp' p" .  .  . 
d.  h.  aus  lauter  verschiedenen  ungeraden  Primfaktoren  zu- 
sammengesetzt ist.     Dann  ist  nach  (22) 

ff  (2^,  n)  =  (p (2}iP,p)  •  (p i2^P\  p')  .  . . 

d.  i.  nach  Einsetzung  der  Summenausdrücke  für  die  Faktoren 
zur  Rechten: 
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p  —  l  2/LiPsrti  p'  —  l  '. 

(22a)     'Pi^>;")=2ij)'>''''""-2{i)^ 
wofür  man  auch  schreiben  kann: 

s  ■« 

oder,  in  Gestalt  einer  vielfaclien  Summe, 


s  it(  n  i 


oder  auch  so: 

^o         \         ^  (Ps  +  P's'  -]- 


2 1«  Ä  j  ,  „     ,    ,  ,   ,  , 


'JiJiiu's+p's'+...) 


Durchlaufen  s,  s',  .  .  .  ihre  vorgeschriebenen  Werthe,  so  durch- 
läuft, wie  leicht  zu  sehen,  'Ps-\-Vs-\ ein  reducirtes  Rest- 
system (mod.  «);  man  darf  die  Summe  aber  auch  auf  diejenigen 
Reste  (mod.  w)  ausdehnen,  welche  nicht  prim  sind  zu  n^ 
wenn  man,  wie  früher,  übereinkommt,  dem  Jacobi'schen  Sym- 
bole (— )  den  Werth  0  beizulegen,  so  oft  6  einen  gemeinsamen 

Theiler  mit  n  hat.  Demnach  kann  man  die  vorige  Gleichung 
folgendermassen  schreiben: 

n  —  1  2a u  ni 

(46)  9'(2«;rO=^(^) 


e 


Mit  Rücksicht   auf  die    allgemeine  Formel  (45)    gewinnt 
man  auf  solche  Weise  die  Beziehung: 


n  —  1  2o  fxn  i 


.m 


ff=i 

Diese  Gleichung  ist  es,  von  der  wir  später  zur  Be- 
rechnung der  Classenanzahl  werden  Gebrauch  zu 
machen  haben.  Die  Umformung  der  rechten  Seite  der 
Formel  (22  a)  in  die  Summe  (47)  bleibt  offenbar  auch  in  dem 
Falle  bestehen,  wo  (u.  und  n  einen  gemeinsamen  Theiler  haben. 
Da  aber,  wenn  z.  B.  ^  durch  p  theilbar  ist,  der  Faktor 
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/)— l  2ul'.ini  ;>—l 

s=l        -^  .,  =  1        ^ 

wird,  verscliwindet  dann  das  Produkt.  Die  Formel  (47)  bleibt 
demnach  auch  für  diesen  Fall  in  Giltigkeit,  wenn  man 
die  erwähnte  Uebereinkunft  in  Betreff  des  Jacobi- 
schen Symbols  festhält. 

7.  Im  Vorhergehenden  haben  wir  den  genauen  Werth 
der  Summe  q)(2^i,n)  mit  Hilfe  des  in  der  Formel  (16)  aus- 
gesprochenen Satzes  aus  der  allgemeinen  Reciprocitätsbeziehung 
(37)  gewonnen,  indem  wir  zuvörderst  aus  ihr  das  quadratische 
Reciprocitätsgesetz  herleiteten  und  dann  von  diesem  Gebrauch 
machten.  Diesen  Werth  der  Summe  <p  (2  /u ,  n)  kann  man  aber 
auch  direkt  allein  auf  Grund  der  fundamentalen  Gleichung  (37) 
oder  (38)  in  Verbindung  mit  der  Formel  (14)  mittels  eines 
einfachen  Algorithmus  berechnen. 

Die  Formel  (38)  besteht  für  jeden  rationalen  rein  imagi- 
nären Werth  von  q  in  seiner  einfachsten  Benennung,  wenn 
diese   einen    geraden   Zähler    oder   Nenner  hat,    vorausgesetzt, 

dass  sowohl  q  als  —  mit  positivem  Nenner  gedacht  werden. 

Sind  also  «,  n^  zwei  relative  Primzahlen,  von  denen  eine  ge- 
rade ist,  und  n  positiv,  so  ist  nach  (38) 

(48)  e("-0(l/?)-G(^|f^), 

WO  die  Einheit  e^  so  gewählt  ist,  dass  n^Sj^  positiv  wird. 
Nun  kann  man  stets 

(49)  n  =  —  2\  ■  n^  —  n., 

setzen,  wo  «2  absolut  kleiner  als  n^  ist  und  h^  das  entgegen- 
gesetzte Vorzeichen  hat,  wie  der  Quotient  - ;  ausserdem  ist 
eine  der  Zahlen  j/j,  n^  gerade.     Der  Definition  zufolge  ist 

und  also  wegen  (13) 

sodass  die  Gleichung  (48)  die  Gestalt  annimmt: 
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Setzt  mau  mm  ähnlich  wie  iu  {^i9^ 

»i  =  —  -^1-2  •  ^h  —  ^'3 
(49)  )U  =  -  2/^3  •  »3  -  )u 

imd  wählt   die  Einheiten    s.2,   fg,  ...    so,   dass   7?2^2?  "3^3? 
positiv  sind,  so  wird  in  gleicher  Weise 


(50)  ^  /'»VM^ .  (i/'hi)  =  (5  («4^3  A 


Die  Gleichungen  (49)  enden  aber,  weil  n,  n^  als  relativ  prim 
vorausgesetzt  sind,  mit  einer  Gleichung 

»i_2  =  —  2//A._i  •  »i— 1  —  )h- , 

in   welcher    j?^.  =  +  1    ist,   und  ihr   entspricht  als  letzte  der 
Gleichungen  (50)   die  folgende: 

Da  nacli  (38)  aber  noch  geschrieben  werden  kann: 

(50)  G  (!!ll^  (y^  =  G  (Z^--^) 

d.   i.    wegen    ??jt£;[.  =  1    gleich    qp()?i  — i^a,  1)  =  1  j    so    ergiebt 
sich  durch  Multiplikation  aller  Gleichungen  (50)  die  folgende: 

Ist  nun    1  — —  )   der   Absolutwerth   von  und  £  =  +  1 , 

je  nachdem  dieser  Quotient  positiv  oder  negativ  ist,  so  ist 

Hiemach  nimmt,  wie  ohne  weiteres  einleuchtet,  die  Formel  (51) 
nachstehende  einfache  Gestalt  an: 
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J:ti 


o(:-i)^+v-«e\ 


wenn  z/  den  Unterschied  bezeichnet  zwischen  der  Anzahl  der 
positiven  und  der  Anzahl  der  negativen,  in  den  Gleichungen 
(49)  auftretenden  Zahlen  /i^,  //,,  A3,  .  . .  hk—i-  Bildet  man  diese 
Gleichungen  für   n^=  —  2a,   so  erhält  man  entsprechend: 

jiii 

(52)  <p(2u,«)  =  4-  Vn  -e"-  . 

Durch  Yergleichung  endlich  dieser  Formel  mit  der  obigen 
Gleichung  (45)  findet  sich  die  folgende: 

(53)  (7^)  =  -7^^.; 

welche  verstattet,  den  Werth  des  Symbols  {^j  vermittelst  des 

in  den  Gleichungen  (49)  ausgesprochenen  Algorithmus  zu  be- 
rechnen. Man  verdankt  diese,  an  die  bekannte  Eisen- 
stein'sche  Regel  erinnernde  Begel  Kronecker*). 

8.  Die  fundamentale  Gleichung  (37)  oder  (38),  die  wir 
bisher  mittels  des  Dir ichlet 'sehen  HiLfesatzes  erhalten  haben, 
soll  nunmehr  aus  einer  anderen  Quelle  hergeleitet  werden,  die 
man  als  ihren  eigentlichen  Ursprung  anzusehen  hat.  Nachdem 
Dirichlet  im  Jahre  1837  seine  Methode  veröffentlicht  hatte, 
hat  Cauchy  in  der  bereits  angefahrten  Arbeit  vom  Jahre  1840 
den  Nachweis  geführt,  dass  die  Bestimmung  der  Gaussischen 
Summen  aus  einer  Formel  hervorgeht,  die  er  bereits  im  Jahre 
1817  im  Bulletin  de  la  societe  philomatique  bekannt  gemacht 
hatte.     Nach  dieser  Formel  ist 

o'.*  •  (4-  +  e-<^'-  -f-  e-t-  +  ^3-^  -f  •  •  ■) 

^«°^  ah=:t 

ist.     Jacobi   hat  aber  darauf  aufmerksam  gemacht**),    dass 


*)  S.  in  der  schon  angeführten  Abhandlung  p.  698. 
**)  S.  Lebeggue  note  sur  une  formale  de  Caachy,  im  Journal  de 
Lioaville  t.  V  p.  1S6. 
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diese  Formel  der  Theorie  der  elliptischen  Funktionen  angehört, 
nämlich  nur  den  einfachsten  Fall  der  linearen  Transformation 
der  Thetafunktionen  ausspreche.  In  der  That,  wenn  h  den 
Modulus  der  elliptischen  Funktionen,  h'  sein  Complement,  K 
und   Ä"    die    zugehörigen    vollständigen    elliptischen   Integrale 

nK' 

bedeuten  und  q  =  e  ist,  so  besteht  die  Beziehung: 


V 


'^^=  1  +  2^  +  2q'  +  . . .  =  1  +  2e-"^  +  2e-^^-'  + 


wenn  x  für  j^  gesetzt  wird;  verwandelt  man  aber   7c    in    ]c\ 

so   geht  K  in  K'  und   demnach  x  in  —  über,    und   aus   der 
vorigen  Gleichung  entsteht  die  transformirte: 


V 


n  in 


welche,  durch  die  ursprüngliche  dividirt,  die  folgende  ergiebt: 

(55)  V^  •  _^ ZA^ =  1  ■ 

1  +  2e     ^  -f-  2c      X   _|-  . . . 

Diese  stimmt  aber  vollkommen  mit  (54)   überein,  wenn   man 

a^  statt  jtx  und  daher  &-  statt  ~  setzt.   —    So    geht    denn 

die  Werthbestimmung  der  Gaussischen  Summen  oder 
die  fundamentale  Gleichung  (38)  aus  der  Formel  (55) 
für  die  lineare  Transformation  der  Thetafunktionen 
hervor  und  ist,  wie  Cauchy's  Methode  erweist,  nur 
ein  Qrenzfall  der  letztern.  Aber  es  ist  sehr  merk- 
würdig, dass,  wie  Kronecker  (in  der  oben  erwähnten  Ab- 
handlung) gezeigt  hat,  auch  umgekehrt  die  Transforma- 
tionsformel (55)  aus  der  Reciprocitätsbeziehung  (38) 
gefolgert  werden  kann,   sodass   diese   beiden  Formeln 

OD  / 

als  einander  äquivalent  bezeichnet  werden  müssen, 
was  zwischen  zwei  von  einander  weit  getrennt  schei- 
nenden Gebieten  der  Analysis  einen  innigen  Zusammen- 
hang offenbart.  Wir  woUen  die  voraufgehenden  Unter- 
suchungen beschliessen,  indem  wir,  im  wesentlichen  im  Anschlüsse 
an  Kronecker,  diese  principiell  so  interessante  Thatsache 
zur  Darstellung  bringen. 
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Zuvörderst  leiten  wir  nach  Kroneck  er 's  Vorgange  die 
Trausformationsl'ormel  (55)  erst  her,  indem  wir  dazu  den 
bekannten  Fundamentalsatz  der  Lehre  von  der  com- 
plexen  Integration  zum  Ausgangspunkte  nehmen,  welchen 
man  ebenfalls  Cauchy  verdankt.  Nach  diesem  Satze  ist,  so 
oft  t  {z)  eine  eindeutige  Funktion  der  complexen  Veränder- 
lichen z  bedeutet,  welche  im  Innern  eines  vollständig  (von 
einer  oder  mehreren  Randeurven)  begrenzten  Flächenstückes 
überall  endlich  und  stetig  ist,  das  über  die  Begrenzung  des 
Flächenstücks  erstreckte  Integral 

(56)  /V(^)  dz  =  0  *). 

Aus  diesem  Hauptsatze  fliesst  dann  unmittelbar  der  andere, 
nach  welchem  für  jeden  Werth  t,  innerhalb  des  abgegrenzten 
Gebietes 

ist,  wenn  das  Integral  (in  positiver  Richtung)  über  die  Be- 
grenzung erstreckt  wird;  denn  umgiebt  man  den  Punkt  ^  als 
JMittelpunkt  mit  einer  unendlich  kleinen  Kreislinie,  so  ist  das 
über  die  Begrenzung  erstreckte  Integral  gleich  dem  über  die 
Kreislinie   erstreckten,   da  beide  Linien  zusammen  genommen 

ein   Flächenstück   begrenzen,   in   welchem    — ^-^   endlich   und 

stetig  bleibt,  das  über  letztere  Linie  erstreckte  Integral  aber 
hat  den  Werth  2ni-f{^).  Insbesondere  ergiebt  sich  aus  (57) 
also  bei  Integration  über  die  obige  Begrenzung 


*)  Die  Grundlage  dieses  Satzes  ist  bekanntlich  der  andere  Satz: 
Wenn  für  eine  Funktion  F(x,y)  in  jenem  Flächenstücke  die  ersten  und 
zweiten  Ableitungen  durchweg  endlich  uud  stetig  sind,  so  ist  das  über 
die  Begrenzung  erstreckte  Integral 


fdFix,y)  =  0 


Für  diesen  Grundsatz  hat  Kronecker  in  der  genannten  Abhandlung 
einen  Beweis  gegeben  und  in  einer  späteren  „über  den  Cauchy'schen 
Satz"  im  Sitzungsber.  der  Berl.  Acad.  1885,  30.  Juli,  einen  zweiten  Be- 
weis folgen  lassen,  der  vor  jenem  den  Vorzug  hat,  besonders  einfach 
zu  sein,  während  der  erstcre  mir  den  eigentlichen  Kernpunkt  des  Satzes 
deutlicher  ins  Licht  zu  stellen  scheint. 
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r — -i-  r^-^_ 

ist  demnach  die  Funktion  f(2)  auf  der  Begrenzungs- 
linie constaut,  f(^z)=C,  so  zeigt  sich  ohne  weiteres, 
dass  sie  auch  im  Innern  denselben  Werth  besitzt. 

9.  Der  angegebene  fundamentale  Satz  von  Cauchy  ist 
bekanntlich  eines  der  ergiebigsten  Hilfsmittel  zur  Ermittlung 
der  Werthe  von  bestimmten  Integralen,  und  ist  für  diesen 
Zweck  schon  von  Cauchy  selbst  sehr  ausgiebig  benutzt 
worden*).  Bevor  wir  hier  von  ihm  Gebrauch  machen  für  den 
Zweck,  den  wir  eigentlich  im  Auge  haben,  wollen  wir  mittels 
desselben  den  Werth  eines  bestimmten  Integrales  herleiten, 
welches  eins  der  merkwürdigsten  ist  und  dessen  wir  später 
nothwendig  bedürfen. 

Es  handelt  sich  um  das  Integral 


CO 

J{v)  =  I  e"'  d  log 


wenn  darin  z  =  a  -\-  iy  und  a  ein  constanter  positiver  Werth 
ist.  Um  den  Punkt  a  der  reellen  Axe  denken  wir  mit  un- 
endlich grossem,  um  den 
Nullpunkt  0  mit  unendlich 
kleinem  Radius  einen  Kreis 
geschlagen;   da  die  Funk- 

tion  "-  nur  im  Nullpunkte 
unendlich  ist,  so  ist  sie 
sowohl  in  dem  Halbkreise, 
in  welchem  der  letztere 
liegt,  nach  Ausschei- 
dung des  Kreises  um  0, 
als  auch  im  andern  Halb- 
kreise um  a  überall  end- 
lich und  stetig,   und   aus 

Cauchy 's    fundamentalem    Satze    fliessen    daher    sogleich    die 

beiden  Gleichungen: 


*)  Z.  B.  in  seinem  Memoire  sur  les  integrales  definies  prises  entre 
des  limites  imaginaires,   Paris  1825. 
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(1) 

(58)  j(^)_|_JV--^'  =  2jri, 

wo  ^r^=a  +  rt'^'  zu  setzen  und  z^  von  —  bis  -—  veränderlicli 
ist,  während  y  unendlich  gross  werden  muss,  und 

(59)  j(,.)_j;.4^=o, 

wo  im   letztern  Intesjrale  ^  von   —  ■-  bis  —-  veränderlich  ist. 

^  2  2 

In  den  beiden  auf  die  Kreislinien  bezüglichen  Integralen  ist 
der  Modulus  der  zu  integrirenden  Funktion  gleich 

'_ ßyvcoarf  . . 

]/(y-«)'+4„yco,'^  yjl  -jY+^J cos' ^ 

Ist  demnach  v>0,  so  wird  die  Funktion  des  ersten  Integrales 
und  damit  auch  dieses  Integral  selbst  bei  unendlich  wachsen- 
dem y  unendhch  klein,  da  darin  cos  t^  <  0  ist;  für  v  <  0 
geschieht  dies  mit  dem  zweiten  Integrale,  da  in  diesem 
cos  1^  >  0    ist. 

Im  ersten  Falle  liefert  also  die  Gleichung  (58) 

J(v)  =  27ii      {v>0), 
im  zweiten  Falle  die  Gleichung  (59): 

J(y)  =  0  (y<0). 

Der  Fall  v  =  0  erledigt  sich  direkt  durch  die  Formel 


CO 


dz       „.,  ,     . 

-^      lur     2  =  a  -\-  ly 


d.  i.  gleich 


/*  J AJL  =  i  r  ^^  —  h)  dy 

CC  CO 

oder  einfacher  gleich 

CO 

/«  dy 
a-  +  y- 


l 

00 
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Man  darf  demnacli  schreiben: 

(60)         J(v)=  1    "'[     je  nachdem      v  \  =  0     ist. 

10.  Indem  wir  uus  nun  unserm  Gegenstaude  wieder  zu- 
wenden, verstehen  wir  unter  u  eine  Grösse,  deren  Modulus 
grösser  als  1,  und  unter  f(z)  die  Funktion 

wo  die  Summation  auf  alle  unendlich  vielen  Werthe  von  log  0 
bezüglich  ist.  Ist  2  ==  ref"' ,  so  werden  diese  unendlich  vielen 
Werthe  durch  die  Formel  gegeben: 

log  0  =  log  r  -\-  (2  ni  7t  -{-  (p)i, 
wenn  m  alle  ganzzahligen  Werthe  erhält.     Da  hiernach 

ist,  so  convergirt  wegen  mod.  «  >  1  die  Reihe  und  stellt  eine, 
für  jedes  endliche  2  eindeutige  und  endliche  Funktion  von  z 
vor,  ausgenommen  für  z  oder  r  =  0,  wo  sie  unendlich  wird. 
Ist  also  R  ein  positiver  Werth  >  1 ,  so  bleibt  die  Funktion 
f(^z)    überall    in    dem    ringförmigen    Flächenstücke    mit    dem 

Nullpunkt  als  Centrum  und  den  beiden  Radien  R  und  ^  end- 
lich, und  nach  (57)  ist  für  jedes  ^  innerhalb  dieses  Ringes 

wenn  die  Integration  über  die  äussere  Kreislinie  in  positivem, 
und  über  die  innere  in  negativem  Sinne  ausgedehnt  wird. 
Der  erstere  Theil  des  Integrales  ist  nach  steigenden,  der  zweite 
nach  fallenden  Potenzen  von  t,  entwickelbar,  und  so  findet  man 

CO 

wo  die  Integrationen  für  positive  Werthe  von  n  über  die 
äussere,  für  negative  Werthe  von  n  über  die  innere  Kreislinie, 
beide  in  positivem  Sinne,  zu  erstrecken  sind,  statt  dessen  aber, 
gemäss  dem  Hauptsatze  von  Cauchy,  auch  über  irgend  eine 
andere,  den  Nullpunkt  umschliessende  Curve  erstreckt  werden 
dürfen.     Setzt  man  nun 
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2Wu  =  l«g^' 


SO  bestätigt  man  oline  Mühe  die  Beziehung 


sodass  also 


/  /■(.?)  -"  d  log  ^  =  r  '"^^  -jf^^n  d  log  z 
oder  auch 

Jf(z)^"d\og3  =  e    ■""«"  -Jf{62)d\og(as) 

gesetzt  werden  kann.  Durchläuft  aber  2  eine  den  Nullpunkt 
umschliessende  Curve  C,  so  durchläuft  s'  =  az  eine,  ihr  ähn- 
liche, denselben  Punkt  umschliessende  Curve  C",  und  die  über 
C,  6"  resp.  erstreckten  Integrale 

I  f(z)  d log  2      und      l  f(z')  dlogs' 

sind  nach  dem  Hauptsatze  von  Cauchy  einander  gleich. 
Hiernach  kann  der  Coefficient  von  t!"  in  der  Formel  (61) 
folgendermassen  geschrieben  werden: 

^.•v-^'"-Jf{z)d\ogz, 
wo  V  mit  «  durch  die  Gleichung 

(62)  4  71  ■  log  u  ■  log  V  ==  1 

verbunden  ist. 

Wählen  wir  den  Kreis  mit  dem  Radius  1  um  den  Null- 
punkt als  die  Curve  C  d.  h.  setzen  wir  z  =  e^^""'  und  lassen 
w  von  0  bis  1  variiren,  so  wird 

CD 

—  00 

und 

jfiz)  d  log  z  =  2^i^,.  /  u-'-^'^-'^+^'-ydiv 

—  °°    0 
d.  i.  gleich 

00 
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Nuu  wollen  wir  mit  cp  -j-  tl^i  denjenigen  Wertli  der 
Quadratwurzel  y4nlogu  bezeichnen,  dessen  reeller 
Theil  positiv  ist.     Setzt  man  dann 

so  wird,  wenn  u'  von  —  oo  bis  -\-  oo  läuft,  z  die  gerade  Linie 
%>x  ==  (pi)  durchlaufen;  das  vorige  Integral  aber  geht  über  in 
das  folgende: 

über  die  eben  bezeichnete  gerade  Linie  erstreckt.  Der  Winkel 
a,  welchen  die  letztere  mit  der  x-Axe  einschliesst,  wird  durch 
die  Formel 

tang  u  =  ^- 
bestimmt;  da  nun 

431  log  u  =  (cp  -\-  ipiy  =  (p^  —  ■'/''+  2(p-4^i 

und  nach  der  über  n  gemachten  Voraussetzung  der  reelle 
Theil  von  log  u  positiv  ist,  so  muss  cp^  >  ip^ ,  folglich  tang  a 

numerisch  kleiner  als   1    und  a  numerisch  kleiner  als  -r-  sein. 

4 

Denkt  man  sich  aber  das  Flächenstück,  welches  von  der  un- 
endlichen Geraden  ^x  =  (py ,  von  der  unendlichen  ic-Axe  und 
den,  mit  unendlich  grossem  Radius  geschlagenen  Kreisbögen 
begrenzt  ist,  so  ist  das  über  seine  Begrenzung  genommene 
Integral 

dz 


fe-^^ 


gleich  Null;  auf  den  Kreisbögen  aber  ist  z  =  He^^ ,  wo  Tt 
unendlich  gross  und  q  zwischen  +  ~r  ist,  und  der  betreiffende 
Theil  des  Litegrales,  nämlich 

verschwindet  mit  i?  =  oo ,  da  cos  2  ^  >  0  ist.  Daraus  folgt 
dann  das  über  die  Gerade  ipx  =  (py  erstreckte  Integral  gleich 
dem  über  die  x-Axe  erstreckten  Integrale 


dx. 
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Beachtet  man  eiidlicli,  dass  nach  der  hei  Formel  (37)  ein- 
geführten Bezeichnung 

9)  -\-  tl'i=  (1/4  jr  log  11) 

istj  so  geht,  wenn  wir  alles  zusammenfassen,  aus  der  Glei- 
chung (61)  die  nachstehende  hervor: 

(]/4;r  log  v)  ■  ^<((^"g-)"'  =  ^  •y-^''^  ^"  •   1  c '"'='"  dx . 

—  =^  -ö, 

Der  Werth  des  Integrales  findet  sich,  indem  man  für  u,  v,  2 
bestimmte  Werthe,  etwa  2"  =  1 ,  v  =  e,  also  nach  (G2) 
(]/4  n  log  ?<)  =  1    setzt ;    daim  geht 

er. 

^u^^og.)^    in     ^   e-^"" 
über  und  man  findet 

CO 

(G3)  |e-^^"-r?^=l. 

CO 

Setzt  man  diesen  Werth  in  die  vorige  Gleichung  ein  und 
macht  dann  z=l,  setzt  u—^^  =  x,  v~^  ^^  y ,  sodass  die 
analytischen  Moduln  von  x  und  y  kleiner  als  1  sind,  so  er- 
hält man  nachstehende  Gleichuns;: 


(l/'»^i) 


.V. 


.k'^Tt 


(64)  \r      -xy    ^        _i^ 

wo  die  Summationen  auf  sämmtliche  ganzzahlige 
Werthe  von  h  sich  beziehen  und 

(65)  log  X  log  y  =  1 

ist.  Dies  ist  aber  die  Jacobi'sche  Formel  für  die 
lineare  Transformation  der  Thetafunktionen,  denn  sie 
wird  sofort  mit  ihr  identisch,  wenn  man  x,  y  setzt  statt  log 

und  log  — ^  resp.,  wo  dann  die  neuen  Veränderlichen  x,  y  durch 

die  Gleichung  xy  =  1  mit  einander  verbunden  sind  d.  h.  f/  =  — 

ist.  Sie  ist  demnach  auch  der  Formel  von  Cauchy 
gleichbedeutend. 

Bachmann,  Analytische  Zahlenthcoric.  12 
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11.    Um  nuu  hieraus  die  Fuiidameutalgleicliuiip;  (37)   zu 
gewinnen,  setzen  wir 
(G6)  log  X  =  —  iv'^ Y~  7 

indem  wir  unter  s  eine  Einheit,  unter  w,  X,  v  drei  positive 
Werthe  verstehen,  deren  beide  letzten  ganzzahlig  sind,  während 
der  erstere  unendlich  abnehmen  soll.    Mau  findet  dann  zunächst 

k  Ic 

Nun  wii'd  h  alle  ganzzahligen  Werthe  durchlaufen,  wenn  man 
};.  =  Ih  -\-  r  setzt  und  dann  r  alle  Zahlen  0,  1,  2,  ...  A  —  1 
und  /(  alle  ganzen  Zahlen  annehmen  lässt.     So  geht,  da 

e  =  e 

wird,  die  obige  Summe  in  folgende  Doppelsumme  über: 

^  — 1    /        'ir^evni         oo 

/=U        \  '      OD 

Wenn  nun  iv  unendlich  abnimmt,  so  wird 

"•=0        ^"  .-^ 

und  folglich  findet  sich 

(67)       \im.Xw^  af-''  =  ^e        ^-     =9)(-2£i/,A) 

Bei  der  Annahme  (66)  folgt  aber  aus  ((35) 

„      2  s  vi 

1  ''-  -T 


log?/ 


log  X  .  ,  ^v'^ 


Da  tv  unendlich  klein  werden  soll,  werden  wir  es  bereits  so 
klein  denken  dürfen,  dass  wir  mit  Vernachlässigung  unendlich 
kleiner  Grössen  höherer  Ordnung 

log  2/ =  -^^  +  ^4^ 
setzen  können;  wird  dann  zur  Abkürzung 

2  V 


Die  Gaussisclieu  Summen.  179 

gesetzt,  so   crliült  man,    geuau   wie   die  Gleichung   (07),    nur 
tluicli  Yertauscliung  iler  Buclistabeu  die  fo]y;end(;: 

lim.  4va  ^    if"  =^  (p{2tX,  4v) 

d.  i. 

lim.  A^o   V   y>^'"=.  l^(p{2Ek,4v). 
Da  aber  endlich 

(1/^I)  =  (0^H^) 

für    w  =  0    in    (l/~y^)    übergeht  und  nach  (17) 

—  (p{2£X,  4i')  =  g)(£/l;  2v) 

ist,  liefert  die  Gleichung  (64)  bei  dem  Uebergange  zur 
Grenze    ^v  =  0   folgendes  Resultat: 


/-i /2frA    (p(— 2«j',^)  


d.  i.  aber  die  Fundamentalgleichung  (37)  oder 

12.  Noch  interessanter  fast  ist  aber  die  Umkeh- 
rung, nämlich  die  Thatsache,  dass  aus  dieser  Funda- 
mentalgleichung wieder  die  Transformationsgleichung 
(64)  hervorgeht.  Wir  brauchen  aber  nicht  einmal  diese 
Fundamentalgleichung  sell)st  als  feststehend  vorauszusetzen, 
haben  nämlich  für  unseren  Zweck  nicht  nothig,  den  genauen 
Werth  des  Ausdruckes 


/l/2sT'A    g)  ( — 2 SV, 

\V  ~ir ) '  (pJe'x^v 


einschliesslich  seines  Vorzeichens  als  bekannt  anzu- 
nehmen, welches  sich  doch  nur  durch  eine  der  vorhergenannten 
Methoden  feststellen  Hesse,  sondern  es  genügt,  diesen  Quotienten 
seinem  absoluten  Werthe  nach  zu  kennen,  wie  er  sich 
aus  den  elementaren  Eigenschaften  der  Funktion  cp  {m,  n)  er- 
giebt.  Wir  dürfen  hierbei  2v  und  A  als  relative  Primzahlen 
voraussetzen.  In  der  That  finden  wir  dann  aus  der  auf  solche 
Weise  gewonnenen  Formel  (27) 

9P(- 2fr,  ;o-^=- (-/);. 

V2* 
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Ferner  ist  nach  (17) 

Angenommen  nun,   v  sei  gleich  2"v',  wo  v'  ungerade  ist,  so 
hat  man  nach  (16) 

(p  (2£A,  4v)  =  cp  (2«  +  3£A,  v')  ■  cp  {2eXv',  2"  +  ^)  . 
Nach  den  Formehi  (21a)  und  (21h)  ist 
für  ein  gerades  a 

(p{2£Xv',  2«  +  2)  =  2"       •  (1  +  i'^'') 
und 

(p{Ek,  2vy  =  l-(p(2"  +  ^£l,  vj  ■  2«  +  2.  2i^^»'' 

d.  i.  vereinfacht 

(p  {ek,  2vf  =  (=i)  .  2"v' .  2i--'  =  [^)  .  2vi^^-^'\ 

Für  ein  iiugerades  a  ist 

9)(2£Av',  2"  +  2)  =  2~^.e    * 
also 

9)(f  A,  2i/)2  =  ^9)(2«  +  3£;i^  ^')2.  2«+3.  c~^^ 

d.  i.  vereinfacht 

9,(a,2.)-^=(=^)-2«  +  ^z.'.*^^^'  =  (^)2W^^-''. 

Demnach  ergiebt  sich  in  beiden  Fällen 

Ihvi     cp  { —  2v£,Xy ^ 

X      '  ~cp(sl,2v)^     ^ 

oder 

Die  bisherige  Beschränkung  dieser  Formel,  dass  2v  und  A 
relative  Primzahlen  sein  sollten,  fällt  nunmehr  mit  Rücksicht 
auf  die  Formel  (17)  offenbar  wieder  fort.  Bezeichnen  wir  nun 
den  Ausdruck 


iV^) 


\Jc-n' 

wenn    darin    x^  y    durch    die    Relation    log  x  ■  log  y  =  1   mit 
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eiDaiider  verbiiudcMi  sind,  mit  fP(x),  so  ist  bereits  auf  direkte 
Weise  vou  uns  uachgewiesen  worden,  dass 

w  =0 

dem  Ausdrucke  (68)  gleich,  also  ebenfalls  gleich  H-  1  ist. 
Die  Funktion  ^{x)  ist  aber  im  Innern  eines  um  den  Nullpunkt 
mit  dem  Radius  1  beschriebenen  Kreises  mit  Ausnahme  des 
Nullpunktes  überall  endlich  und  stetig,  da,  wie  als  bekannt 
vorausgesetzt  werden  mag,  der  Nenner  E^/'"  darin  nirgends 
Null  werden  kann.  Untersuchen  wir  ihr  Verhalten  im  Null- 
punkte. Wird  X  unendlich  klein,  so  nähert  sich  Zx'""'"  auf 
eindeutige  Weise  der  Einheit,  und  0{x)  derselben  Grenze  wie 
der  reciproke  Werth  von 


Z^ 


—  n 

l 


log 


(1/logi)  ^'  (p/log|) 

Setzt  man 


so  bilden  die,  den  sämmtlichen  ganzzahligen  Werthen  von  k 
entsprechenden  Werthe  von  u,  wenn  x  unendlich  klein  gedacht 
wird,  eine  Curve  C,  welche  durch  den  Nullpunkt  hindurch- 
führt,  und   der  vorige  Ausdruck  geht  über  in    das    auf  jene 

Curve   erstreckte  Integral    le~^"'dn.     Ist  aber 

ti  =  r  (cos  a  -{-  i  sin  a) 
ein  Punkt  dieser  Curve,  so  folgt  aus 

i' cos  2  a        ik- 


ein  2  a 

X  =  e  •  e 


da  für  ein   festes  u  gleichzeitig  x  unendlich  klein   und  k  un- 
endlich gross  wird,  dass  der  erste  Exponentialfaktor  unendlich 

abnehmen  muss,  was  erfordert,   dass 7-<a<     -    ist:    die 

'  '  4  4' 

Integrationscurve  für  it  wird  also  innerhalb  des  Winkels  zwi- 
schen  den  Geraden    «=-{-.    uiul   u  =  —    ,     verlaufen  und 

4  4 
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(lemDucli,   wio  scliou  gezeigt  wordeu  ist,   das  ü])er  jene  Curve 
erstreckte  Integral 


I  f.-niir- 


dii 
dem  ül)er  die  reelle  Axe  erstreckten  Integrale 

e—"x'dx 
gleich  sein.     Mau  findet  auf  solche  Weise: 
(70) 


/ 


o 

lim.  0  (x)  = 


a;  =  0 


fe-'''^\lc 


also     gleich     einem    Avesentlich    j)ositivcn     endlichen 
Werthe. 

Ist  nun  X  irgend  ein  Punkt   im  Innern  des  bezeichneten 
Kreises,  so  folgt  nach  Cauchy's  Hauptsatze 


0 


W-^  =  ^:/*-f^''^- 


wenn  die  Integration  über  die  Peripherie  des  Kreises  sich  er- 
streckt. Da  I  dieselbe  beschreibt,  wenn  man  |  =  e'P'  setzt 
und  q)  das  Intervall  von  0  bis  2jt  durchlaufen  lässt,  und  da 
andererseits  der  Ausdruck  — - —  für  ein  unendlich  grosses  A 

und  wenn  man  v,  je  nach  dem  Vorzeichen  von  s,  die  Werthe 
0,  1,  2,  ...  A  —  1  oder  0,  —  1,  —  2,  . . .  —  A  -j-  1  annehmen  lässt, 
unendlich  viel  aufeinanderfolgende  Theilpunkte  dieses  Inter- 
valles  darstellt,  so  kann  man  bekanntlich  den  Integralausdruck 
durch  den  Grenzwerth  der  Summe 

—  £  •  lim.  —    >    ^ : •  e 

e       '    -X 
ersetzen.     Nach  (68)    und   (G9)    verschwindet    das    allgemeine 
Glied  dieser  Summe,   und   demnach  findet  sich    überall  inner- 
halb des  Kreises 

0{xf=\, 

also  0  (x)  =  +  1 .  Da  jedoch  bereits  feststeht,  dass  ^  {x) 
für  X  =  0  wesentlich  positiv  ist,  so  gilt  überhaupt  das  obere 
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Vorzeichen,   uml   man  erhält   auf  solche  Weise  nicht  nur, 
mit   Rücksicht   auf  (70),    die    schon    früher   gefundene    Formel 


/ 


c— •'^VLr  =  1 


wieder,    sondern,    was    gezeigt    werden    sollte,    auch    die 
Jacobi'sche  Transformationsformel  (64): 


(l/>ogl) 


'V 
worin    log  a' ■  log  ?/ =  1    ist. 

Durch  diese  bestimmt  sich  dann  aber  auch  endlich  wieder 
das  Vorzeichen  des  Ausdrucks  (68)  als  Grenzwerthes  von  (61*), 
nämlich  als  das  positive  Vorzeichen,  und  auf  solchem  Wege 
also  der  genaue  Werth  der  Gaussischen  Summen. 

In  diesen  Betrachtungen  besteht  das  Wesen  des 
merkAvürdigen  Reciprocitätsverhältnisses  zwischen 
den  Gaussischeu  Summen  und  der  Gruudformel  der 
linearen  Transformation  der  Thetafunktionen,  wie 
es  von  Kronecker  aufgefunden  worden  ist. 

13.  Zum  Schluss  dieses  Abschnittes  wollen  wir  nunmehr 
aber  auch  noch  das  sehr  einfache  Verfahren  mittheilen, 
durch  welches  Kronecker  allein  mittels  des  Haupt- 
satzes von  Cauchy  zur  Werthbestimmung  der  Gaussi- 
schen Summen  gelangt  ist^-j. 

Unter  n  verstehen  wir  eine  positive  ganze  Zahl  und  unter 
^07  Vi  '^'^^^^  positive  Werthe,  deren  erster  kleiner  als  .  sein 
und  unendlich  abnehmen  soll.  Wir  begrenzen  in  der  Ebene 
der  complexen  Veränderlichen  z  =  x  -\-  iji  das  in  umstehender 
Figur  näher  definirte  Flächenstück,  bei  welchem  die  Punkte 
0  und  (y;  O)  durch  zwei  Halbkreise  mit  dem  Radius  iJq  aus 
dem  Rechtecke  ausgeschlossen  werden,  während  die  Punkte 
(1,0),  (2,  0),  .  .  .  durch  Kreislinien  von  demselben  Radius  um- 
grenzt sind.     Die  Funktion 

*)  Journ.   für  die   r.  u.  a.  Math.   Bd.  1U5   p.  267   „Summirunjj^  der 

/,  =  «  — 1   2/,2;r/ 

Gaussischen  Reihen    '^    e     "     •" 

A  =-0 
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1-  e' 


wird  in  diesem  Fliiclieu stücke  überall  endlich  und  stetig  sein, 
und  tblglich  ist  das  über  die  ganze  Begrenzung  desselben  er- 
streckte Integral 


(71) 


/  -^—Yn-   d0  =  O, 


wobei,  wenn  die  äussere  Begrenzung  im  Sinne  der  Pfeilspitze 
durchlaufen  wird,  die  Kreise  in  positiver  Richtung  umlaufen 
werden  müssen.     Diejenigen  Theile   dieses  Integrales,    welche 


(o-  y.k 


(o:y^ 


(O-Uo) 


(f>,-^J,r~ 


i:[.y-i 


(f,-^,) 


den  vertikalen  Seiten  des  Rechtecks  entsprechen,  lassen  sich, 
wenn  ?/(,  unendlich  abnimmt,  wie  leicht  zu  sehen,  abgesehen 
von  den  Halbkreisen,  in  die  Summe 


(72) 


lim.  i  ^  {—  lys   I   - 


ei/i     2ni 


{Xa  +  'ji)' 


^2rti(Xoi+yi) 


Tydy 


zusammenfassen,  in   welcher  s   die  Werthe   ~\-  1,  —  1    und  or 

die  Werthe  0,  1    anzunehmen  hat,   während  Xq^  0,   Xi  =  — 

zu  setzen  ist;  desgleichen  geben  die  den  beiden  horizontalen 
Seiten  entsprechenden  Integrationen  die  Summe 


(s  +  tyi'T 


(73) 


^" 

1  _  e2rtJ(a;  +  62/i>) 


ilx 
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Betrachten  wir  nun  das  lutegral  (71),  wenn  es  um  einen 
der  rankte  (k,  0)  —  wo  Je  eine  der  ganzen  Zahlen  <  -  be- 
deutet —  erstreckt  wird.  Setzt  man  s  =  Je  -\-  y^^e'P^  so  muss 
hierbei  qo  von  O  bis  2n  wachsen,  und  bei  unendlicher  Ab- 
nahme von  7/(,  wird 

2  TT  I     ,        s  2  rt 

e  \         i     dz 


(h  = 


f. 


d.  i.  ffleich 


n 

—  e 


Folglich  ist  derjenige  Bestandtlieil  des  Integrales  (71),  der 
von  den  sämmtlichen  inneren  Kreisen  herrührt,  gleich 

n 

wofür  man  bei  gleichem  Umfange  der  Summation  auch 
schreiben  kann 

In  gleicher  Weise  findet  sich  der  von  dem  Halbkreise  um  0 
herrührende  Integralbestandtheil,  indem  man  z  =  yQe'f'  setzt 
und  (p  von ^  bis  +  y  ^^^^hsen  lässt,  bei  unendlicher  Ab- 
nahme von  i/q  gleich —,   und  der  vom  Halbkreise  um  den 

Mittelpunkt    (  - ,  O)    herrührende    Bestandtheil ,     indem    man 

ft  •  TT  S  7C 

0  =  --  4"  !/o^''"  s^^^it  und  g)  von    -  bis  —  wachsen  lässt,  bei 

unendlicher  Abnahme  von  ?/„  gleich  —  o  '  ^  "  "  >  wenn  — - 
eine  ganze  Zahl  d.  h.  n  gerade  ist,  dagegen  gleich  0,  Avenn  n 
ungerade  ist.  Hiernach  liefern  die  von  sämmtlichen  Kreis- 
linien herrührenden  Bestandtheile  des  Integrales  (71)  zusammen- 
genommen, gleichviel  ob  n  gerade  oder  ungerade  ist,  die  Summe : 
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Da  aber  das  Integral  (71)  gleich  der  Summe  der  drei  Be- 
standtheile  (72),  73),  (74)  ist,  findet  sich  zunächst  die  Summe 
der  beiden  Ausdrücke  (72)  und  (73)  gleich 

» 1       2  7t  i 

Verstehen  wir  nunmehr  unter  ]/?j  den  positiven  Werth 
der  Quadratwurzel  und  substituiren  in  (72)  statt  y  eine  neue 
Veränderliche  mittels  der  Gleichung 

ij  =  EuYn , 

so  geht  die  Summe,  wie  aus  den  Identitäten 


-  e«  ^  1  -  e-« 


und 


1  -  (-  1)"  e"        1  -  (-  1)"  e-«        ^         ^ 
ohne  Mühe  zu  erkennen  ist,  über  in  den  Ausdruck 

Vi 
Vn 

(76)  lim.  yVi  (i  +  i^~")  •  /  e-2'*'^^  ^l^^  ^ 

.0  =  0  ^  J 

Vn 

Der  auf  s  =  —  1  bezügliche  Theil  der  Summe  (73)  werde 

durch  die  Substitution  von  ~ rc  an  Stelle  von  x  transfor- 

mirt;  dadurch  nimmt  die  Summe  die  Gestalt  an: 

2  ^-(«  +  2/1')- 

(77)  ^  ^^"/(_i)l_^2..-(.+^)  •  ^^  ■ 

"  0 

Demnach  ist  die  Summe  (75)  gleich  der  Summe  der 
beiden  Ausdrücke  (76)  und  (77),  und  zwar,  wie  gross  wir  y^ 
auch  denken.  Lässt  man  aber  y^  über  alle  Grenzen  wachsen, 
so  nähert  sich  der  zuletzt  genannte  Theil  der  Null;  denn  der 
Modulus  der  Funktion  unter  dem  Integralzeichen  ist  gleich 

n 

e 

]/(!  _  e-2 «2/if  4-49  re-2«^ ' 
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WO  G   ein  ])ositiver  Werth,   nämlich   sin^  tix  oder  cos^  Ttx  ist, 
je    nachdem    na.    gerade    oder    ungerade    ist,    er    ist    folglicli 

kleiner  als  ^n 

— —  «yi 


das  Integral   also  seinem  absoluten  Betrage  nach  kleiner  als 


e  dx     d.  1.     < 


0 


und  demnach  unendlich  klein,  wenn  y^  unendlich   gross  wird. 
Aus  dieser  Betrachtung  folgt  schliesslich  die  Formel 


V  e    "     =  2  ]/n  (i  -f-  ii-")  •  fe-^'^''''  du . 

Zur  Bestimmung  dieses  Integrales  genügt  es,  für  n  den 
besonderen  Werth  n  =  4  zu  wählen,  für  Avelcheu  die  linke 
Seite  in  2(1 -j-0  übergeht;  dadurch  findet  sich 


/ 


e-2"'«'V?zt 


2(l  +  i) 


und  folglich 


0 
71  —  1     2i^7rj 


(78)  ^e    "     ==.+yVi.'-±^, 

eine  Formel,  welche  den  Werth  der  Gaussischen  Summe 
(p{2,n)  für  jeden  Werth  der  positiven  ganzen  Zahl  n 
genau  bestimmt.  Den  im  Vorigen  entwickelten  Sätzen  ge- 
mäss lässt  sich  sodann  auch  der  Werth  der  allgemeineren 
Summe  q)(2fi,n)  für  alle  ganzzahligen  Werthe  von  ^  und  n 
ermitteln*). 


*)  Vgl.  hierzu  die  erst  kürzlich  erschienene  Arbeit  von  Landsberg 
„Zur  Theorie  der  Gaussischen  Summen  und  der  Thetafunktionen"  im 
Joum.  f.  die  r.  u.  a.  Mathematik  Bd.  111  p.  234.  In  derselben  wird  durch 
eine  Methode,  welche  der  Kroneck  er 'sehen  verwandt  ist,  nicht  nur  die 
Transformationsformel  der  Thetafunktionen,  sondern  unabhängig  davon 
auch  die  Reciprocitätsbeziehung  (38)  zwischen  den  Gaussischen  Summen 
hergeleitet,  wozu  das  Kronecker'sche  Verfahren,  welches  nur  den  Werth 
der  Summe  qp  (2 ,  n)  liefert,  nicht  geeignet  zu  sein  scheint. 


Achter  Abschnitt. 


Berechnung  der  Classenanzahl. 

1.  Mittels  der  im  vorigen  Absclinitt  gewonnenen  Hilfs- 
mittel wollen  wir  nunmehr  die  Aufgabe  lösen,  für  die  Classen- 
anzabl  der  quadratischen  Formen  von  gegebener  Determinante 
D  einen  endlichen  Ausdruck  aufzustellen,  indem  wir  die  in 
der  Formel  (22j  des  sechsten  Abschnitts  noch  auftretende  un- 
endliche Reihe 

summiren.  Die  Determinante  D  darf  aber  jetzt  nach  dem  in 
Nr.  7  dort  Gesagten  frei  von  quadratischen  Faktoren  voraus- 
gesetzt werden  und  hat  demnach  die  Form 

(2)  D=±  2'-  •  P, 

wo  c  einen  der  Werthe  0,  1  und  P  eine  aus  lauter  verschie- 
denen ungeraden  Primfaktoren  p,  p' ,  p",  .  .  .  zusammengesetzte 
Zahl  bedeutet.  Statt  die  Summation  zur  Rechten  der  Glei- 
chung (1)  über  alle  positiven  ganzen  Zahlen  n  auszudehnen, 
genügt  es  auch,  sie  nur  über  die  sämmtlichen  zu  2Z)  d.  i.  zu 
2P  primen  positiven  ganzen  Zahlen  n  zu  erstrecken;  für  alle 
solche  Zahlen  besteht  aber  die  Formel  (5)  des  3.  Abschnitts: 

n  —  1     n*  —  1 

und  man  findet  ihr  gemäss  die  Gleichheit 

so  oft  n'^n  (mod.  8P);  und  für  die  Formel  (I)  die  neue 
Gestalt: 
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•  1 


die  Summatioii  in  natürlicher  Reihenfolge  auf  sämmtliche  po- 
sitive ganze  Zahlen  n  ausgedehnt,  welche  prim  sind  zu  2  F. 

Zweierlei  Wege  bieten  sich  nun  dar,  die  hier  ge- 
forderte Summation  auszuführen,  und  beide  wollen 
wir  der  Reihe  nach  einschlagen. 

Die  erste  dieser  Methoden  besteht  in  der  Umformung 

des  Ausdruckes  —   mittels  der  bestimmten  Integralformel 


=  I  X"-' 
n        J 


■'  dx 

0 

und  in  einer  dann  folgenden  rationalen  Litegration.  Durch 
diese  Umformung  nimmt  die  Formel  für  S  nämlich  die  folgende 
Gestalt  an: 

71  —  1     n^—l  1 

(Ib)  S  =  ^d~^B^    [l)-jx—'dx. 

0 

Denken  wir  uns  nun  die  Summe  zunächst  nur  über  alle  die- 
jenigen der  bezeichneten  Zahlen  n  erstreckt,  welche  kleiner 
sind  als  S//P,  so  kann  man  die  endliche  Summe  auch  folgender- 
masseu  schreiben: 

0 

n  aber  nimmt  die  angegebenen  Werthe  an,  Avenu  man 

n  =  8P-2  +  1/ 

setzt  und  hierin  z  die  Zahlen  0  bis  h  —  1 ,  v  aber  die  Reihe 
der  qp(8P)  zu  SP  primen  Zahlen  durchlaufen  lässt,  welche 
<  SP  sind;  da  wegen  (4) 

«  —  1     n*— 1  1 — 1    t  =  — 1 

gefunden  wird,  lässt  sich  der  vorige  Ausdruck  daher  durch 
den  folgenden  ersetzen: 


/( 
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Zur  AbkürzAing  sei 

1—1    r'  — 1 

(ö)  F{x)=^^d'^e^     (;).r- 

r 

(.las  vorige  Integral  besteht  dann  aus  den  zwei  Tlieilen 
f-^^~%         und         f-^^äx, 

0  0 

Avo  die  Funktion 

F{x) 


bei  der  Integration  durchweg  endlich  bleibt,  denn  sie  könnte 
nur  an  den  Grenzen  derselben,  wo  der  Nenner  verschwindet, 
unendlich  werden,  jedoch  hat  F{x)  nicht  nur,  wie  der  Aus- 
druck (5)  sofort  erkennen  lässt,  den  Faktor  x,  sondern  auch 
den  Faktor  1  —  x,  weil 

r  — 1    r«  — 1 


F{l)='^ö^   e'    (^ 


also  nach  Formel  (ß)  Seite  49  gleich  Null  ist,  und  folglich 
bleibt  der  Bruch  auch  an  den  Grenzen  endlich.  Hiernach 
leuchtet  ein,  dass  der  zweite  Bestand theil  wegen  des  Faktors 
y.9,Ph  \^q\  unendlich  wachsendem  h  gegen  Null  convergirt.  Und 
somit  findet  sich  schliesslich  das  folgende  Resultat:  Die  un- 
endliche Reihe  S  ist  dem  ersten  Bestandtheile  gleich,  in 
Zeichen: 


(«)  «=/^J 


(x)  dx 


•6  l'\ 
0 


Es  erübrigt  also  nur,  diese  rationale  Integration 
auszuführen,  um  S  zu  ermitteln. 

Der  Nenner  der  zu  integrirenden  Funktion  verschwindet 
ausser  für  x  =  0  für  die  sämmtlichen  Wurzeln  der  Gleichung 
x^^^=  1  d.  h.  für  die  Werthe 

2  TT  »■ 

(7)  x^e'^ 

(/^  =  0,  1,  2,  ...  8P—  1), 
und  somit  findet  sich  durch  Partial])ruch Zerlegung 
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8/'— 1        /   *^      f,,,   I 

1     Ni^  F\e     ''  / 
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F(x) 


xil-x^'') 


'V  ---^ 


t. 


2  7fi> 


-1  =  0  -      SP 

X  —  e 


wo  übrigens  der  Wertli  li  ==  0  auch  unterdrückt  werden  könnte. 
Also  ist 

2  TT  !\  ' 


(8) 


(^0 


S  = 


8/>— 1 
/.=0 


,■(;■•■■)/ 


dx 


0 


rc  —  e 
Untersuchen  wir  zuerst  den  Ausdruck 


V  — 1     r2— 1 


8/'_ 


2i-7ri 


Jede  der  in  Frage  kommendeii  Zahlen  v   wird  man  durch  die 
Formel 


(10) 


v  =  8Py  +  Pß  +  8/[t 


erhalten,  wenn  man  a.  die  Werthe  1,  3,  5,  7  und  ^t  die  Zahlen 
der  Reihe  1,2,3,...P  —  1,  welche  prim  sind  zu  V^  au- 
nehmeu  lässt  und  die  ganze  Zahl  y  jedesmal  passend  wählt. 
Hiernach  wird 

^=y  +  ^  +  p- 

und 

2iÄi  ,  ni  ^^n 

V  ■ a  k  II  K  — -— 

SP  i  ■         P 

e  =  e         •  e 

seiu,  während  mit  Rücksicht  auf  (10) 


r— 1        t^  —  l 

e,     2  ~8 

0  £ 


/'— 1     /"'— 1 


ft—  1      a»  — 1 

"8~ 


(D-^^^'^l^) 


gefunden  wird.  Wenn  deninach  in  (D)  statt  über  alle  v,  über 
die  bezeichneten  Werthe  von  a  und  ft  summirt  wird,  so  kommt 
ohne  weiteres 

worin 


worii 
(12) 


«  — 1     a»  — 1  TT/ 
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und  2ly:i 

(13)  S^=2{y)'"     ' 

gesetzt  ist. 

Hier  kommt  uuu  zur  Geltung,  was  im  vorigen  Absclmitte 
über  die  Gaussisclien  Summen  gelehrt  worden  ist.  Darnach 
findet  sich  für  5„  folgender  TVerth: 

WO  die  Quadratwurzel  mit  positivem  Vorzeichen  zu  nehmen 
und  ( p^j ,  wenn  Ä'  und  P  einen  gemeinsamen  Theiler  haben, 
gleich  Null  zu  setzen  ist. 

Um  5a  zu  berechnen,  unterscheidet  man  am  besten  die 
vier  Fälle,  welche  die  Werthe  von  d,  a   zulassen. 

Für    d  ^  1 ,    £  =  1    findet  sich 

ba  =  e       ■ ^ 

1  —  r 

d.  h.  Null,  ausgenommen,  wenn  /;  =  47/  ein  Vielfaches  von  4 

ist,  wo  dann 

(150  5„  =  4  .  (-  Ij" 

wird. 

Für    d  =  —  1 ,    £  ==  1    kommt 

i  ni  „  ,      . 

Öa   =  €  •  T— 

d.  h.  Null,  ausgenommen,  wenn  Ji=  2y  und  y  eine  ungerade 
Zahl  ist,  in  welchem  Falle  sich  findet 

(15^  5.  =  4'/-(-l)   '    . 

Für    6  =  1,    £  =  —  1    findet  man 

kni 

s,  =  i^  {i  —  i'f  ■  (1  +  i'o 

d,  h.  Null  für  jedes  gerade  7i ;  prüft  man  bei  ungeradem  k  die  Fälle 
Zr^l,  3,  5,  7  (mod.  8),  so  erkennt  man  leicht,  dass  allgemein 

i^—i 
(lö'j  S,  =  (_  1)~^  .  2  ]/2 

ist. 
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Für    d  =  —  1  .    c  =  —  1    endlich  ist 

5,  =  c^ri4-i*y.(i  — »*j 

d.  h.  Null  für  jedes  gerade  i';  für  jedes  ungerade  i  dagegen 
findet  sich  allgemein 

2.   Diese  Werthe  ron  5^-  und  S^  müssen  nun  in  (11)  und 


dann  der  so  gefundene  Werth  für  F\e       /in  die  Gleichung  > 
eingesetzt  werden.     Dann  ist  noch  die  Hüfeformel 


1 

1  r,\ 


1'^^  =  lo-  2  sin  ^  ^  l(^  -  i) 

0 

zu  berücksichtigen,  in  welcher  ff  zwischen  0  und  2:r  voraus- 
gesetzt ist 

I-  Ist  demnach  erstens  d  =  1.  5  =  1.  also  2>=— P=1 
(mod.  4)  und 

SO  oft  w  und  22)  ohne  gemeinsamen  Theiler  sind,  so  findet 
man,  da  nur  die  Zahlen  k  =  4/*  der  Reihe  0,  1,  2,  3, . . .  8P—  1 
d  h.  die  Zahlen  Ä  der  Reihe  0,  1,  2,  ...  2P—  1  nichtrer- 
schwindende  Glieder  der  Summe  S  liefern, 

WO 


(«)    &  =  2;.(-  1)*  (?)  (log  2  sin  IJ  -M  J  -  IJ) , ) 

gesetzt  ist  Diese  Summe  kann  auf  verschiedene  Weise  weiter 
behandelt  werden.  Man  kann  sie  zuvörderst  in  zwei  Theile 
zerlegen,  deren  erster  die  Werthe  von  Ä  <  P  umfasst  während 
der  zweite  sich  auf  die  Werthe  von  h  bezieht,  wekhe  von  P  bis 
'2P  —  1  hin  liegen.  Diese  letztem  erhäli  man  aber  aus  der 
Formel  P  -|-  Ä.  indem  man  h  jetzt  die  Werthe  <P  durchlaufen 
lässt,  und  durch  eine  einfache  Umformung  des  auf  sie  l-ezüg- 
lichen  allgemeinen  Glie»ies  der  Summe  se^ümt  man  öie  Formel 

Backt  »BB^AaaljAehe  ya>tfaf«i«ie-  13 
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s,.  -2,.  (- 1)'  (i- )  ('°g  2  «in :;; + (I  -  '^ .;) 


d.  h. 


0 


1 


(18)         S,,  =2^^  (-  1 )" {';)  (log  taug  ll  +  I  i)  . 

0 

Man  kaim  aber  auch  so  verfahren:  unterscheidet  man  bei 
der  Summati on  in  (17)  die  geraden  Werthe  //  =  2r/  von  den 
ungeraden,  so  ist 

WO  die  letztere  Summe  auf  alle  ungeraden  Zahlen  h  <^2P  zu 

erstrecken  ist.     Da  nach  (3)  pag.  47    die   ebenso   ausgedehnte 

p—i 

Summe  ^  ( ^ j  =  0    ist,  desgleichen  ^^  i^j  =  0 ,    so    kann 

0 

man  etwas  einfacher  schreiben: 


Nun  zerlege  man  die  letztere  Summe  in  die  beiden  Theile, 
deren  erster  die  ungeraden  Ä  <  P  umfasst,  während  für  den 
zweiten  h  die  ungeraden  Zahlen  von  P  bis  2P — 1  annimmt; 
letztere  gewinnt  man  aus  der  Formel  F -\- W ,  wenn  man  // 
die  geraden  Zahlen  <  P  annehmen  lässt.  Hiernach  findet 
sich  in  einfacher  Umformung 

0      " 

-Z  Kv)  l^°g  «"^  2P  -  2pV 

-2j    \p)  l^^g  ^°«2P-  -  Yp'  -    2V- 
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Wird   diese  Gleichung  aber  mit  2  multiplicirt  und  dann 
die  Gleichung  (18)  davon   subtrahirt,    so    erhält   man   leicht 


"VT    /  h\  /■,         l     .     Int         hni  it   .\ 

"VT    (h'\  L         1      .     h'n         liTci         it  .\ 

-2j u \p)  r °  T "^^  P  -  -p-  -  2  V ' 


oder,  da  die  Zahlen  Ji,  li'  zusammengenommen  alle  Zahlen 
(/  <i  P  ausmachen,  also  nach  der  oben  angeführten  Formel 
des  3.  Abschnittes 

^(l-)+2'(p)-o 

ist, 

(19)     &,  =  (2.(|)^l).2^(A)(,„g3in^^"-^-^i). 

0 

Nach  Belieben  dürfen  wir  in  der  Formel  für  S  den  einen 
oder  den  andern  der  beiden  Ausdrücke  (18)  ^der  (19)  für  Su 
einsetzen. 

Ist  dann    D  ==  -}-  P ,    so  wird 

oder  auch 

p— 1 

^--  yji^ -  2  (f)) -2, (p) (i^g ^i^ ^F  -  ^^') ' 

'  0 

Da  aber  S,  seiner  Bedeutung  (1)  gemäss,  reell  ist,  so  muss 
das  Imaginäre  rechts  für  sich  verschwinden,  und  man  findet 
demnach  endlich 

(^^■)     ^  =  -,-7p(-»Z(-i)'-(p-)'«g'™grl 

oder  auch 

(20=)    .s=-;^,(,-',a)).|;(^)iogsiuV"-, 

daneben  ergeben  sich  noch  die  Formehi 

Vi* 
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(20«) 


p—i 


Achter  Abschnitt. 
r—i 


0  0 


die  sich  leicht  bestätigen  lassen. 

Ist  dagegen   D  ==  —  P,   so  wird 

« = -  ~j.il) -2  s~  !)'■  (^)  K '-« li + Y') 

oder  auch 

und  hieraus  endlich 


0 

p— 1 


(20,) 
oder  auch 

(20,)  S 


S  = 


iyp 


(DZ,  (-!)'(>-) 

0 


r^,(l-l(D)-l(D''> 


während    daneben   sich  die   beiden   unschwer  zu  bestätigenden 
Formeln  heraus^ellen 


(20,) 


J'„(-i)"(Di''gt™g||=o 

0 

p—1 
^'.(Irjlogsm'^^O. 


II.    Ist  zweitens   ö=  —  l,   £  =  1,   also   D==  +  P^3 
(mod.  4)  und  für  jede  zu  2Z)  prime  Zahl  n 


(?)  =  (-i)^(;)- 


so  findet  man,  da  nur  die  Zahlen  Ic  von  der  Form  k  =  2y , 
wo  y  ungerade  ist,  nichtverschwindende  Glieder  der  Summe 
S  liefern, 

2yp 


S  =  ^:={-   l)    '      l-l 


.2'(-l)'-'(^)('og2  3in||+,(^-^-;)), 
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wo  die  Suiumatiou  iiljer  iille  imgeraden  Zahlen  y  <  4i"*  zu  er- 
strecken ist.     Da  nach  (G)  S.  41)   die   gleicherstreckte  Summe 

ist,  kann   man  einfacher  schreiben 

r+i  /p—iy 

S  =  — — -  (—1)        ■  t  -i^        '  . 

.2'(-i)'"^(;.)(iogsi„--i;,). 

Unterscheidet  man  demnach  wieder  die  beiden  Fälle  einer  po- 
sitiven und  negativen  Determinante,  so  ergiebt  sich: 
Ist    i)  =  -|-  P,    so   wird 

während 

ist. 

Ist  dagegen    Z)  =  —  F,    so  wird 

(21.)  ^  =  -^-2(-^y(^r' 

während 

(21.)  2'(-l)'^(?)'»g^i"ff  =  0 

ist. 

III.    Sei  drittens    d  =  l,    s=  —  l,   also   D  =  ±2P, 
-j-P^l  (mod.  4)  und  für  jede  zu  2D  relativ  prime  Zahl  n 

(^)  =  (-i)'^"(p-)- 

In  diesem  Falle  wird,  da  nur  die  ungeraden  Werthe  Je  =  y 
nichtverschwindende  Glieder  der  Summe  S  geben,    . 

^=^5^2'(-i)'^(f  )(>«g  2sin  l;+ (;  _-),), 

wo  die  Summe  über  alle  ungeraden  Zalüen  y  <  8  P  ausgedehnt 
werden  muss;  da  aber  nach  (6)  S.  49  die  gleichausgedehnte  Summe 


198  Achter  Abschnitt. 

ist,  kauu  man  eiufaclier  schreiben 

■5=-^-2'(-»"^(f)(logsmg-|^). 
Hieraus  folgt  aber,  wenn    D  =  -|-  2P  ist, 

(22')  S==-^^2'(-I)'^'(p)l°g-8>' 

während 

(22»)  2'(-l)'~'(l)''  =  0 

ist;  wenn  dagegen   D  =  —  2P   ist,  folgt 

während 

(22,)  2'(-l)'^'(F)'<'g-"sT.=  " 

ist. 

IV.  Sei  endlich  viertens  d=  —  1,  £  =  — 1,  also 
D  =  4-2P,  +P=3  (mod.  4)  und  für  jede  zu  2D  prime 
Zahl  n 

n  —  1       n'  —  1 


(^)  =  (~ir^(7) 


Da  auch  in  diesem  Falle  nur  die  den  ungeraden  Werthen  von 

/•;    entsprechenden    Glieder    der    Summe    S    bestehen    bleiben, 

findet  sich 

p+i      /p— 1\^ 


ysp 


Y^l^y-^-l 


WO   die   Summe   über  alle    ungeraden  Zahlen    y  <  8  P    auszu- 
dehnen ist;  und  da  nach  (6)  S.  49  die  gleichausgedehnte  Summe 


'+?■-' 


2'(-i)^      (f)=o 
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ist,  erhält  man  eiufaclier 

-'  +  '- 


«-'=^7l^^-^(-')"^  '  (^)("'g-'»r.-^;') 


Hieraus  tliesst,  wenn    D  =  -\-  2P    ist, 


während 


ist;  wenn  dagegen    Z>  =^  —  P   ist,  folgt 

während 

(23J  2'(-l)"^'^''''(;)l"g«i"B-0 

ist.  — 

3.  Nachdem  wir  somit  die  Summe  >S'  in  allen  Fällen  be- 
rechnet haben,  können  wir  nunmehr  mit  Hilfe  der  Gleichung 
(22)  des  G.  Abschnittes  auch  den  Ausdruck  der  Classen- 
anzahl für  jede  (durch  kein  Quadrat  ausser  Eins  theil- 
bare)  Determinante  7)  bestimmen.     In  dieser  Gleichung: 

hat  man,  wenn   D  >  0  ist, 

^  =  ^log(T+f7|/I>), 
dagegen,  wenn  D  <  0  ist, 

y-D 

Mit  Rücksicht  hierauf  sowie  auf  die  in  voriger 
Nr.  abgeleiteten  Formeln  lässt  sich  also  folgende 
Tabelle  aufstellen: 

I.     D>(). 
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1)    Ist    I)  =  F,    Pe=e1  (mod.  4),   so  ist 

was  einfacher  auch  folgeiidermassen  geschrieben  werden  kann: 
U  (D)  =  (  M  '^ .  V  ( y-)  log  tang  ^"  , 

wenn  y  alle  ungeraden  Zahlen  <il*  (man  dari'  sagen:  welche 
prim  zu  P  sind,  denn  für  die  andern  ist  \^IA  =  0)  durch- 
läuft; oder,  da  für  solche  Zahlen  ip)  =  (— j  ist,  ist  schliess- 
lich, wenn  man  mit  a,  ß  diejenigen  unter  ihnen  bezeichnet, 
l'ür  welche 


(?)  =  (|-)  =  ^  (f)  =  (fO  =  -i 


ist. 


CCTC 

tanff  — i-. 


(24,)     H(D)  =  (-1)      .,     ^  — ;^s  •  log  TT 1^ 

Einen  zweiten  Ausdruck  ergiebt  die  Formel  (20^),  nämlich : 
^      /2\  .    bn 

2  —  1^1  SIQ    -zp 

(24.)  HiD)^^^-^,^^.Usn^' 

worin  a,  h  die   sämmtlichen  zu  P  primen  Zahlen   <  P  be- 
zeichnen, für  welche 

ist. 

2)  Ist   n  =  P,   F='d  (mod.  4),    so  ist  nach  (21') 

H(D)= ^-— 7=x  •  2  (-  1)'"^  (f )  l«g  «i^  I? 

^  ^  log  (r-fc^j/p)  .^  ^      ^      vp/     ^       4P 

d.  i. 

.   ß« 

1                   rr '""  4P 
(24,)  i?  (D)  = ^ p=r  -log   /  / ^  ,        . 

4P 


Berechnun«^  der  Classenanzalil.  201 

woriu    a,  ß    die    imgeradeu   zu   1^  primen   Zahlen    <  4  P   be- 
zeichnen, für  welche 

ist. 

3)  Ist    D  =  2P,    FebI  (mod.  4),    so  ist  nach  (22^) 

d.  i. 

1  FT  '""  HP 

(24,)         H(D)=^    ^, — ^       -    ,  •  lüg  /  /  — ~  , 

log  (r+  1/1/22')  "^-*,in^' 

8P 

worin   «,  /3    die    ungeraden    zu  P   primen   Zahlen    <  8  P   be- 
zeichnen, für  welche 

(^)  =  (_l)'^(^)=  +  .,       (|)  =  (_,)%)  =  _! 

ist. 

4)  Ist    D  =  2P,    Pee3  (luod.  4),    so  ist  nach  (23') 


SlUgp 


^(D) = _       ^       .  y (_  1)  ^  -^ «  (^_)  log 

d.  i. 

(24,)  ^(D)  =  — ^ — ^^ — ■— .,  •  log  /  / ^  , 


log(T+Cfl/^P)  sm  — 

8P 


worin    «,  /3    die    ungeraden    zu    P   primen  Zahlen    <  8  P  be- 
zeichneu,  für  welche 


a-l      a"-  — 1 


ist.  — 

Man  sieht  sogleich,  dass  die  drei  letzten  Fälle  sich  in 
eine  einzige  Formel  vereinigen  lassen,  Avelche  in  folgendem 
Satze  auszusprechen  ist: 
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Ist  die  positive  Determinante  i>>  nicht  ^;  1  (mod.  4), 
so  ist  immer 

(2Ö)  H(D)  = j~^ .  .  log  /T ''''-^-  , 

47) 
WO    K,  ß    diejenigen    zu    2D    primen    Zahlen    <  41)  be- 
zeichnen, lür  welche 

(^)  =  +  i>     (f)  =  -i 

ist. 

II.     7)<0. 

Wir  bezeichnen  mit  z/  den  absoluten  Werth  von  D. 
1)  Ist  dann  zuerst  D  =  —  P,   P^3  (mod.  4),  so  cr- 
giebt  sich  aus  (20j) 

^(»)=l(p)2(-i)'(^)- 

0 

wofür  einfacher  auch  geschrieben  werden  kann 

(26)  ÄW  =  -(p)2'(f). 

wemi  y  dieselbe  Bedeutung  hat,  wie  im  ersten  der  auf  eine 
positive  Determinante  bezüglichen  Fälle.  Giebt  man  auch 
den  Zeichen  a,  ß  dieselbe  Bedeutung,  wie  bei  (24(j),  und  sind 
51,  33    die  Anzahl  dieser  Zahlen  cc,  ß,    so  ist  ganz  einfach 

(26o)  -   H{D)  =  {^).(ß-%). 

Wendet  man  dagegen  die  Formel  (2O2)  an,  so  findet  sich 

0 

d.  i.,  wenn  a,  h  dieselbe  Bedeutung  bewahren,  wie  in  Formel 

(24^),  einfacher 

(26,)  Ä(D)  =  (2-(|)) 

Die  Formel  (2ßo)  verdient  vor  dieser  insofern  den  Vorzug, 
als  sie  sogleich  H.{I))  als  eine  ganze  Zahl  erkennen  lässt. 
Uebrigens  können  wir  sie  noch  einfacher  schreiben,  wenn 
wir  der  Gleichung  (26)  die  Gestalt  geben: 


Zh  —  Sa 
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^w  =  (-p)-2'(l)- 

wo  <j   alle    geraden    zu   P   primen  Zahlen    <  P  durchlaufen 
muss.     Denn,   setzt  man   dann    (j  =  2h,    so  durchläuft  h   alle 

P 

zu  P  primen  Zahlen  <  -  ,  und  wenn  demnach  A,  B  die  An- 
zahl derjenigen  mit  a,  h  bezeichneten  Zahlen  bedeuten,  welclie 

P 

<  -~    sind,  so  ist  offenbar 

(260  HiD)=^{l,)  =  Ä~B. 

Der  in  diesen  Formeln  ausgesprochene  Satz  ist  für  den 
Fall,  dass  P  eine  Primzahl  ist,  bereits  längere  Zeit,  bevor 
Dirichlet  allgemein  die  Classenanzahl  bestimmte,  von  Jacobi 
entdeckt  worden,  der  durch  eine  Tnduction  dazu  geführt 
wurde*);  er  lässt  sich  für  diesen  einfachen  Fall  folgender- 
masseu  aussprechen: 

Ist  die  Determinante  eine  negative  Primzahl  — jh 
deren  Absolutwerth  die  Form  4:k  -\-  3  hat,  so  ist  die 
Classenanzahl  für  die  zu  ihr  gehörigen  eigentlich 
primitiven  positiven  quadratischen  Formen  gleich 
dem  Ueberschuss  der  Anzahl  der  quadratischen  Reste 
über  die  Anzahl  der  quadratischen  Nichtreste,  welche 

kleiner  sind  als  —-' 

2)  Ist  zweitens  D=  —  P,  P^  1  (mod.  4),  so  folgt 
aus  (21J 

d.    i.    bei    Anwendung    der    bei    Formel    (242)    eingeführten 

Zeichen  «,  ß 

(26,)  ;/(/,)  =  £2^. 

3)  Ist  drittens  D  =  —  2P,  P=3  (mod. 4),  so  giebt  (22,) 

sw  =  -s-i-2'(-i^"(i). 

*)  Jacobi,  observatio  arithmetica  in  Ciellc's  Journ.  Bd,  9  p.  189. 
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d.    i.     bei     Anwendung    der    bei    Formel    (243)    eingeführten 
Zeichen  a,  ß 

(263)  ^(i))  =  ^^:i^. 

4)  Ist  endlich  U=-2P,  P=l  (niod.  4),  so  ergiebt 
sich  ebenso  aus  (23i) 

H  w =-,'p-2(-'y'^ '""'"  (i)  r 

d.    i.     bei    Anwendung     der     in    Formel    (24.i)     eingeführten 
Zeichen  a,  ß 

(26,)  H{D)=^p^- 


Man  sieht,  dass  auch  hier  wieder  die  drei  letzten  Fälle 
sich  in  eine  einzige  Formel  zusammenfassen  und  folgender 
Satz  sich  aussprechen  lässt: 

Ist  die  negative  Determinante  D  =  —  z/  nicht 
=  1  (mod.  4),    so  ist  immer 

(27)  i?(Z))  =  ?i^, 

wenn   a,  ß   diejenigen  zu  2J  primen  Zahlen   <  4^  be- 
zeichnen, für  Avelche 

ist. 

Der  Grund,  warum  der  Fall  D  ^  1  (mod.  4)  sich  nicht 
luiter  die  allgemeine,  den  übrigen  Fällen  entsprechende  Formel 
fügt,  ist  darin  zu  suchen,  dass  wir  unsere  Betrachtung  nur 
auf  die  eigentlich  primitiven  Formen  der  Determinante  D 
beschränkt  haben,  in  diesem  Falle  aber  auch  uneigentlich 
primitive  Formen  vorhanden  sind.  Lässt  man  in  der  Theorie 
der  quadratischen  Formen  diesen  Unterschied  fallen  oder  viel- 
mehr, legt  man  dieser  Theorie  nicht  die  Formen  von  der  Gestalt 

ax'^  -\-  2b xy  -f-  cy' , 

sondern  diejenigen  von  der  Gestalt 

ax^  -\-  hxy  +  cy^ 
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zu  Grunde,  so  l)edarf  man,  wie  Kroneeker  gezeigt  hat"-'), 
zur  Bestimmung  der  Classenanzabl  nur  zweier  Formeln,  eine 
für  positive,  und  eine  für  negative  Determinanten. 

4.  Wir  wollen  nunmehr  den  zweiten  der  erwähnten 
Wege  zur  Berechnung  der  Summe  S  einschlagen,  auf 
welchem  wir  noch  verschiedene  andere  Ausdrücke  für  die 
Classenanzahl  erhalten  könneu,  die  wir  wenigstens  für  nega- 
tive Determinanten  aufstellen  wollen.  Die  Formel  (11)  bietet 
uns,  den  vier  verschiedenen  Fällen  entsprechend,  das  nöthige 
Hilfsmittel  dazu  dar. 

Ist  zunächst  d  =  1,  s  =  1,  so  kommt  sie,  wie  ohne 
Mühe  erkennbar  ist,  auf  die  Gaussische  Summenformel  d.  i. 
auf  die  Gleichuns; 


2 


2k7tu{  (P~'^Y 


zurück,  in  welcher   ip)    die    Null    bedeutet,    so    oft    h    einen 

Theiler  mit  P  gemeinschaftlich  hat. 

Ist  also   P^3  (mod.  4),    so  findet  sich 

(28,)  ^^(f)«^^  '^'^  =  (t)5 

ist   P^  1  (mod.  4),    so  ist  dagegen 

(28,)  7p^  (I)  cos  ^^-^  =  (^  , 

." 
wo  die  Summationen  über  alle  (man  darf  sagen:  zu  P  primen) 
Zahlen  /it  <  P  erstreckt  werden  müssen. 

Ist  zweitens   d  =  —  1 ,  f  =  1  ,  so  sei  h  =  2y,  y  aber 
ungerade;  dann  findet  sich 

wofür  jedoch  einfacher  gesetzt  werden  darf 
e"'7  =  2.2'(-l)"^(;) 


2nvyi 
■IP 

e 


*)   In    den   Sitzungsber.   der    Berl.    Acad.   1885    „Zur    Theorie    der 
elliptischen  Funktionen"  p.  768. 
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Mit  Rücksicht  auf  die  Formeln  (14)  uud  (15)  folgt  hieraus, 
wenn  P  ^  1  (mod.  4)  ist, 

dagegen,  wenn   P  ^  3  (mod.  4)   ist, 

(^'«^)     yb 2  (-  1)"^  (I.)  -  'fp"  -  (-  »"^  (^) , 

WO  (  T))  =  0  zu  setzen  ist,  wenn  y  einen  gemeinsamen  Theiler 
mit  P  hat,  und  die  Summationen  auf  alle  ungeraden  zu  P 
primen  Zahlen  i/<4P  sich  erstrecken. 

Ist  drittens    d  =  1,    £  =  —  1,    so  sei  /c  eine  ungerade 
Zahl  y,  dann  führen  die  Formeln  (14)  und  (15)  zu  folgender 
Gleichung: 
wenn    P^3  (mod.  4)    ist, 

(30.)    ,1-^^  (-  ^F(^  -  ^'  =  (-  I)"^  (I.) , 
wenn  aber  P  e^  1  (mod.  4)  ist, 

wo  ( p )  =  0    zu   setzen  ist,  wenn  y  nicht  prim  ist  gegen  P, 

und  die  Summationen  auf  alle  ungeraden  zu  P  primen  Zahlen 
V  <  8P    sich  erstrecken. 

Ist  viertens   6  =  —  1,  £  =  —  1,  so  kommt  auf  gleiche 
Weise,  wenn  P  ^  1  (mod.  4)  ist, 

(3i.)^2'(-')"'  •  (;)™-si^''=(-i) '  'ii)' 

wenn  dagegen    P  ^  3  (mod.  4)    ist, 

(3'.)  ^b^(- 1)'^*'"^(;)  -  H^= (- 1)"^^'^'!^) , 

wo  der  Umfang  der  Summationen  der  vorige  ist.  — 

Handelt    es     sich    nun    um    die    Berechnung    der 
Summe 
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n-i    ^^:zl  /n\  1 

ausgedehnt  über  alle  positiven  zu  2P  primen  Zahlen  71,  so 
kann  man  die  aufgestellten  Formeln  benutzen,  um 
das  allgemeine  Glied  durch  eine  endliche  trigono- 
metrische Reihe  zu  ersetzen  und  damit  die  ganze 
Summe  in  eine  unendliche  trigonometrische  Reihe 
umzuwandeln,  deren  Werth  aus  der  Theorie  dieser 
Reihen  bestimmt  werden  kann.  Indem  wir  auf  solche 
Weise  nun  die  möglichen  Fälle  durchgehen  wollen,  uns  dabei 
auf  negative  Determinanten  beschränkend,  dürfen  wir  absehen 
von  dem  Falle  ö  =  1 ,  5  =  1,  in  welchem  das  Verfahren 
keinen  neuen  Ausdruck  für  die  Classenanzahl  herbeiführen 
würde. 

Es    sei    also    zuerst    d  =  —  1,    £  =  1,    sodass    P^l 
(mod.  4)  vorausgesetzt  wird,  folglich 

(32)  S  =  ^(-0'^(|)^ 

Ersetzt  man  in  dieser  Summe  den  Faktor  von  —  nach  (29j) 

durch  eine  trigonometrische  Reihe  und  kehrt  dann  die  Ord- 
nung der  Summationen  um,  so  findet  man 

^J    n  4P 


«^.k^C-D^fe^^-^i"-^'^ 


]/4P 

WO  die  Summation  in  Bezug  auf  n  auf  alle  migeraden  Zahlen 
bezogen   werden    darf,    da    für    diejenigen   von  ihnen,    welche 

71  —  1 

nicht  zu  P  prim  sind,  der  für  ( — 1)  ^   („)  gesetzte  Ausdruck 
verschwindet.     Nun  hat  die  Reihe 

sin  X    ,    sin  3 x    ,    sin  hx    . 

-T  +  ~3-  +  -"5       +  ■  •  • 

den  Werth    -\-       ,    wenn  x  zwischen  0  und  it , 

-n  n 

})  !}  ^^   }         }}        ^  ))  %      ,y      alt 

liegt.     Die  auf  n  bezügliche  Summe  wird  also 
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-(-      ,  weuu  V  zwischen  0  und  2P, 

—  "  V  2P         4P 

liegt.     Und  somit  findet  sieb 

Ä=7^,(2''(-ir(^)-2"(-i)'^(j)), 

wenn  die  Aecente  den  eben  angedeuteten  Umfang  der  Summa- 
tiouen  bezeichnen.  Bemerkt  man  jedoch,  dass  wegen  P^e  1 
(mod.  4)  für  eine  Zahl    v  =  4P  —  v' 

gefunden  wird,  so  lässt  sich  einfacher  schreiben 

wo  die  Summation  auf  alle  ungeraden  zu  P  primen  Zahlen 
V  <  2P   sich  erstreckt. 

Man  kann  aber  in  (32),  statt  den  gesammten  Faktor  von 
durch   eine  trigonometrische  Reihe   zu   ersetzen,    dies   nur 

bezüglich  des  Symbols  (^j  mit  Hilfe  von  (28^)  thun.  Dann 
kommt 

WO   die   Summation    bezüglich  n   wieder    auf   alle    ungeraden 

Zahlen  erstreckt  werden  darf.     Die  Reihe 

cos  X       cos  3x    ,    cos  bx 

— ö i K •  •  • 


1 

hat  aber  den  Werth 

4-  -r,    wenn  x  zwischen  0  und  —  oder   — -  und  27t. 

'      4  '  2  2' 

TT  .        -1  TT  1      3  TT 

,    wenn  x  zwischen  —    und   — 


4 
liegt.     Demnach  wird 


■^  =  M2'ii^)-Z'{;)+X'i'. 
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sein,    wenn    die    drei   Summen    sich    über    alle    zu   F  primen 

P      P  'dP 

Zahlen  erstrecken,  welche  resp.  zwischen  0  und  — ,        und  -  -, 

und   P  sich   befinden.     Da    Fi^l    (mod.  4),    ergiebt  sich 
leicht  die  dritte  Summe  gleich  der  ersten,  und  da  zudem 

2'a)=2"(;)+2'"(f)+^"'(f)=o 

ist,  darf  man  einfacher  schreiben 

(32,)  ^  =  ^-2'{^)' 

P 

wenn  die  Summatiou  nur  auf  alle  zu  P  primen  Zahlen  f i  <  — - 

erstreckt  wird. 

Sei  zweitens  d=l,  £  =  —  1,  während  P^3  (mod.  4) 
vorausgesetzt  wird,  folglich 

(33)  s^2(-^)^(i)h 

Wird  hier  der  gesammte  Faktor  von  —  nach  (30J  durch 
eine  trigonometrische  Reihe  ersetzt,  so  kommt 

v''— 1 

wo  wieder  über  alle  ungeraden  n  summirt  werden  darf.  So- 
mit findet  man 

'-^%{Z(-  i)'^(f)  -2"(.-  ^y'ii))' 

die  erste  Summe  über  alle  diejenigen  ungeraden  zu  P  primen 
Zahlen  v  erstreckt,  welche  <4P,  die  zweite  über  diejenigen, 
welche  zwischen  4  P  und  8  P  enthalten  sind.  Da  P  ^e  3 
(mod.  4),  so  ist  für  eine  Zahl  v  =  8P  —  v' 

r'— 1  v'*— 1 

und  deshalb  einfacher 

IJacli  in  ;iu  n  ,  Analytische  Zahloutlieorie.  14 
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Wird   dagegen  in  (33)  nur  das   Symbol  i^j   nach  (28i) 
durch  trigonometrische  Funktionen  ausgedrückt,  so  kommt 

'  ,11  n 

n  darf  alle  ungeraden  Zahlen  durchlaufen.     Nun  ist  aber  die 

Reihe 

sin  X         sin  3x         sin  bx     ,    sin  7x 


nur  dann  von   Null  verschieden,   wenn  x  entweder    zwischen 

«  T    Sn       ^  •     1  5  jr  i    7 TT    i-      ,  i       •      i     ^     • 

—  und  --r   oder   zwischen  —r  und  -—    liegt,    und    sie   hat    le 

4  4  4  4"'  " 

nach  diesen   beiden  Fällen    den  Werth    -1 oder • 

2y2  2)/2 

Damach  ergiebt  sich 

p 

die  erste  Summe  auf  alle  zu  P  primen  Zahlen  ^  zwischen  — - 

o 

3JP         .  .  .  bP 

und  -^,    die    zweite    auf   alle    solche    Zahlen   u    zwischen    -^ 

8  o 

7P 

und  -^    erstreckt,    was   jedoch    wegen    P  ^  3  (mod.  4)    ein- 

facher  auch 

geschrieben  werden  kann. 

Endlich     sei     d  =  —  1 ,    s  =  —  1,    während     P  e^  1 
(mod.  4)  gedacht  wird,  folglich 

(34)  S  =  2'(-l)""^'"^(*)i- 

Hier  bieten  sich  vier  verschiedene  Möglichkeiten  zur  Umfor- 
mung. Erstens  ersetzen  wir  den  gesammten  Faktor  von  — 
nach  (31,)  durch  einen  trigonometrischen  Ausdruck;  dies  giebt 

l — 1        v^—l 


und  führt  zu  der  Formel 


y=^i--^;  \pI  ^  ^  ^'^ '' -SP 
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wo  die  erste  Summe  alle  ungeraden  zu  P  primen  Zahlen 
<4P,  die  zweite  alle  diejenigen  zwischen  4P  und  SP  um- 
fasst.    Da  P :^  1  (mod.  4)  ist,  wird  für  eine  Zahl  v  =  SP  —  v' 

(_  1)"^=  _  (_  li^,  (^ ,)' ^'- (- 1)^",  (p) = (^) 

und  folglieh  einfacher 

?j^— 1 
Zweitens  lässt  sich  (—  1)  ^     (-pj  nach  (SOg)   umformen, 
dadurch  wird 

also 

«=,iip(2"(- .)%)-2V  1)'%  ■ 

'       ^  »'—1       \ 

wo  die  drei  Summen  sich  über  alle  ungeraden  zu  P  primen 
Zahlen  v  erstrecken,  welche  resp.  zwischen  0  und  2P,  zwischen 
2P  und  GP,  und  zwischen  6P  und  8P  enthalten  sind;  da 
nach  (6)  S.  49 

ist,  ergieht  eine  ähnliche  Umformung  wie  bei  (322)  ^^^^  R^" 
sultat: 

n— 1 

Drittens  kann   man  ( —  1)  ^    \-jjj  nach  (29i)   durcli  eine 
trigonometrische  Summe  ersetzen  und  findet  dann 


«».'.^(-i)^  (f)2(-»'  :-« 


IV.T 


yiP^^Lj  ^         ^         \P/  .^J  ^         ^  n  4i'  ' 

14* 
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woraus,   wie   bei   der  zweiten  Behandlung  des  zweiten  Falles, 

hervorgeht,  die  erste  Summatiou  auf  alle  zu  P  primen  unge- 
radeu  Zahlen  zwischen  y  und  — - ,  die  zweite  auf  alle  die- 
jenigen  zwischen  -^  und  -  erstreckt;  da  P  ^  1  (mod.  4), 
wird  für  eine  Zahl    v  =  4P  —  v' 

sein,  also  einfacher 

Endlich  kann  man  aber  auch  nur  das  Symbol  Ip^J  selbst 

nach  (282)  -durch  eine  trigonometrische  Summe  ausdrücken 
und  findet  dann 


n  —  1    ,    w* — 1 


r  -^       fi  n 

Die  Reihe 


COS  X    ^^  cos  3a;        cos  bx        cos  Ix    ^^ 
~1        1         3  5  7         ^    '  '  ' 

geht  durch  die  Substitution  '^  =  \ ^'   ^^  <iie  andere  über 

sin  x'        sin  3a;'         sin  5a;'  ^^  sin  7a;'  j^ 

i  3  5      '      7      T  •  •  • ; 

mit  Rücksicht  auf  das   bezüglich    der    letztern    oben  Gesagte 
verschwindet  die   erstere,    ausser  wenn  x  zwischen  0  und  — 

oder  -^   und  27t  liegt,    wo  sie  den  Werth    -| 7^   hat,    und 

4  °  '  2|/2 

wenn  x  zwischen  -r-  und  — -  liegt,  wo  sie  den  Werth 

4  40;  2|/2 

hat.     Demnach  wird 
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wenn  die  erste  Summation  sich  auf  alle  zu  P  primen  Zahlen 

7>  .  iP  .  .  . 

zwischen  0  und   —  oder  zwischen  -^   und  1*,    die   zweite   auf 

3P  5P 

alle  diejenigen  zwischen  —  und  —  -  erstreckt ;    wegen    P  ee  1 

(mod.  4)  lässt  sich  dafür  noch  einfacher  schreiben 

(^^^)        «  =  ,ö(2"(i^)-X(f))' 

wenn    die    erstere    Summation    auf    diejenigen    zu    P    primen 

P         . 

Zahlen  ^i   beschränkt  wird,    welche   zwischen  0   und   — ,    die 

3P  p 

zweite   auf  diejenigen,   welche   zwischen  —  und   —   enthalten 

sind.  — 

5.  Hierdurch  vervollständigt  sich  nun  die  jobige  Ta- 
belle für  die  Classenanzahl  negativer  Determinanten. 

Ist   i)  =  —  P,    Peee  1  (mod.  4),  so  folgt  aus  (32,) 

wo  v<i2P  und  prim  zu  2P;  bezeichnen  daher  2{,  ^  die 
Anzahl  der,  für  diese  Determinante  mit  a,  ß  bezeichneten 
Zahlen,   welche   <  2P  sind,  so  ist  einfach 

(26,')  H{D)=^- 

Aus  (322)  folgt  aber 

H{B)  =  2    X{y) 
d.  i. 

(26,")  H(D)  =  2(Ä'-1J'), 

wenn  Ä',  B'  die  Anzahl  derjenigen  der  mit  a,  h  bezeichneten 

p 
Zahlen  angeben,  welche    <  —   sind. 

Ist   D=  -  2F,   Peee3  (mod.  4),    so  folgt  aus  (33^) 

wo  V  <4P  und  prim  zu  4P;  bedeuten  5(,  93  die  Anzahl  der 
für  diese  Determinante  mit  a,  ß  bezeichneten  Zahlen,  welche 
<4P  sind,  so  wird  wieder 
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C^e;)  i/(D)  =  ^^., 

aus  (33j,)  aber  folgt 

d.  i. 

(263")  H(D)  =  2(Ä'-B'), 

weim    Ä\  B'    die    Auzahl    derjenigen    mit    a,  h    bezeichneten 
Zahlen  bedeuten,  welche  zwischen  —  und    '-—  enthalten    sind. 

O  O 

Ist  endlich  Z)  =  — 2P,  PeeI  (mod.  4),  so  folgt 
aus  (34i) 

d.  h.,  wenn  5(,  33   die  Anzahl   derjenigen   für   diese    Determi- 
nante mit  a,  ß  bezeichneten  Zahlen  bedeuten,  welche  <4P  sind, 

(2g;)  ^(2))_^. 

die  Formel  (34.,)  liefert 

(26,")  n(D)=2\~i)^{i), 

wo    V  <  2P    und  prim  zu  2P-^  nach  (343)  ist  ferner 

»■—1 
(26/")  H{D)=Xi-^)^{y), 

P  3  P 

wo  V  zwischen  —  und   —    und  prim  zu  2P5  endlich  nach  (34^) 

d.  i. 

(26,"")  II (D)  =  2  (Ä'  -  P'  -  Ä"  +  P") , 

wo  Ä\  B'  die  Anzahl  derjenigen  mit  a,  h  bezeichneten  Zahlen 

P         ,,       ,,      ■ 
bedeuten,    die   zwischen  0  und  — ,    Ä",  B'     die   Anzahl    der- 

3P  P 

jenigen  von  ihnen,  welche  zwischen  -^  und  -    enthalten  sind. 

o  2 

Den  drei  letzten  Fällen  von  Determinanten  kommt 
wieder  eine  gemeinsame  Formel  zu,  welche  man  folgender- 
massen  aussprechen  kann: 
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Ist  die  negative  Determiiiaute  D=  —  zi  nicht  ^  1 
(mod,  4),  so  ist  immer 

(27')  Ä(D)=^^, 

wenn    5(,  33    die    Anzahl    derjenigen  Zahlen    a,  /3<2z/ 
bezeichnen,  für  welche  resp. 

('^)-  +  i-   (^)  =  -i 

ist. 

Die  Uebereinstimmung  der  verschiedenen  für  die- 
selbe negative  Determinante  ermittelten  Ausdrücke 
für  die  Classenanzahl  lässt  sich  unschwer  nachweisen. 
Wir  begnügen  uns  damit,  diesen  Nachweis  für  den  ersten  der 
unterschiedenen  Fälle  D=— P,  P^3  (mod.  4)  beizubringen*). 
Es  handelt  sich  hier  um  die  Bestätigung  der  Gleichung 

^^^)  (^'-(l))-p-  =  ^-^. 

wo  a,  b  die  sämmtlichen  zu  P  primen  Zahlen  <  P  bedeuten, 
für  welche  resp. 

(?)  =  +  >>   {^  —  ^ 

P     . 
ist  und  A ,  B  die  Anzahl  derjenigen  von  ihnen,  welche  <  —  sind. 

Sei  zunächst   (^j  =  -|-  1 ,   dann  bestimme   man  zu  jeder 

Zahl  h  eine  Zahl   h'  <.  P   mittels  der  Congruenz 

2h' =b  (mod.  P); 

offenbar  durchläuft    gleichzeitig  mit    h    auch   die   Zahl  b'   die 
Reihe  aller  Zahlen    b  <.  P,    sodass 

.     .                                   2b       Z{2b'  -b) 
(•"^o)  -p  =  p 

,  P  r 

sein  wird.     Ist  aber  b  <y>   ^^  muss   26  —  J>  =  0  sein,  und 

P 

dies  geschieht  Pmal-,  ist  dagegen  Z>'>   -,  so  muss  '2h' — b  =  P 

*)  Vgl.  hierzu  Stephen  Smitli,  Report  on  the  theory  of  Numbers 
in  den  Reports  of  the  British  Association  for  the  advancement  of  Scien- 
ces, .Tahrg.  1861. 
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p  /p ^'\ 

sein,  imd  da  in  diesem  Falle  F — ^''<  9    ^^Jitl    [     p     )  =  +  1 

ist,   entsprielit  jeder  solchen   Zalil  1/  eine   der  Zahlen  a  und 
umgekehrt,  ihre  Anzahl  ist  also  A.    Aus  (36)  ergiebt  sich  also 

-p==A. 

Und  da  aus  ähnlichen  auf  die  Zahlen  a  bezüglichen  Betrach- 
tungen sich 

P        ^ 


ergiebt,  findet  man  in  diesem  ersten  Falle 


(37)  ^^'^"^  =Ä  —  B. 


Ist    zweitens    (  p-j  =  —  1  ,    so    bestimme    man    zu    jeder 

Zahl  h  eine  Zahl  1/  <r  P  mittels  der  Congruenz 

2b'-i-b  =  0  (mod.  P); 

offenbar  durchlaufen  dami  h  und   &'  gleichzeitig    alle    Zahlen 
h  <C  P   und  man  findet 

{6b)  — p-  =  -p 

r  P 

Ist  nun  ^^  <  Y?  was  I?mal  geschieht,  so  ist  2&'+Z>  =  P, 

p 
wenn  dagegen  ?>'>—    ist,    was  nach  dem  im    vorigen    Falle 

Bemerkten  ^mal  geschieht,    so   ist    2h'  -\-  h  =  2P,   folglich 
ergiebt  sich  aus  (38) 

und   da  aus  ähnlichen   auf  die  Zahlen  a  bezüglichen  Betrach- 
tungen 

hervorgeht,  findet  man  für  diesen  zweiten  Fall 

(39)  S-^^-=^  =  Ä-B, 

kann  aber  die  Formeln  (37)  und  (39)  in  die  eine,  für  beide 
Fälle  giltige,  zu  Beweis  stehende  Formel 
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Zh  —  Sa 


{'-{r))--^ 


A-B 


zusammeufassen. 

Nicht  unerwähnt  soll  hier  bleiben,  wie  man  nach 
Cauchy*)  die  auf  den  vorliegenden  Fall  bezügliche 
Formel  (26J  bestätigen  kann. 

Ist  fix)  irgend  eine  zwischen  0  und  P  stetige  Funktion 
von  X,  so  kann  man  mit  Beibehaltung  der  bisherigen  Be- 
zeichnungen 

2'^(")-2'/'w=2'(f)/'('') 

setzen,  wenn  man  die  letztere  Summe  auf  alle  zu  P  primen 
Zahlen  /i  <  P  bezieht.  Nun  ist  nach  der  Theorie  der  Fou- 
ri er' sehen  Reihen 

P  r  P 

0  ^       0 

und  demgemäss,  da 

ist, 


^(i)  =  o 


Da    P^3    (mod.  4)    ist,    folgt    aus    der    Gaussischen 
Summenformel 

2hm 7t  i 

k 
d.  h. 

2/  (p) ^^^ -  p-  =  [p)  y^>   2:  (p) ^«« ^^  =  ^ • 

Löst  man  also   in  (40)  den  cosinus   unter  dem  Integral- 
zeichen in  seine  Bestandtheile  auf,  so  kommt 

^m  -2m = y^  ■  2...  (f )//(-)  -» -P "-  • 


")  S.  M^m.  de  FAcad.  des  Sciences  vol.  17  p.  673. 
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Insbesondere,  wenn  f{x)  =  x  gewählt  und  dann  die  einfache 
Integration  ausgeführt  wird,  findet  sich 

Hier  ist  nun 

-5(5)i=,;ä-^(F),-;iT5 

gleich  dem  Grenzwerthe  des  Produktes 

ausgedehnt  auf  alle  nicht  in  P  aufgehende  Primzahlen  q. 
Desgleichen  ist  S  der  Grenzwerth  desselben  Produktes,  wenn 
es  auf  alle  nicht  in  2P  aufgehende  Primzahlen  erstreckt 
wird,  mau  findet  daher  sogleich 

2'(?)^=— U-« 


und  folglich 


«=^-(2'" -2'«). 


was  durch  Vergleichung  mit  der  allgemeinen  Formel  (22)  des 
6.  Abschn.  für  die  Classenanzahl  die  Gleichung 

zurückgiebt.  — 

Die  Ausdrücke,  welche  wir  im  Vorigen  für  die  Anzahl 
der  Formenclassen  einer  negativen  Determinante  gefunden 
haben,  und  welche  sich  wesentlich  unter  der  Form  gewisser 
Differenzen  dargestellt  haben,  beweisen  durch  den  Umstand, 
dass  stets  mindestens  eine  Classe  vorhanden  ist,  die  interessante 
Thatsache,  dass  alle  jene  Differenzen  wesentlich  positiv  sind. 
Z.  B.  also  "muss  nach  Gleichung  (26/)  die  Differenz  A  —  B 
stets  positiv  sein  d.  h.  unter  den  Zahlen,  welche  zu  P  prim  und 

<  — -   sind,  -ist  die  Anzahl  derjenigen  Zahlen  a,  welche 
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die  Bedingung   K-jj  =  1  erfüllen,   stets  grösser   als  die 

Ansahl  der  Zahlen  h,  für  welche  \-p\  =  —  1  ist;  da- 
gegen ist  wegen  {26i)  bei  denselben  Zahlen  <  P  die 
Summe  aller  Zahlen  a  der  ersten  Kategorie  stets  Jclei- 
ner  als  die  Summe  aller  Zahlen  b  der  zweiten  Ka- 
tegorie. 

Es  ist  sehr  bemerkenswerth,  dass  bisher  diese  und  die 
auf  die  andern  Fälle  negativer  Determinanten  bezüglichen 
analogen  Sätze  ebenso  wenig  auf  rein  arithmetischem  Wege 
haben  bestätigt  werden  können,  als  der  höchst  merkwürdige 
Zusammenhang  zwischen  der  Classenanzahl  und  den  in  ge- 
wissen Grenzen  enthaltenen  quadratischen  Resten  und  Nicht- 
resten  (mod.  P)  näher  aufgeklärt  worden  ist. 

().  Noch  interessanter  fast  sind  die  Bemerkungen,  zu 
denen  die  Ausdrücke  für  die  Classenanzahl  bei  positiver  De- 
terminante Veranlassung  geben.  Diese  weisen  offenbar  einen 
sehr  wesentlichen  Unterschied  auf  von  denen  bei  negativer 
Determinante,  insofern  die  letztern  schon  solche  Form  haben, 
dass  die  Classenanzahl  als  ganze  Zahl  deutlich  hervortritt, 
während  die  Ausdrücke  bei  positiver  Determinante,  zunächst 
noch  mit  analytischen  Funktionen  vermischt,  jenen  Umstand 
durchaus  nicht  ohne  weiteres  erkennen  lassen.  Hier  ist  es 
demnach  sehr  wichtig,  dass  Dirichlet  gelehrt  hat,  wie  den 
Formeln  eine  andere  viel  einfachere  Gestalt  gegeben  werden 
kaim,  bei  welcher  dieser  Umstand  ganz  klar  zu  Tage  tritt; 
und  die  eigenthümliche  Art,  wie  es  geschieht,  ist  ein  neues, 
interessantes  Beispiel  für  den  überraschenden  Zusammenhang 
verschiedenster  Gebiete,  den  so  oft  die  Zahlentheorie  kund 
giebt:  das  Mittel,  durch  welches  wir  hier  zum  Ziele 
gelangen,  ist  nämlich  die  Kreistheilung;  sie  liefert 
eine  Auflösung  der  Pell'schen  Gleichung,  und  mit 
dieser  aus  der  Kreistheilung  entspringenden  Auf- 
lösung der  Pell'schen  Gleichung  ist  die  Classenanzahl 
auf  das  nächste  verbunden! 

Wir  wollen  uns  bei  dieser  Darstellunt;  der  Kürze  weffen 
auf  den  einfachsten,  prägnantesten  Fall  beschränken,  wo  die 
Determinante  D  =  P  ez  1  (mod.  4)  ist. 
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Wir   erinnern   zunächst  an  einen   bekannten  Satz*).     Sei 
P  aus   lauter  verschiedenen  Primfaktoren  zusammengesetzt: 

P  =  _p  j/  2J"  .  .  . 

und  daraus  folgende  Reihen  ganzer  Zahlen  gebildet: 


(0) 

p 

(I) 

p 

p 

p'' 

p 

p"' 

(") 

p 

p 

p 

pp' 

pp"' 

p'p"' 

(III) 

p 

pp'p"' 

p 

pp'l/"' 

welche  durch  Theilung  von  P  durch  alle  seine  Primfaktoren 
entsteht.  Die  Zahlen  der  geraden  Ziffern  zusammengenommen 
nennen  wir  die  Zahlen  X,  die  Zahlen  der  ungeraden  Ziffern 
zusammengenommen  die  Zahlen  fi-^  man  sieht  leicht  ein, 
dass  die  Anzahl  der  l  gleich  der  Anzahl  der  (i  ist. 
Der  zu  erwähnende  Satz  aber  lautet:  Jeder  Theiler  von  P, 
welcher  von  P  selber  verschieden  ist,  geht  in  eben- 
soviel Zahlen  A  auf,  wie  in  Zahlen  ^.  Hiernach  wird, 
wenn  P  eine  zusammengesetzte   Zahl  ist,  der  Quotient 

Tn  _ 

sein,  denn  Zähler  wie  Nenner  enthält  nur  Primfaktoren,  welche 
auch  in  P  aufgehen  und  jeder  Primfaktor  von  P  hebt  sich 
aus  Zähler  und  Nenner  heraus.    Ist  dagegen  P  eine  Primzahl  p, 

so  ist  offenbar 

nx  _  p 
n(i~  1  ' 

Allgemein  dürfen  wir  daher  setzen 

indem  wir  für  y  den  Werth  1  oder  0  wählen,  je  nach- 
dem P  Primzahl  oder  zusammengesetzte  Zahl  ist. 

*)  S.  El.  der  Zahlentheorie  S.  40;  vgl.  dazu  11.  Abschnitt  Nr.  4. 
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Dies  vorausgeschickt,  betracliteu  wir  die  Gleichung 

2;P_1  =  0 


mit  den  Wurzeln 
(42) 

2h7ti 
P 

X  =  e 

(für   h  = 

=  0,1,2,  .. 

-1). 

Die  Gleichung,  welcher  die  sogenannten  primitiven  der  be- 
zeichneten Einheitswurzeln  d.  i.  diejenigen  Wurzeln  (42)  ge- 
nügen, bei  welchen  h  prim  ist  zu  P,  ist  nach  der  Theorie  der 
binomischen  Gleichungen*)  die  folgende: 

X(x)=0, 
wo 

X(^)==^(^^-^) 
^  ^      n(x^'—i) 

ist  und  die  Multiplikation  auf  alle  oben  definirten  Zahlen  A,;t 
zu  erstrecken  ist.     Hierfür  darf  man  auch  schreiben: 


/T-- 

X{x)       ^^  """^ 


X—  1 

und  findet  dann  für   x  =  1 


n 


(43)  X(l)  =  gi  =  P.'. 
Andererseits  ist 

Xix)=_[J{x-e-^^), 
h 

die  Multiplikation  auf  alle  zu  P  primen  Zahlen  h  <C  P  er- 
streckt; theilt  man  diese  wieder  in  die  beiden  Kategorien  der 
Zahlen  a,  b,   für  welche 

(l)  =  +  i>   (^)--i 

resp.  ist,  so  liisst  sich  auch  setzen 

(44)  X{i)  =  A{x)B{x), 


*)  S.  des  Verf.  Lehre  von  der  Kreistheilung  S.  10. 
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ibni. 


WO    Ä(x)=]J^{x-c  ''  ),     Bix)=-JJ{x-c  ^  ) 

a  0 

ist.  Wir  Quellen  zuuäclist  die  allgemeine  Form  der  Coefficienten 
der  ganzen  Funktionen  A{x),  B{x)  festzustellen.  Hierzu 
erinnern  wir  daran,  dass  die  Coefficienten  einer  Gleichung 
mittels  der  Newton'sclien  Formeln  durcli  die  Summen  gleicher 
Potenzen  ihrer  Wurzeln  ausgedrückt  werden  können;  suchen 
wir  demnach  die  Summen 

2kani  ikbni 

a  b 

ZU  ermitteln.  Dies  geschieht  aber  einfach  mittels  der  Sätze 
über  die  Gaussischen  Summen,  nach  welchen 

^khni  ^ .     'ialcTli  ___    2hkni 

2{¥)e^     d.i.    2^-^-2^-^ 


aus- 


gleich  [^i"  ^      Vi*,   liier  also,  wo    P=  1  (mod.  4)  vor 
gesetzt  ist,  gleich  (^j  |/P   ist ,    sowie  mittels  des  allgemeinen 

algebraischen  Satzes,  nach  welchem  die  ganze  symmetrische 
Funktion 

2akni .    2bkni 

a  i> 

von  den  Wurzeln  der  Gleichung  X(x)  =  0  zugleich  mit  den 
Coefficienten  dieser  Gleichung  eine  ganze  Zahl  sein  muss, 
welche  m  heisse.     Hieraus  folgt 


.    'J  «  h  n  i 


2bk7ti 


=  l('«  +  (p)>^?) 


6  \  ^ 


und  nunmehr  zeigen  die  Newton' sehen  Formeln,  dass  die 
Coefficienten  von  yi  (x)  zu  den  entsprechenden  Coefficienten 
von  B  (x)  conjugirt,  dass  sie  nämlich  von  der  Form 

--ßVP      resp.       -_+jyl 
2  2 
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sein   müssen,   in  welcher   a,  ß   ganze  Zahlen  bedeuten.     Folg- 
lich findet  sich 

A^'r)^.  Y(x)-Z{x)Yp 


(45) 


j5(^)=l>l+^MJ^, 


unter  Y{x),  Z{x)  ganze  Funktionen  von  x  verstanden,  welche 
ganzzahlige  Coefficienten  haben. 

Setzt  man  demnach  x  =  \ ,   so  "werden  diese  Funktionen 
ganzzahlige  Werthe  annehmen: 

Y{\)  =  y,      Z{\)  =  z, 

und  diese  werden  wegen  (44)  und  mit  Rücksicht  auf  (43)  die 
Bedingung  erfüllen 

Ist  y  =  1  d.  h.  P  eine  Primzahl,  so  muss  y  durch  P  theilbar 
■   sein,  man  kann  demnach  in  allen  Fällen 


(46)  y~\-zyF={y,  +  z,yp).P' 

setzen,  wo  nun  die  ganzen  Zahlen  ^/o?  ^o  ^^^  Gleichung 

y,'  -  P0,'  =  4  •  (-  1)/ 

erfüllen.  Nun  müssen  y^ ,  is^  entweder  zugleich  gerade  oder 
zugleich  migerade  sein,  und  es  ist  leicht  einzusehen,  dass  das 
erstere  stets  dann  geschieht,  wenn  P  ^  1  (mod.  8)  ist.  Sind 
erstens  ?/„,  Zq  gerade,  so  setze  man 

offenbar  sind  t,  v  dann  ganze  Zahlen;  da  aber  aus  dieser 
Gleichung 

hervorgeht,  so  bilden  die  so  bestimmten  ganzen  Zahlen 
T,  V    eine  Auflösung  der  Pell'schen  Gleichung 

i'^  —  Pu^  =  1 , 
und  ohne  Mühe  folgt  zudem  aus  (47) 

\2-Y 


{S^+^)  ^  {r  +  vVP)' 
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d.  h. 

Sind  dagegen  ?/^,  ^^  zweitens  ungerade,  und  folglieh 
P  ^  5  (mod.  8) ,    so  setze  man 

(yo  +  ^oVPf-y^  +  ^.VP 

nilmlich 

Vi  =  Vo'  +  3^0  V-P»         ^1  =  ^yJ'^o  +  "V-P; 
da 
2/o^  +  3VP=l  +  15  =  0,   3yo'  +  VPEEE3  +  5  =  0(mod.8) 

gefunden  wird,  so  sind^,,  ^^  durch  8  theilbare  ganze  Zahlen, 
und  wenn  dann 

gesetzt  wird,  werden  wieder  t,  ü  eine  ganzzahlige  Lösung 
der  Pell'schen  Gleichung  darstellen,  denn  man  findet 

Zudem  lässt  sich  schreiben 

(49)  {y^t^j  d.i.  (t±g^y=,i.+.y-pr-'. 

Wir  wollen  die  ganzzahlige  Lösung  t,  v  der  Feil- 
schen Gleichung 

welche   auf   solche  Weise    gefunden    wird,    die   Kreis- 
theilungslösung  dieser  Gleichung  nennen. 

7.  Gehen  wir  nun  zurück  zu  dem  Ausdrucke  der  Classen- 
aiizahl,  welcher  dem  Falle  der  Determinante  D  =  -\-  P  ^1 
(mod.  4)  entspricht,  nämlich  zur  Formel  (24i): 

(50)  H(D)  = r — —^^  •  log  /  / ^  , 

^    ^  ^   ^      logiT+uyp)       °^-*  3in«^' 

so  lässt  sich  darin  zunächst  das  Produkt  durch  folgende  Be- 
trachtung umformen.     Mau  hat 
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B()=n 


lind  folglich 


Äi-c) 


"'"=77 


X 

— 

e  '' 

2ani 

■X 

— 

e  ^  . 

2b7li 

1 

— 

e   ^ 

^(1) 


2an  i 


.1  —  e 
wofür  nach  den  einfachsten  Sätzen  auch 

f>ti  .   .     bn  ^.  .     bit 

JL  J.      a»i  .   .     an  Jt  J.     .     an 

—jr       2  ^  sin  -:r-  sin  -=r- 

e  i^  jP 

gesetzt  werden  kann.  -  Nun  ist  P  ^=  1  (mod.  4),  jedem  Werthe 
h   entspricht  daher  ein  Wertli    h'  =^  P  —  /> ;    ist  daher  B  die 

P 

Anzahl  der  Zahlen  h,  welche  <  --    sind,   so   ist    Eh  =  B  •  P, 

und   ebenso  ist  auch    2Ja  =  Ä  •  P,    wenn   Ä   die   Anzahl   der 

P 

Zahlen  a  bezeichnet,  welche  <  —   sind;   der  Exponent   von  c 

wird  auf  solche  Weise 

jti(B  —  Ä) 
d.  i.   ein   gerades  Vielfaches  von  ni,   denn  B  —  Ä   ist   ebenso 

gerade,  wie  die  Summe  B  -\-  Ä  =  ^^  (^)  •     ^^^^  finden  also 

schliesslich 

.    bn 


(M)  'jf^-n 


A(l)        XX.     an 


Die  linke  Seite  dieser  Formel  darf  aber  auch  durch 

A(i)B(r)       \   2py/-   ) 

ersetzt    werden.     Somit    geht    die   Gleichung   (50)    in   die   fol- 
gende über: 

^    ^       log(r+f7]/P)       ^    2P)'/»    / 

Baclimnnu,  Anulytiaclio  Zalilcnfbeoric.  15 
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»1.  i.,  wenn  man  von  den  Logaritlimen  zn  den  Zahlen  übergelit, 

(52)  [T  +  U  VP)"'"'  =  (^  tp>t^O' ^'~  ^''' ^  • 

Diese  Formel  nimmt  je  nach  den  beiden  im  Vorigen 
unterschiedenen  Fällen,  welche  uns  zur  Formel  (48)  oder  (49) 
führten,  die  besondere  Gestalt  an: 

(2_,)(2-(l)) 

oder,  da  im  zweiten  Falle  P^  5  (mod.  8)  also  2  —  (p  j  =  3  ist, 

(52,)  (T  +  U  VW"  =-  (r  +  7.  yPf-' 

an.  Nach  der  Theorie  der  Pell'schen  Gleichung  kann  die  Kreis- 
theilungsaufli">sung  derselben  durch  ihre  Fundamentalauflösung 
T,  U  ausgedrückt  werden,  indem  in  der  Formel 

r  4-  V  l/P  =  (T  +  U  Vi')'" 

für  den  Exponenten  cj  eine  passende  ganze  Zahl  gesetzt  wird. 
Demnach  findet  sich  dann  aus  (52j)  und  (52,)  schliesslich 

(53)  //  (Z>)  =  (2  -  (|,))  (2  -  y)  0.  resp.  H(D)  =  (2  -  y)  <o  . 

Dies  sind  die  Formeln  für  die  Classenanzahl, 
welche  wir  herleiten  wollten.  Man  sieht  aus  ihnen,  wie 
sie  im  letzten  Grunde  lediglich  durch  die  Kreistheilungsauf- 
lösung  der  Pell'schen  Gleichung  bestimmt  sind.  Der  merk- 
würdige Zusammenhang,  der  sich  zwischen  so  ganz  verschie- 
denen Fragen  der  Zahlentheorie  hier  ausprägt,  blieb  einstweilen 
noch  gänzlich  unaufgeklärt,  da  auch  hier  eine  rein  arithmetische 
Bestimmung  der  Classenanzahl  noch  Niemand  gelungen  ist. 

Wir  haben  schliesslich  hier  noch  eine  Bemerkung 
anzufügen  ähnlich  derjenigen,  welche  bei  negativen 
Determinanten  zu  verzeichnen  war,  eine  Bemerkung 
nämlich  in  Betreff  des  Vorzeichens  der  ganzen  Zahlen, 
welche    y,  0   genannt  worden  sind. 

Aus  (50)  und  (51)  folgt  nämlich 

H(I))  .  log  (T-f  ^'  vi)  -=  (2  -  (^))  •  log  fgj , 


f 
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WO   die  linke   Seite   ihrer  Bedeutung    nach    positiv    ist;    dem- 
nach ist  X 

d.  h. 

y-zVP 
Da  aber  einer  oben  gemachten  Bemerkung  gemäss 

/  2a7ii\   /  2ani\ 

A{x)  =  J^  ^\x  —  e  ^  )\x  —  e      ^'  ) 

(2<»/rt\    /  _  2  6  7t i\ 


gesetzt  werden  können,  so  sind  ^(l),  J^i^),  weil  aus  paar- 
weis conjugirt  imaginären  Faktoren  bestehend,  wesentlich 
positiv.     Hieraus  folgt 

1/  — ^1/P>0,      y  +  ^-|/p>0 
also  auch   ?/  >  0 ;    die  obige  Ungleichheit  aber  liefert 

und  folglich  auch  ^?>0.  Die  Zahlen  y,  a  sind  also  we- 
sentlich positiv.  Auch  dieser  Satz  ist  bisher  noch  auf 
keinem  andern  Wege  bestätigt  worden. 

8.  Die  so  verschiedenen  Formen,  welche  die  Ausdrücke 
für  die  Classenanzabl  im  Fall  einer  positiven  und  einer  nega- 
tiven Determinante  darbieten,  reizt  von  selbst  zu  der  Frage 
nach  dem  Verhältnisse,  in  welchem  sie  zu  einander  stehen, 
und  inwieweit  sie  einander  angenähert  werden  können.  Wir 
wollen  dieser  Frage  in  dem  Falle  D  =  +  P  EE  1  (mod.  4) 
näher  treten. 

Ist  7>  =  +  P,  so  fanden  wir,  dass  die  Classenanzabl 
durch  die  Funktion 


15* 
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bestimmt   wird;  auf  diese  lässt  sie  sich   aber   auch   im   Falle 
J)  =  —  P  leicht  zurückführen.     Setzt  man 

(54)  F(^)  =  logfg] 

1111(1  untersucht  das  Integral 


1 
CdF{x) 


0 

so  findet  sich  ohne  Mühe  dafür  der  Werth 

die  Summation  auf  alle  A  <  P,   welche  prim  zu  P  sind,  aus- 
gedehnt.   Ist  zuerst  P  =  4ft-|-1,  so  verschwindet  nach  (20'') 

die  Summe  ^^  ( p\  h   und  es  ergiebt  sich 

1  bn 

r  n ''''  p" 

0  sin  ~p 

also  nach  (50)  » 

2  -  (  '-) 

(55)  H{-\-  P)=^       ,  r-^ '  I  'i  ^^ (*•)  • 

^   ^  V I     ^     iog(T+  uyp)  J      ^  ' 

Ist  aber  P  =  4  /it  -f  '^ ;  so  verschwindet  nach  (20^)  die  Summe 

2j  Ipj  log  sin  -p, 
folglich  ist 

0 

d.  i.  nach  (26^) 

Da  nun  im  erstem  Falle  für  das  früher  eingeführte  Zeichen  %^ 
die  Gleichung 

log(T+^/P)=^Y^, 
im  zweiten  Falle  die  Gleichung 


(56)  11  \ 
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|-*.i/p 

gilt,  lassen  sicli  die  Formeln  (55)  und  (5(i)  in  die  ein- 
zige, allgemein  giltige  zusammenfassen: 

(57)  //  (+  p)  = ^  •  (clF{x), 

0 

durch  welche  die  Classenanzahl  auf  die  der  Kreis- 
theilung  entstammende  Funktion  F{x)  zurückgeführt 
Avird. 

Noch  eine  andere  hierher  gehörende  Beziehung  soll  ab- 
geleitet werden.  Ist  2^  =  4a  -j-  3,  so  ergeben  sich  nach  den 
Gaussischen  Siimmenformeln  die  beiden  Gleichungen 

//  h 

wo  die  Summation  auf  alle  Zahlen  /i  <  P  erstreckt  werden 
darf,    während   m   auch    irgend    eine    dieser    Zahlen    bedeutet. 

ÄTultiplicirt    man    die    erste    dieser   Gleichungen    mit   cotg  ^ 
und  subtrahirt  dann  die  zweite,  so  kommt 


(p)yfeotg7=_^(A) 


sia(2fe  —  1)  -p- 


h  Sin  -p- 


wofür  nach  bekannter  Formel  auch 
^2j  \f)  I  ¥  +  ^^^    ¥  +  ^0^  "  p   H h  cos  (/i  —  1 )  -p 

gesetzt  werden  kann.  Wird  nun  beiderseits  über  alle  Werthe 
von  m  summirt,  so  ist  für  jeden  der  Werthe  s  =  1, 2, 3, . . .  /i  —  1 
die  Summe  zu  bilden 

COS  -p-  +  cos  -p-  -^ h  COS  (P  —  1)  -^-, 


p 

welche  gleich 


8in(2P-l)^ 

—  -^  =  —  u 


^    .     Sit  2 

2  8in  — 


ist,  und  man  findet 


2o0  Achter  Abschnitt. 

l/?-^(?)cotg»-  =  2.2'(^)(V-("-l)) 

m  h 

tl.  i.  wegen  ^  (-^j  =  0    gleich 

h 
Die  Formel  i^^l'o^   liefert  hiernach  noch   folgenden 
neuen  Ausdruck  für  die  Classenanzahl 

Nun  ist  aber 
&  / '"  \ 

das  -^  '^■'"■rti  ' 


wo   man   m  alle  Zahlen   <  P  annehmen  lassen  darf,  und  da 
für   P  =  4|^  +  3 


2{P—in)ni  2wrtt 


(-p-)  =  -b)'    ^         =^ 


ist,  während  m-  und  P  —  ^»  zugleich  alle  Werthe  <  P  durch- 
laufen, lässt  sich  schreiben 

.   .    2m« 

2 1  sin     ^ 

^  dF(a;)  _  _   y  /«»\ P 

^      da;  ^  \P/     ,        ^  2vH7r   ,    ^ 

m  0/'"  —  2a;  cos  — ^ — |-  1 

also  für    X  =  1 

„  ldF{x)\  .    'V  /ot\       ,      mn 

Hierdurch  nimmt  die  Gleichimg  (58)  die  Gestalt  an: 

Vergleicht  man  hiermit  die  Formel  (55),   der  man  nach 
den  Ausführungen  der  vorigen  Nr.  auch  diese  Gestalt  geben  kann: 

(ß*"')  J?(-f  P)  =  -4-^^4=^  •  F{x\=,  , 

^      ^     iog{T-{-uyp)     ^  ^     ' 
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so  erkennt  man  den  interessanten  Umstand,  dass, 
während  die  Classenanzabl  für  eine  positive  Deter- 
minante durch  den  Werth  bestimmt  wird,  welchen 
die  der  Kreistheiluug  entstammende  Funktion  J'\x) 
für  x=l  annimmt,  sie  für  eine  negative  Determi- 
nante durch  den  Werth  bestimmt  ist,  welchen  die  Äh- 
Icitun'i  dieser  Funktion  für   x  =  1    annimmt. 

Diese  Bemerkung,  sowie  die  Formel  (58),  aus  welcher 
sie  gewonnen  wurde,  entnehme  ich  einer  Dissertation  von 
Schemmel,  welche  unter  dem  Titel:  de  multitudine  formarum 
secundi  gradus  Disquisitiones  im  Jahre  1863  zu  Breslau  er- 
schienen ist. 

Noch  zwei  weitere  Formeln  mögen  hier  Platz  finden,  welche 
an  die  Funktion  F(x)  sich  anknüpfen.  Bedeutet  2  eine  com- 
plexe  Veränderliche,  so  wird  die  Funktion 


n 


2  a  Tti 


2  0  n  i 

r 


Null  nur  für  die  Punkte  0  =  e         und  unendlich  nur  für  die 

2  a  Tti 

Punkte  2  =  e  ,  welche  auf  einem  Kreise  liegen,  der  den 
Nullpunkt  der  ä -Ebene  in  der  Entfernung  1  umgiebt.  Nach 
bekannter,  aus  dem  Fuudamentalsatze  von  Cauchy  folgender 
Formel  findet  sich  daher 


2h  iti  2a  n  i 


2''^-2^ " 


d.  li.   nach   dem   VVerthe   der  Gaussischen    Suuuuen:   das   in- 
tegral 

wenn  es  über  einen  Kreis  erstreckt  wird,  welcher  dem 
ffcnaunten    concentrisch    ist    und    dessen    Radius    die 
Einheit  beliebig  wenig   übertrifft. 
Betrachtet  man  dagegen  die  Funktion 
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n 


so  verschwindet  diese  für  alle  Werthe  ^  =  p  +  >'<  und   wird 
unendlieli  für  alle  Werthe   2  =  y  -\-  m ,    wo    m   jede    ganze 

Zahl  bedeutet;   sie  verschwindet  also  innerhalb  des  genannten 
Kreises  mit  dem  Radius  1  nur  für  die  Punkte 

z  =  -jp      und      .5  = p— 

und  wird  imendlich  nur  für  die  Punkte 

a  1  P  —  a 

0  =  p-      und      z  = p—  ; 

wird  aber    F^o  (mod.  4)    vorausgesetzt,   so  lassen   sich  die 

negativen  von  diesen  Werthen  auch  resp.  z  =  -5-  und  z  =  -j^ 

nennen.     Nach  der   zuvor  erwähnten  Formel  findet  sich  dem- 
nach die  Gleichung 

Sb  —Sa 


d.  i.  wegen  (26i)  die  folgende  Formel: 


(62} 


H{-F)  =  ~^-JulF{i"') 


wenn  die  Integration  auf  den  Kreis  ausgedehnt  wird, 
welcher  den  Nullpunkt  in  der  Entfernung  1  umgiebt. 


Neunter  Abschnitt. 

Die  Gesclileclitor  quadratischer  Formen. 

1.  Wir  werden  in  diesem  Abschnitte  die  Eintheilung 
aller  quadratischen  Formen  derselben  Determinate  sowie  ihrer 
Classen  in  sogenannte  Geschlechter  (genera),  wie  sie  Gauss 
gelehrt  hat,  auseinandersetzen,  werden  die  Anzahl  dieser  Ge- 
schlechter mittels  der  Dirichlet'schen  I\Iethode  bestimmen  und 
sodann  andere  Untersuchungen  daran  anknüpfen,  welche  in  un- 
mittelbarem Zusammenhange  damit  stehen. 

Die  Grundlage  für  die  Eintheilung  der  Formen  in  Ge- 
schlechter ist  folgende  Erwägmig.  Sei  (a,  h,  c)  eine  quadra- 
tische Form  mit  der  Determinante  D,  welche  wir  stets  als  ver- 
schieden von  einer  positiven  Quadratzahl  voraussetzen,  und  sei 

f  =  ax"  -\-  2h xy  -\-  c\f 

jede  durch  diese  Form  darstellbare,  zu  2  D  prime  Zahl.  Sind 
dann  /",  /"  irgend  zwei  solche  Zahlen,  sodass  die  Gleichmigen 
stattfinden 

f  =  aa'^  -\-2ha'y'  -\-  cy''\     f"  =  aa"'^  -\-  2ha" y"  +  cy"^, 
so  ergiebt  sich  auf  Grund  der  fundamentalen  Gleichheit 
(aa'^  -{-  2ha' y'  -f-  cy'^)  {aa"'^  +  2ha"  y"  +  cy"-) 

=  lau'a"  -f-  hia'y"  -\-  a'y')  -\~  cy'y"j'  —  D{a'  y"  —  a'y')'^ 
imd  wenn  zur  Abkürzung 

X  =  aa'a"  -f-  h(a'y"  -f"  «'V)  4"  ^yv"  >  If  =  «V"  —  «"y' 
gesetzt  wird,  sofort  die  Gleichung 

(1)  rr  =^x'-  Df-, 
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aus  ihr  aber  geht  eiu  in  gewisser  Uiusicht  übereiustimmeudes 
Verhalteu  aller  zu  2  D  primeu  und  durch  (a,  h,  c)  darstell- 
baren Zahlen  /'  hervor. 

Denn,   ist  q  eine   ungerade  in  D  aufgehende  Prim- 
zahl, so  geht  aus  (1)  ohne  weiteres 

hervor,  d.  h.  für  sämiutliche   Zahlen  f  hat   das  Symbol 

(-j  gleichen  Werth. 

Ist  D^^o   (mod.  4)    so   folgt    zudem   aus  (1)  die    Con- 
grueuz 

ff"  ^E  x^  -\-  y-  (mod.  4) 

und,  da  eine  der  beiden  Zahlen  .r,  y  gerade,  die  andere  un- 
gerade sein  muss,  folgt 

f'f"=A  (mod.  4) 
d.  h.    für   alle   Zahlen  /"  der   bezeichneten  Art   hat   das 

Symbol  ( — 1)         gleichen  Werth. 

Ist    dagegen    D^2    (mod.  8),    so    folgt    aus    (1)    die 
Congruenz 

f'f"  =  x^  —  2^2   (mod.  8), 

was  erfordert,  dass  x  ungerade,  also,  jenachdem  y  gerade  oder 
ungerade  ist, 

/•'  EE  +  r  (mod.  8) 
und  folglich 

(-1)    «    =(-1)     ' 
ist.     Also   hat  in   diesem   Falle   für  alle  Jone  Zahlen  f 

das  Zeichen  ( — 1)  gleichen  Werth. 

Ist  ferner  Z)  ee  6  (mod.  8),  so  wird 

ff"  =  x^  -{-  2f   (mod.  8)    • 

also  X  wieder  ungerade  und  f  f"  ^  1  oder  ff'E^^  (mod.  S), 
jenachdem  y  gerade  oder  ungerade  ist.  Hieraus  folgt  leicht, 
dass   in   diesem  Falle   für    alle    Zahlen  /'  das    Symbol 

(—  1)  ^  *     gleichen  Werth  hat. 


Die  Gesclilccliter  quadiiitiscliev  Forineu.  2a5 

Im  Falle  J)  ^  4  (mod.  8)  folgt  aus  der  Cougruenz 

fT^x"  -4i/  (mod.  8), 

dass  X  ungerade  und  ff"  r  -  1   (mod.  4)  sein  muss;  also  hat 

/-i 
in  diesem  Falle  das  Zeichen  (—  1)  ^     für  alle  Zahlen  /' 
der  bezeichneten  Art  gleichen  Werth. 

Ist  endlich  i)^0(mod.  8),  so  findet  sich  aus  (1)  die 

Congruenz 

/7"  =  l(mod.8)/ 
welche  mit 

/•'=r(mod.8) 

«xleichbedeutend  ist.  In  diesem  Falle  haben  also  entweder  alle 
Zahlen  /"  die  Form  8Ä;  -|-  1,  oder  alle  die  Form  Hh-\-'d,  oder 
alle  die  Form  87: -f- 5  oder  endlich  alle  die  Form  8/;4~''- 
Einfacher   kann    man    sagen:    in    diesem  Falle    haben    die 

/— j  ./ '  —  1 

zwei  Symbole  ( — 1)  "  und  (—1)  für  alle  jene  Zah- 
len /'je  ein  und  denselben  Werth. 

Der  Werth  +  1 ;  welcher  für  die  quadratische  Form  f 
=  (a,  1),  f)  mit  der  Determinante  D  jedem  der,  in  diesen  Fällen 
in  Betracht  kommenden,  Symbole 

({),  (-ir~,  (-i)'^u. s.w. 

zukommt,  soll  ein  Charakter  der  Form  f  genannt  werden. 
Die  Anzahl  solcher  verschiedener  Einzelcharaktere  ist  nach 
dem  Vorhergehenden,  so  oft  I) :":  1  (mod.  4),  gleich  der  An- 
zahl der  verschiedenen  ungeraden  Primfaktoren,  welche  in  D 
aufgehen,  in  dem  Falle  7)  :'^'s  0  (mod.  8)  ist  sie  um  2,  in  allen 
übrigen  Fällen  um  1  grösser  als  diese  Anzahl  c3r;  wird  unter 
6,  jenach  diesen  Fällen,  0,  2  oder  1  verstanden,  so  ist 
jene  Anzahl  jederzeit  gleich  cö  -f-  <?.  Die  Gesammtheit 
aller,  einer  Form  zukommenden  Einzelcharaktere 
heisst  der  Gesammtcharakter  der  Form.  Da  nun  jeder 
der  CO  -f-  ff  Einzelcharaktere  entweder  den  AVerth  -f"  ^  oder 
den  Werth  —  1  haben  muss,  so  ist  die  Anzahl  der  hier  denk- 
baren I'älle  d.  i.  die  Anzahl  aller  überhaupt  angebbaren 
Gesammtcharaktere  gleich  2^+". 
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Alle  Formen  derselben  Determinante  nun,  denen 
ein  bestimmter  dieser  Gesammtcharaktere  zaikommt, 
werden  Formen  eines  einzigen  Geschlechtes  genannt, 
und  nach  diesem  Gesichtspunkte  vertheilen  sich  sämmtliche 
Formen  derselben  Determinante  in  eine  Anzahl  von  Ge- 
schlechtern, welche  sicher  nicht  grösser,  wohl  aber  kleiner  als 
-Jsi+f  sein  kann,  nämlich,  falls  —  und  Avir  werden  bald  sehen, 
dass  dieser  Fall  in  der  That  statt  hat  —  nicht  jedem  der 
angebbaren  Charaktere  wirklich  quadratische  Formen  der 
gegebeneu  Determinante  entsprechen. 

Da  durch  zwei  äquivalente  Formen  .stets  die  nämlichen 
Zahlen  dargestellt  werden  können,  so  leuchtet  sogleich  ein, 
dass  allen  Formen  derselben  Classe  auch  derselbe  Gesammt- 
charakter  entspricht  und  dass  sie  mithin  auch  P'ormen  des- 
selben Geschlechtes  sein  werden.  Die  Eintheilung  der 
Formen  in  Geschlechter  überträgt  sich  sonach  auch  auf  die 
C lassen,  indem  man  zwei  Classen  zu  demselben  oder  zu  ver- 
schiedenen Geschlechtern  zu  zählen  hat,  jenachdem  ihren 
Formen  derselbe  oder  ein  verschiedener  Gesammtcharakter 
entspricht. 

Wählt  man,  wie  es  stets  geschehen  kann,  die  repräsen- 
tirenden  Formen  (a,  h,  c)  jeder  Classe  so,  dass  ihr  erster 
Coefficient  prim  ist  zu  2D,  so  kann  dieser  Gesammtcharakter 
aus  dem  Verhalten  der  Zahl  o,  weil  diese  ja  durch  die  Form 
darstellbar  ist,  sofort  ermittelt  werden,  und  es  ergiebt  sich 

(i)=-(f)---(-ir=(-i)""^-— ■ 

2.  Um  für  jede  gegebene  Determinante  die  in  Frage 
kommenden  Einzelcharaktere  leicht  angeben  zu  können,  hat 
Dirichlet  eine  Tabelle  aufgestellt,  welche  wir  hier  zunächst 
reproduciren  wollen.  Wir  führen  dazu  wieder  die  Bezeich- 
nungen ein,  welche  wir  schon  in  Nr.  l^des  3.  Abschnittes  und 
später  benutzt  haben,  indem  wir 

setzen  und  unter  |),  p' ,  p" ,  ...  die  verschiedenen  in  P,  unter 
r,  >•',...  die  verschiedenen  in  S  aber  nicht  in  F  aufgehenden 
ungeraden  Primzahlen  verstehen.    Dann  unterscheiden  wir  nach 
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Diriclilet   folgende    Di()g*liclieu  Fülle,    denen  die   zugehörigen 
Einzelcb.araktere  jedesmal  uebengestellt  sind. 

T. 
l.I)  =  ±PS\     +P=  1  (mod.4),     ö  =  l,     £=1. 

l)S^l(.od.2)(l),(X),...,(/),     (/-),... 

2)  S=2  (mod.4)  (|) ,(-/,),...  I  (_  ly,     (  f ) , . . . 

U.  n  =  ±PS\     +P=3(mod.4),     *=  — 1,     s=\. 
1)  S^  1  (mod.2)  (-1)"^,  (|) ,   (^) , .  • .   I  ii) ,     (f ) , . . . 
2)S^2(mod.4)(-ir,(|),  (/.),...   1(1),     ((),... 

3)S=0(mod.4)  (-1)~,  {j),  (/-),...  I  (-1)"^,  (4),... 
III.  Z)=  +  2PS^    +P=1  (mod.4),    (5  =  1,     £  =  — 1. 

l)fel(mod.2)(-lf^,(/),   (X),...,(Z),     (i;),... 

2jfeO(mod.2)  (-1)^  (|),   {-f),...   i  (-l)^,(f),... 


IV.  X>  =  +  2P-Ä^    +P=3(mod.4),    d  =  — 1,    £  =  — 1. 
I)S^l(mod.2)(-l)-'^'-^,(/-),(/,),...|(-9,(,0,... 


J-1  /»-l 


2)5=0  (mod.2)(-l)   \    (-1)    «     ,   (|),...|(-9,   (^),... 

Der  Grund,  warum  in  dieser  Tabelle  jedesmal  die  Eiuzel- 
cbaraktere  in  zwei,  durch  den  Vertikalstricb  bezeichnete 
Gruppen  eingetheilt  worden  sind,  wird  sogleich  aus  folgender 
Erwägung  hervorgehen.  Ist  nämlich  m  eine  positive  zu  2  7) 
prime  Zahl,  welche  durch  Formen  der  Determinante  J)  eigent- 
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lieh  darstellbar  ist,  so  muss  bekanntlich  D  quadratischer  Rest 
von  m  und  demnach  (  -j  =  -f-  1  sein,  was  nach  Formel  (5) 
des  3.  Abschnitts  mit  der  anderen  Gleichheit 

m  —  1  TO- — 1 

(2)  *~^~(^)  =  +l 

gleichbedeutend  ist;  ist  also  f  eine  derjenigen  Formen,  durch 
welche  m  so  darstellbar  ist,  so  wird  das  Produkt  zur  Linken 
genau  gleich  dem  Produkte  der  Werthe  aller  Einzelcharaktere, 
welche  in  der  obigen  Tabelle  jedesmal  zur  ersten  der  unter- 
schiedenen Gruppen  gezählt  worden  sind.  Während  demnach 
die  Einzelcharaktere  in  jeder  der  zweiten  Gruppen  unbe- 
schränkt jede  Combination  der  Werthe  -j-  1  bieten  dürfen,  sind 
diejenigen  der  ersten  Gruppen  durch  die  Bedingung  be- 
schränkt, dass  ihr  Produkt  gleich  1  sein  muss.  Somit  wird 
die  Anzahl  der  zulässigen  Combinationen  der  Werthe  der 
Einzelcharaktere  offenbar  auf  die  Hälfte  der  von  vornherein 
an geb baren  beschränkt,  und  es  wird  aus  der  für  die  Dar- 
stellbarkeit erforderlichen  Bedingung  (2)  ersichtlich,  dass  die 
Anzahl  der  wirklich  vorhandenen  Geschlechter,  in 
welche    die    Formen    der    Determinante    D    sich    ver- 

theilen,   höchstens  gleich   --.2«+»    d.  i.    2'^  +  "—^    ist*). 

Im  Folgenden  soll  der  Nachweis  geführt  werden,  dass  sie 
dieser  Zahl  in  der  That  gleich  ist. 

Vorläufig  bemerken  wir,    dass,   wenn  B,  das  Produkt  der 
Primfaktoren  r,  r',  .  .  .  bedeutet,  nach  Nr.  2  des  3.  Abschnittes 

sämmtliche  zu  2  Z)  prime  Zahlen  m  in  —  g)  (8  FB)  arithme- 
tische Progressionen  von  der  Form  SPRz-^-  ö,  wo  (     )  =  -\-  1 


*)  Auf  diesen  Umstand  hat  Gauss  in  den  Disquis.  Aritlim.  seinen 
zweiten  Beweis  des  Reciprocitütsgesetzes  gegründet;  bei  dem  Wege, 
den  wir  eingeschlagen  haben,  würde  es  ersichtlich  nur  ein  circulus 
vitiosus  sein,  dasselbe  daraus  ableiten  zu  wollen,  da  unsere  Herleitung 
des  letzten  Resultates  die  Betraclitungen  in  Nr.  1  des  dritten  Abschnittes 
und  folglich  das  ßeciprocitätsgesetz  wesentlich  zur  Voraussetzung 
haben. 
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ist,    und    in   ebensoviel    arithmetische   Progressionen    von    der 

Form  8  FJiz  -\-  h,  wo  (  yj  =  —  1  ist,  vertheilt  werden  können. 

Allen  Zahlen  vi  einer  solchen  Progression  entsprechen  nun 
dieselben  Werthe  der  einzelnen  bezüglich  der  Determinante  7) 
in  Frage  kommenden  Charaktere,  also  ein  bestimmter  der  an- 
gebbaren Gesammtcharaktere.  Mau  überzeugt  sich  zudem 
leicht,  dass  immer  gleich  vielen  der  Progressionen  derselbe 
Gesammtcharakter  zugehört.  Denn  die  Zahlen  a,  h  entsprechen 
allen  Combinationen  der  Reste  1,  3,  5,  7  (mod.  8)  mit  allen 
Coml)inatiouen  der  Reste  1 ,  2,  3,  •  •  •  7) —  1  (mod.  j>),  mit  allen 
Combinationen  der  Reste  1,  2,  3,  •  •  •  r  —  1  (mod.  r)  u.  s.  w. 
Einer  Bestimmung  aber,    nach   welcher   einer   der  Ausdrücke 

»'  —  '  »"  *  — '  m  —  1       7)1  *  —  1 

Ci  1  Q 


(-   1)     '     .      (-  1)     '       ;      (-  1)     ' 

einen  vorgeschriebenen  Werth  haben  soll,  genügen  nur  je  zwei 
der  vier  Reste  1,  3,  5,  7,  der  Bestimmung,  dass  jeder  der 
beiden  Ausdrücke 


(-  1)  ^  und  (-  1)  ^ 
vorgeschriebenen  Werth  haben  soll,  sogar  nur  einer  von  ihnen; 
ferner  genügen  der  Bestimmung  (  - )  =  -\-  1  oder  =  —  1  nur 
— ^~  der  Reste  (mod.  jj)  u.  s.  w.  Wird  also  der  Gesammt- 
charakter für  eine  zu  2D  d.  i.  zu  8PR  prime  Zahl  m  vorge- 
schrieben, so  giebt  es  je  nach  den  verschiedenen  Fällen,  welche 
I)  darlneten  kann,  je 


oder 
oder 


i-]T('^)n(^)^ft--=2) 


geeignete  Restcombinatiouen  (mod.  SPR).  Ebensovielen  Pro- 
gressionen wird  demnach  auch  jedesmal  derselbe  Gesammt- 
charakter entspreche]!. 
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Null    erfüllen  aber  mir    die   Zalilen  m  der  Progressionen 

SPRs  -\-  a   die  Bedingung  (— j  =  +  1?  welche  zur  Darstell- 

barkeit  der  Zahl  m  durch  Formen  der  Determinante  D  noth- 
wejidig  ist;  nur  diesen  Zahlen  m  entspricht  demuach  ein 
zulässiger  d.  i.  mit  der  Bedingung  (2)  verträglicher  Ge- 
sammtcharakter,  ein  solcher,  für  welchen  es  möglicherweise 
ein  Geschlecht  von  Formen  der  Determinante  D  giebt.     Diese 

~(p{%FIC)  Progressionen  vertheilen  sich  also  gleichmässig  auf 
die  zulässigen  Gesammtcharaktere.  Wäre  umgekehrt  die  Be- 
dingung {~\=-\-l    auch   ausreichend    dafür,    dass  m   durch 

eine  Form  der  Determinante  D  dargestellt  werden  kann,  so 
würde  für  jeden  dieser  zulässigen  Gesammtcharaktere  auch 
wirklich  eine  Form  angebbar  sein,  welcher  er  zukommt,  und 
demnach  ihre  Anzahl  gleich  der  der  Geschlechter  oder  jedes 
der  möglichen  Geschlechter  auch  wirklich  vorhanden 
sein.  Die  bezeichnete  Umkehrung  ist  aber  im  allgemeinen 
nicht  zutreffend,  denn  die  ausreichende  Bedingung  für  die 
Darstellbarkeit  einer  Zahl  m  durch  Formen  der  Determinante 
D  ist  die  Bedingung,  dass  D  quadratischer  Rest  sei  (mod.  m), 

und  letztere   ist   mit   der  obigen  Bedingung  (— j  =  1  nur   in 

dem  Falle  identisch,  wenn  m  eine  Primzahl  ist.  Wollen  wir 
uns  nun  auf  den  Satz  von  der  arithmetischen  Pro- 
gression stützen,  so  dürfen  wir  weiter  schliessen,  dass,  weil 
in  jeder  der  Progressionen  8  PI?  s  -\-  a  auch  Primzahlen  be- 
findlich sind,  jedem  der  zulässigen  Gesammtcharaktere  auch 
Primzahlen  entsprechen,  von  welchen  D  quadratischer  Rest 
ist,  welche  demnach  durch  Formen  der  Determinante  D  dar- 
stellbar sind,  und  damit  würde  dann  der  Nachweis  ge- 
liefert sein,  dass  die  als  möglich  bezeichneten  2^+^  —  1 
Geschlechter  stets  auch  wirklich  vorhanden  sind. 

3.  Wir  wollen  uns  jedoch  zu  diesem  Nachweise  nicht 
auf  den  Hilfssatz  von  der  arithmetischen  Progression  stützen, 
ihn  vielmehr  aus  derselben  Grundlage  herleiten,  von  der  aus 
wir  die  Bestimmung  der  Classenanzahl  gefunden.  Wir 
schliessen  uns  dabei  der  Modification  des  Dirichlet'schen  Ver- 
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fahreus,  wie  Kronocker  sie  angegeben  hat*),  an,  da  bei  ihr 
unseres  Erachtens  eine  deutlichere  Einsicht  in  den  eigentlichen 
Sachverhalt  gewonnen  wird. 

Kehren  wir  zu  der  Grundformel  ((3")  des  5.  Abschnittes: 

('^)  ' -2' in) i'i>nn=2'^\^^''  +  '2hxy  +  af)  +  ... 

wieder  zurück,  in  welcher  wir  unter  11  das  Produkt  der  ver- 
schiedenen Primfaktoren  verstehen  wollen,  aus  denen  21)  be- 
steht, sodass  beiderseits  die  Summationen  auf  solche  Argu- 
mente der  Funktion  F  zu  beziehen  sind,  welche  prim  sind  zu 
22).  Wir  Avollen  dann  versuchen,  die  bis  dahin  noch  unbe- 
stimmte Funktion  F(m)  so  zu  wählen,  dass  diejenigen  Summen 
auf  der  rechten  Seite,  für  welche  die  darin  auftretende  qua- 
dratische Form  einen  gegebenen  Gesammtcharakter  hat,  gleichen 
Werth,  alle  übrigen  den  Werth  Null  erhalten. 

Sind  der  Tabelle  T  gemäss 
(4)  cp'if),     <jp"(/),...|^'(f),     t"(f),..- 

die  sämmtlichen  Einzelcharaktere,  welche  für  Formen  der 
Determinante  D  in  Betracht  kommen,  und  n  irgend  eine  zu 
2  D  prime  Zahl,  so  wollen  wir  jedes  Glied  des  entwickelten 
Produktes 

(5)  P(»)  =  (1  +  ^'  00)  (i  +  <P"  00)  •  •  •  (1  +  ^'  00)  •  • . , 

deren  es  2*^+"  giebt,  mit  k{n)  bezeichnen.  Der  Bedeutung  der 
Zeichen  g)'  ()i) ,  .  .  .  tp'  (n),  .  .  .  gemäss  wird  offenbar 

(6)  7.(,.)  =  e'^V"'^(f) 

sein,    wo   9,  >j   positive    oder  negative  Einheiten,    Q  aber  ein 

Theiler  von  FE  ist.     Unter  diesen  Grössen  Je  (w)  giebt  es  zwei 

ausgezeichnete,  nämlich 

erstens,  entsprechend  den  Werthen  0=1,     /^  =  1 ,     ^^  =  1 

(Ca)  Jcq  («)  =  1 , 

und   zweitens,    entsprechend   den  Werthen  Q  =  d ,      7;  =  £, 

w /.« 00  =  ^"^V"'«-  (J)  =  (^) . 

*)  S.  Monatsber.  d.  Berl.  Acad.  v.  J.   186-i  p.  295. 

P.  ach  manu,  Anatytiaclie  Zahloiitheurie.  16 


(9) 

ö' 

,     ö", 

der 

Art, 

dass 

(10) 

d'd 

ist. 

Alsdann 

setzen 

wir 
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Der    Natur   der   Symbole    cp' (n) ,  ...  iIj' {n) ,  .  .  .    gemäss 
bat  man  für  jedes  derselben  die  Beziehung 
(7)  qp'  (nw')  =  (p'  (w)  •  (p'  (w')  u.  s.  w. 

und  folglich  auch  für  jede  der  Funktionen  /j(«)  die  Beziehung 
(S)  ]i{nn')  =  k(n)-]c(;n")  , 

wenn  n,  n    zwei  beliebige  zu  22)  prime  Zahlen  bedeuten. 

Dies  vorausgeschickt,  nehmen  wir  nun  einen  bestimmten 
der  zulässigen  Gesammtcharaktere  als  gegeben  an,  d.  h.  wir 
bestimmen,  den  Einzelcharaktereu  entsprechend,  gewisse  posi- 
tive oder  negative  Einheiten 


=  1 


(11)  or  (f)  =  (l  +  d>'  (/•))  . .  .  (1  +  £>'  (/))  . . . 

und  wählen  nun  die  Funktion  F  {ni)  für  jede  zu  2  D  prime 
positive  Zahl  m  gleich  dem  Ausdrucke 

(12)  Fim)  =  Q.-^^^ 

sodass  die  Grundformel  (3)  die  folgende  besondere  Gestalt 
annimmt : 

(la)  r^y'(a^9~=^y' ^^11 nr  +  ---. 

wo  rechts  im  Zeichen  w  (/")  unter  f  der  Werth  der  quadra- 
tischen Form  im  Nenner  zu  verstehen  ist.  Da  aber  der  erste 
Coefficient  n  gegen  2  D  prim  vorausgesetzt  werden  darf,  so 
stimmen  die  Werthe  der  Symbole 

cp'if),     ^"{f),  ...  rl.'{f),  ... 
in  der  ersten  Summe  durchaus  mit  den  Wertheu  von 
(14)  ?>'(«),     ^"  {<'),  ■■■  t'  (a),  ... 

resp.  und  demnach  auch  S7(/'j  mit  oJ(a)  überein,  sodass  bei  der 
ersten  Summation  der  Faktor  57  (/")  =  ai  (a)  als  gemeinsamer 
Faktor   aller  Glieder  heraustritt  und    die   erste  Summe  durch 


(«)  •  Q  y 


^  (a.t*-f'26«2/-f  C2/^/+^ 
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ersetzt  werden  kann.  Ist  nun  die  Form  (a,  b,  c)  eine  solche, 
welcher  der  von  uns  gewählte  Gesammtcharakter  (0)  zu- 
kommt, so  stimmen  die  Werthe  (14)  durchweg  mit  den  Ein- 
heiten (9)  resp.  überein,  jeder  Faktor  von  w  («)  wird  demnach 
gleich  2  und 

ÜJ  (a)  =  25)+«^. 

Ist  dagegen  die  Form  (a,  h,  c)  eine  solche,  deren  Gesammt- 
charakter von  dem  gegebenen  verschieden  ist,  so  muss  min- 
destens einer  der  Werthe  (14)  der  entsprechenden  Einheit  (9) 
entgegengesetzt  sein,  und  demnach  ist  dann 

57  (a)  =  0 . 

Auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  (13)  verbleiben  auf 
solche  Weise  nur  diejenigen  Summen,  welche  auf  Formen  vom 
gesehenen  Gesammtcharakter  sich  beziehen:  wir  nennen  ihre 
Anzahl  f,  wo  f  Null  zu  setzen  sein  würde,  falls  es  solche 
Formen  überhaupt  nicht  gäbe.  Geht  man  daher  in  der 
Gleichung  (13)  zur  Grenze  q  =  0  über  und  erinnert  sich,  dass 
nach  (15")  des  6.  Abschnittes  der  Greuzwerth  jeder  der 
Reihen 

j^  (ax--f  2ö.r?/-f  ci/y+? 
ein  und  derselbe,  nämlich 

ist,  so  wird  der  Grenzwerth  der  ganzen  rechten  Seite 
gleich 

(15)  r-2^+'^'  —  '^-^^' 

V      /  2  2  z/ 

4.    Was    nun    die  linke    Seite  betrifft,     so    zerfällt     die 

Summe   auf   derselben  in    soviel  Bestandtheile,    als    das    ent 
wickelte  Produkt 

öy  (nn')  =  (1  -f-  d'q)'  (nw'))  ...  (l  +  s't'  (ww'))  .  .  . 

verschiedene  Glieder  enthält.  Unter  diesen  Gliedern  befindet 
sich  erstens  das  Glied  k^  (tin')  =  1;  ihm  entspricht  der  Be- 
standtheil 

16* 
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der  linken  Seite,  welcher  nach  den  Formeln  (G'")  des  5.  und 
(15")  des  G.  Abschnittes  den  Grenzwerth 

hat;  zweitens,  mit  Rücksicht  auf  (10),  das  Glied 

ihm  entspricht  die  Summe 

d.  i. 


^«  '  {nn'f' 


^  '  ^  2j    ^«'^('«w")^+^ 


als  Bestandtheil  der  linken  Seite,  welcher  dem  vorigen  gleich 
ist,  also  auch  den  gleichen  Grenzwerth  hat; 

drittens  wird  jedes  andere  Glied  der  Entwicklung  von 
S?(ww')  einer  der  übrigen  25'+'^  —  2  Grössen  ]c(nn'),  positiv 
oder  negativ  genommen,  gleich  d.  h.  gleich  +  k(n)  Je  (^n) 
sein,  wo 

n  —  1    li^  —  1 

k  („)  =  e~,,^  (J) 

ist;  ausgeschlossen  sind  die  beiden  Fälle 

(16)  e  =  l,       »;  =  1,       Q=l, 

.  —  dies  gäbe  nämlich  das  bereits  behandelte  erste  Glied  der 
Entwicklung  —  und 

(17)  e  =  d,       .;  =  6,       Q==P, 

denn  das  gäbe  das  bereits  behandelte  zweite  Glied  der  Ent- 
wicklung. Hiernach  lässt  sich  der  entsprechende  Bestandtheil 
der  linken  Seite  folgendermassen  schreiben : 

(18)  +r-,^'{^)k{„)Hn)--^„ 
WO  nun  statt 

n—l     n^—  1  w  — 1     »"— 1 

(^)i-(«)  =  *'  .  '    C'^-^-'  n  '    (^) 

einfacher  auch 

n  —  1      n'  —  1 

(19)  ^i(«)  =  e.~^%"^(|;) 
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gesetzt  werden  kann,  unter  61,  rj^  Avieder  Einheiten,  unter  (>, 
der  Quotient  von  FQ  durch  die  grösste  darin  aufgehende 
Quadratzahl  und  demnach  auch  wieder  ein  Theiler  von  Pli 
verstanden;  ausgeschlossen  sind  auch  hier  die  leiden  Fälle 

(20)  0,  =  1,       rj,==l,       Ö,  =  1, 
denn  dieser  ist  identisch  mit  dem  Falle  (17),  u)ul 

(21)  Q,  =  d\       t/,  =  f,       ^,  =  P, 
denn  dieser  kommt  mit  dem  Falle  (16)  überein. 

Betrachtet  man  demnach  zunächst  die,  für  jedes  positive 
Q  offenbar  unbedingt  convergente  Reihe 

ausgedehnt  über  alle  zu  2  7)  d.  i.  zu  SPB  primen  positiven 
Zahlen  «,  so  kann  der  Umfang  dieser  Summatiou,  wenn  PR 
=  QP^^  gesetzt  wird,  auch  dahin  ausgesprochen  werden,  dass 
sie  über  alle  zu  8  QP^^  primen  positiven  Zahlen  n  auszudehnen 
sei.  Nach  Nr.  1  des  ?k  Abschnittes  findet  sich,  da  der  Fall 
(1(3)  ausgeschlossen  ist,  die  über  alle  genannten  Zahlen  n  der 
Reihe   1,  2,  3,  .  .  .  ^QPi^  erstreckte  Summe 

n  —  1     ri^  —  1 

und  in  Folge  davon  und  mit  Rücksicht  auf  die  Betrachtungen 
in  Nr.  6  ebendaselbst  ist  der  Grenzwerth,  gegen  welchen  die 
Reihe  (22)  bei  unendlich  abnehmendem  q  couvergirt,  ein  end- 
licher, nämlich 


n— 1 


^^'^i^m- 


1 

Gleiches  gilt  von  der  für  jedes  positive  (t  unbedingt  coii- 
vergentcn  Reihe 

(20)      2'X  ("');^V..  =  2'«.^'>.'^©„-rTV„ 

welche  statt  über  alle  zu  27)  d.  i.  zu  8Pii  primen  Zahlen  n' 
auch,  wenn  Pli  =  Q^Ii^  gesetzt  wird,  über  alle  zu  SQjli^ 
primen  Zahlen  erstreckt  werden  darf.  Da  der  Fall  (17)  und 
mit  ihm  auch  der  Fall  (20)  ausgeschlossen  ist,  wird 


\Q, )     n' 
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wenn  über  alle  genannten  Zahlen  n'  der  Reihe  1,  2,  3,  ... 
8  Qilii  summirt  wird,  und  daraus  folgt  dann  wieder,  dass  auch 
die  Summe  (23)  bei  unendlich  abnehmendem  q  einen  endlichen 
Grenzwerth,  nämlich  den  Werth 

n'  —  l      n'2  — 1 

1 
hat.      Da    aber    der  Ausdruck  (18)    nach    Nr.   3    des    1.  Ab- 
schnittes gleich  dem  Produkte 

ist,  so  convergirt  dieser  Ausdruck  mit  unendlich  ab- 
nehmendem Q  gegen  die  Grenze  Null. 

Aus  alle  diesem  geht  schliesslich  hervor,  dass 
der  Grenzwerth  für  die  linke  Seite  der  Gleichung  (13) 
der  folgende  ist: 

Durch  Vergleichung  mit  (15)  gewinnen  wir  nun 
sogleich  die  Formel 

(24)  H  (D)  =  r  '  2^+0-1 . 

Sie  lehrt  uns,  dass  f  nicht  Null  sein  kann,  dass  mithin  zu 
jedem  der  zulässigen  Gesammtcharaktere  Formen  vorhanden 
sind,  welchen  er  eigen  ist  d.  h.  dass  die  oben  als  möglich 
bezeichneten  Geschlechter  sämmtlich  auch  wirklich 
vorhanden  sind.  Die  Formel  (24)  zeigt  ferner,  dass  die 
Anzahl  der  Classen,  welche  einen  bestimmten  Gesammt- 
charakter  besitzen,  d.  i.  die  Anzahl  Classen  in  jedem  Ge- 
schlechte immer  dieselbe,  nämlich 

(25)  •^  =  2^--! 

ist.     Die  Anzahl  G{D)  der  Geschlechter  selbst  ist 

(26)  G{D)  =  2^+'^-K 

5.  So  haben  wir  auf  zwiefache  Weise  einen  der  schönsten 
Sätze  von  quadratischen  Formen,  welche  Gauss  in  den  Disquis. 
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AritliiiJ.  auf  rein  ailthmetischem  Wege  mit  Hilfe  der  Lehre 
von  der  Zusiinimensetzonir  der  Formen  und  ihrer  C'lassen  ge- 
wonnen hat,  mittels  analytischer  Methoden  hergeleitet. 
Wir  wollen  nun  dazu  übergeVn,  seinen  Zusammenhajifj  mit 
anderen  Sätzen  dieser  Compositiouslehre  aufzuweisen  und  den 
Hauptsatz  derselben,  welchen  Gauss  nur  mittels  Betrachtungen 
einer  neuen  Art,  die  nämlich  der  Lehre  von  den  ternären 
quadratischen  formen  angehören,  zu  beweisen  vermocht  hat, 
aus  der  gleichen  Grundlage  entwickeln,  welche  all'  unsern 
Untersuchungen  über  quadratische  Formen  zur  Stütze  gedient 
hat.  Dies  zuerst  gethan  zu  haben,  ist  das  Verdienst  von 
Kronecker*). 

Wir  müssen  damit  beginnen,  einige  elementare  Punkte 
der  Lehre  von  der  Zusammensetzung  der  Formen  hier  in  Er- 
iimerung  zu  bringen. 

Bedeutet  C  sowohl  wie  C  irgend  eine  Classe  von  eigent- 
lich primitiven  Formen  der  Determinante  D,  so  können  als 
ihre  Repräsentanten  stets  auf  unendlich  viele  Weisen  Formen 
der  folgenden  Art*'^)  gewählt  werden: 

(a,  i>,  a'C),         (a,  B,  aC), 

wo  a  und  a'  wieder  prim  gegen  2D  und  auch  unter  einander 
vorausgesetzt  werden  dürfen;  dann  findet  die  Gleichung  statt: 

(F)     (ax^  +  2Bxy  +  aCy-)  (a'x''  +  2Bx'y'  +  aCy'') 

=  aa'X2  +  2J5Xr-f  (77% 
wo  zur  Abkürzung  gesetzt  ist 
(Fa)  X=xx'  —  Cyy\     Y=(ax-\- By)y' -{- {a  x' -\- By')y . 

Die  Classe  C",  zu  welcher  diese  dritte  zusammengesetzte 
Form  gehört,  ist  ebenfalls  eigentlich  primitiv,  und,  unabhängig 
von  der   besonderen  Wahl  der   beiden   bezeichneten  Repräsen- 

*)  S.  Kronecker 's  Abb.  im  Monatsber.  d.  Berl.  Acad.  v.  J.  1864 
p.  297. 

*•)  S.  zu  dem  Folgenden  „EL  d.  Z."  von  S.  240  bis  251;  die  dort 
der  Einfaebbeit  wegen  cingetubrte  Annalimc,  dass  a,  a  relativ  prim 
sind,  ist  zwar  nicbt  erfordorlicb  für  die  Tbeorie  der  Zusammen- 
setzung; da  wir  aber  auf  dies  I'mcb  bier  verweisen,  wollen  wir  die  An- 
nahme auch  festhalten. 


248  Neunter  Abschnitt. 

tanteu  der  Classen  C  und  C,  nur  durch  diese  C lassen  selber 

bestimmt.     Man    nennt    deshalb    die   Classe  C"   aus    den 

Classen  C  und  C   zusammengesetzt  oder  das  Produkt 

aus  ihnen: 

C"  =  ü-C', 

wobei  die  Reihenfolge  der  Faktoren  gleichgiltig  ist. 

Durch  Zusammensetzung  einer  Classe  C  mit  der  Haupt- 
classe  H  bleibt  C  ungeändert;  zwei  entgegengesesetzte  Classen 
setzen  sich  zur  Hauptclasse  zusammen,  und  umgekehrt  sind 
zwei  Classen,  welche  sich  zur  Hauptclasse  zusammensetzen, 
einander  entgegengesetzt.  Diese  Sätze  lassen  erkennen,  dass 
alle  eigentlich  primitiven  Classen  der  Determinante  D  eine 
Gruppe  bilden  von  der  Art  (eine  Abel 'sehe  Gruppe),  auf 
welche  der  allgemeine  Kronecker'sche  Gruppensatz  anwend- 
bar ist.  Versteht  man  nämlich  unter  dem  Exponenten, 
zu  welchem  eine  solche  Classe  C*  gehört,  den  niedrig- 
sten Exponenten,  für  welchen  C"  der  Hauptclasse 
gleich  ist,  so  giebt  es  gewisse  Fundamentalclassen 

welche  zu  den  Exponenten  w^,  m-.^,  .  .  .  nio,  gehören, 
von  der  Beschaffenheit,  dass  alle  eigentlich  primi- 
tiven Classen  derselben  Determinante  und  jede  ein- 
mal durch  das  Produkt 

(27)  c'[' c\\ . .  cl:r 

dargestellt  werden,  wenn  darin  allgemein 
lii  die  Reihe  0,  1,  2,  3,  .  .  .  m,  —  1 

durchläuft,  wobei  allgemein  C,  der  Hauptclasse  gleich 
zu  achten  ist.  Von  den  Exponenten  m^,  m.^,  .  ..  m^„  ist 
jeder  ein  Theiler  des  vorhergehenden.  Man  findet 
hiernach  die  Gleichung 

H{I))  =  m^m^m^  . .  .  m^. 
Der    Exponent  n,    zu    welchem    irgend    eine    der 
Classen  gehört,  ist  stets  ein  Theiler  von  niy. 

Die  Classe,  welche  durch  Zusammensetzung  einer  Classe  C 
mit  sich  selbst  entsteht, 

C-C=C\ 
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nennt  Gauss  die  durch  Duplikatiou  von  C  entstehende 
Classe.  Ist  A  eine  ambige  Classe  d.  h.  sich  selbst  entgegen- 
gesetzt,   so  entsteht  durch  ihre  Duphkation  die  Hauptclasse: 

umgekehrt  wird  jede  Classe,  welche  dieser  Gleichung  genügt, 
eine  ambige  Classe  sein;  denn,  nennt  man  Ä'  die  zu  Ä  ent- 
gegengesesetzte  Classe,  so  entsteht  aus  jener  Gleichung  durch 
Multiplikation  mit  Ä'  die  folgende 

AH=HA'     oder     A  =  A' 

d.  h.  A  ist  sich  selbst  entgegengesetzt.  Hiernach  können 
die  ambigen  Classen  auch  als  solche  definirt  werden, 
durch  deren  Duplikation  die  Hauptclasse  entsteht. 

Aus  der  Formel  (27)  erschliesst  man  leicht,  dass  die 
Anzahl  der  ambigen  ClaSsen  gleich  2"  ist,  wenn  ft  von 
den  Exponenten  >;/j,  ^2,  .  .  .  wi«  der  Fundmentalclassen 
gerade  sind.  — 

Da  a  eine  gegen  2  D  prime  Zahl  ist,  welche  durch  die 
Formen  der  Classe  C,  a  eine  solche,  welche  durch  die  Formen 
der  Classe  C  (eigentlich)  darstellbar  ist,  so  bestimmen  die 
Werthe  der  Charaktere 

g)'(a),     9?"  («),...  I  i^.'(a),     i^"(«^,..., 

welche  für  die  Determinante  D  in  Betracht  kommen,  das  Ge- 
schlecht, zu  dem  die  Classe  C  gehört,  und  in  gleicher  Weise 
die  Werthe  der  Grössen 

<p'  {a) ,     (f"  (a) ,  . .  .  U-'  (a") ,     ip"  {u') ,  ... 
das  Geschlecht  von  C";  da  allgemein 
(28)  rp'  (aa)  =  cp'  (f()  ■  rp'  («')  u.  s.  w. 

ist,  ergeben  sich  hieraus  ohne  weiteres  die  Werthe  der  Grössen 
rp'  (na),     (p"  (na)  ,  .  .  .  |  ^'\aa'),     ip"  {aa') ,  .  .  . 

und  somit  das  Geschlecht  der  zusammengesetzten 
Classe  ü",  durch  deren  Formen  aa'  darstellbar  ist, 
aus  den  Geschlechtern  der  Classen  C  und  C,  aus 
denen  sie  entsteht. 
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Besonders  ersieht  man  hieraus,  dass  jede  Classe, 
welche  durch  Duplikation  einer  andern  entsteht,  zum 
Hauptgeschlechte,  d.i.  zu  demjenigen  Geschlechte  gehört, 
dessen  sämmtliche  Einzelcharaktere  den  Werth  -|-  1  haben 
und  welchem  deshalb  die  Hauptform  x^  —  D'if  und  die  Haupt- 
classe  11  angehört;  denn  nach  (28)  wird  9)'(«a')  =  l,  wenn 
gj'  (a)  und  qp'  {a)  dieselbe  Einheit  bezeichnen. 

Ferner  findet  man  auf  Grund  derselben  Formel  (28),  dass, 
wenn  eine  der  Classen  C,  C  zum  Hauptgeschlechte  gehört, 
das  Produkt  CC  zu  demselben  Geschlechte  gehört,  wie  die 
andere  von  ihnen,  also  zum  Hauptgeschlecht,  wenn  auch  diese 
dazu  gehört.  Und  hieraus  geht  sofort  der  Satz  hervor:  Die 
Classen  des  Hauptgeschlechtes  bilden  eine  Gruppe  von  der- 
selben Beschaffenheit  wie  die  Gruppe  aller  Classen,  und  dem- 
zufolge kann  man  durch  Anwendung  des  allgemeinen  Gruppen- 
•satzes  auch  das  analoge  Resultat  herbeiführen:  Alle  Classen 
des  Hauptgeschlechtes  lassen  sich  aus  gewissen  Fun- 
damentalclassen  J^Tj,  A",,  .  .  .  Kv,  welche  zu  den  Expo- 
nenten Wj,  «2?  •••'?(;  gehören,  mittels  der  Formel 

(20)  e![\     K^'  ...  K''J' 

und  zwar  jede  einmal  erhalten,  wenn  darin  allgemein 

hi  die  Reihe   0,  1,  2,  .  .  .  «,  —  1 

durchläuft.  Von  den  Exponenten  ii^,  w^?  •  •  •  '^i-  ist 
jeder  ein  Theiler  des  vorhergehenden.  Die  Anzahl 
der  Classen  des  Hauptgeschlechtes  ist  demnach 

(30)  K{D)  =  n^n,  .  .  .  n,  • 

Der  Exponent  m,  zu  welchem  eine  Classe  des 
Hauptgeschlechtes  gehört,  ist  stets  ein  Theiler  von 
«j.  Die  Anzahl  der  ambigen  Classen  des  Hauptge- 
schlechts ist  2'',  wenn  i/^von  den  Exponenten  w^,  th^,...n,j 
gerade  sind. 

6.  Bevor  wir  jetzt  unserm  eigentlichen  Vorhaben  näher 
treten,  wollen  Avir  eine  Reihe  von  Bemerkungen  einschalten, 
welche,  obwohl  nicht  dafür  erforderlich,  sich  naturgemäss  hier 
anschliessen  und  von  grossem  Interesse  sind. 
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Zunächst  lässt  sich  der  Satz,  den  wir  in  Nr.  4  auf  ana- 
lytischem Wege  gefunden,  dass  die  Anzahl  der  Formenclassen 
der  Determinante  D  in  jedem  Geschlechte  dieselbe  sei,  aus 
der  Theorie  der  Zusammensetzung  leicht  bestätigen.  Wir 
schicken  dazu  folgenden  Satz  voraus: 

Der  Exponent  «,  zu  welchem  eine  Classe  C  gehört, 
ist  stets  gerade,  wenn  C  nicht  eine  Classe  des  Haujjt- 
geschlechts  ist.  Denn,  da  jede  durch  Duplikation  ent- 
stehende Classe  zum  Hauptgeschlechte  gehört,  werden  die  ge- 
raden Potenzen  von  C  zum  Hauptgeschlechte,  die  ungeraden 
Potenzen  zu  demselben  Geschlecht  gehören  wie  0;  da  dies 
letztere  vom  Hauptgeschlechte  verschieden  gedacht  wird,  C" 
aber  der  Hauptclasse  d.  i.  einer  Classe  des  Hauptgeschlechts 
gleich  ist,  muss  n  gerade  sein;  C'"~^  d.  i.  die  zu  G  ent- 
gegengesetzte Classe  gehört  also  zu  demselben  Ge- 
schlechte wie  G  selbst. 

Sind  nun 

H,  K,  K',  Ä'",... 

die  Classen  des  Hauptgeschlechtes  und  G  eine  davon  verschie- 
dene, also  irgend  einem  andern  Geschlechte  G  angehörige 
Classe,  so  werden  nach  Nr.  5  die  unter  einander  verschiedenen 

Classen 

GH,  GK,  GK',  GK", . .  . 

sämmtlich  dem  Geschlechte  G  angehörig,  ausser  ihnen  aber  keine 
Classe  dieses  Geschlechts  mehr  vorhanden  sein;  denn,  wäre  G' 
noch  eine  solche,  so  müsste  G'G"~^  eine  Classe  Ä"  des  Haupt- 
geschlechts und  folglich  G'  =  GK  sein,  gegen  die  Voraus- 
setzung. Jedes  vom  Hauptgeschlecht  verschiedene  Ge- 
schlecht enthält  somit  dieselbe  Anzahl  von  Classen, 
wie  dieses. 

Für  die  bedeutende  Mehrzahl  der  Determinanten  zeigt  es 
sich,  dass  alle  Classen  des  Hauptgeschlechtes  nur  aus  einer 
einzigen  Fundamentalclasse  K^  durch  wiederholte  Zusammen- 
setzung mit  sich  selbst  erzeugt  werden   können;    für  sie   alle 

ist  demnach 

K(D)  =  n,. 

Diese  Determinanten  bezeichnen  wir  nach  Gauss  als  re- 
guläre oder  regelmässige  Determinanten,  zum  Unterschiede 


252  Neunter  Abschnitt. 

von  den  irregulären  oder  uiiregelmässigen,  bei  denen  melir  als 
eine  Fuudanientalclasse  vorhanden  ist.  Für  diese  letztern  heisst 
der  Quotient 

(31)  -^  =  m,  n,  ...  n„ 

welcher  für  regelmässige  Determinanten  gleich  1  ist,  der 
Exponent  der  Unregelmässigkeit  (exponens  irregulari- 
tatis).  Wenn  dieser  Exponent  durch  eine  Primzahl  p  theil- 
bar  ist,  so  muss  einer  der  Faktoren  rechts,  und  da  jeder  im 
vorhergehenden  also  insbesondere  in  n^  enthalten  ist,  auch  n^ 
durch  ly  theilbar  sein;  demnach  ist  alsdann  K  (D)  durch  ^"^ 
theilbar.  Hieraus  folgt,  dass  die  Determinante  zu  den 
regelmässigen  gehört,  sobald  K  {!))  keinen  quadra- 
tischen Theiler  hat. 

Ist  )ii  und  folglich  alle  übrigen  Faktoren  m^,  Wg,  .  .  .  n,j 
ungerade,  so  ist  die  Anzahl  der  Ambigen  im  Hauptgeschlechte 
gleich  1;  ist  «j,  aber  auch  nur  n^  gerade,  so  beträgt  diese 
Anzahl  2;  in  beiden  Fällen  ist  D  entweder  eine  regelmässige 
Determinante  oder  der  Exponent  ihrer  Unregelmässigkeit  ist 
ungerade.  8ind  mehr  als  zwei  Ambigen  im  Hauptgeschlechte 
vorhanden,  so  ist  von  den  Faktoren  Mg,  «g,  .  .  .  Uu  mindestens 
der  erste  noch  gerade,  also  ist  D  eine  unregelmässige  Deter- 
minante und  ihr  exponens  irregularitatis  ist  gerade. 

Irgend  ein  Geschlecht  enthält  nicht  mehr  Ambige,  als  das 
Hauptgeschlecht.  Denn  die  Classen  jenes  entstehen  aus  den 
('lassen  des  letztern  durch  Zusammensetzung  mit  irgend  einer 
in  jenem  Geschlecht  enthaltenen  Classe.  Wählt  man  aber  für 
letztere  eine  darin  enthaltene  Ambige  Ä  und  ist  K  eine  Classe 
des  Hauptgeschlechtes,  so  kann  KÄ  nur  eine  Ambige  sein, 
wenn  K  es  ist;  denn,  da  das  Produkt  zweier  Ambigen  wieder 
eine  solche  ist,  so  ist  auch  die  zu  Ä  inverse  Classe  Ä'  eine 
solche,  und  es  müsste  auch  KÄ  •  Ä'  =  K  eine  sein.  Enthält 
demnach  ein  Geschlecht  überhaupt  eine  Ambige,  so  enthält  es 
genau  so  viel,  "wie  das  Hauptgeschlecht.  —  Nun  ist  die  An- 
zahl der  Ambigen  gleich  der  der  Geschlechter  —  wie  wir 
später  zeigen  werden;  nehmen  wir  dies  Resultat  hier  vorweg, 
so  können  wir  schliessen:  Enthält  das  Hauptgeschlecht  nur 
eine  Ambige,  so  enthält  jedes  Geschlecht  eine  solche;   ent- 
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hält  dagegen  das  Hauptgeschleclit  genau  zwei  Ambigen  — 
der  einzige  Fall,  welcher  ausser  dem  eben  genannten  bei  regu- 
lären Determinanten  vorkommen  kann  —  so  enthält  nur  die 
Hälfte  der  Geschlechter  Ambigen  und  jedes  von  diesen  je 
zwei.  — 

Es  ist  bemerkenswerth,  dass  die  irregulären  positiven 
Determinanten  nach  Gauss'  Feststellungen  viel  seltener  sind, 
als  die  negativen,  welche  letztern  in  der  wachsenden  Reihe 
der  Determinanten  immer  häufiger  zu  werden  scheinen.  — 

Da  wir  gefunden  haben,  das  jedes  Geschlecht  dieselbe 
Anzahl  f  von  Classen  enthält,  so  ergiebt  sich  f  =  K{I))] 
wird  also,  wie  in  (20),  die  Anzahl  der  Geschlechter,  nämlich 
2®+"—',  mit  G  (/))  bezeichnet,  so  findet  sich 

(32)  H{D)  =  G{D).K{D). 

Hiernach  kann  man  die  verschiedenen  Determinanten 
classificiren.  Wenn  man  nämlich  die  Classenanzahl  für  ver- 
schiedene Determinanten  aufstellt,  so  wird  es  nicht  genügen, 
um  diese  völlig  zu  charakterisiren,  wenn  man  diejenigen 
Determinanten  in  dieselbe  Kategorie  wirft^  denen  dieselbe  An- 
zahl von  Classen  zukommt,  sondern  diese  zerfallen  wieder  noch 
in  verschiedene  Gruppen,  je  nach  den  Faktoren  G  und  K,  aus 
denen  das  Produkt  H  besteht.  Wir  werden  vielmehr  alle 
diejenigen  Determinanten  D  als  demselben  Typus  an- 
gehörig bezeichnen  müssen,  bei  denen  sowohl  G  als 
K  einen  bestimmten  Werth  haben,  und  wollen  diesen 
Typus  den  Typus  (6r,  K)  nennen. 

Nach  Gauss'  Feststellungen  scheint  die  Reihe  der  nega- 
tiven Determinanten,  welche  demselben  Typus  angehören, 
stets  endlich  zu  sein*,  z.  B.  scheint  es  im  Ganzen  nur  65  nega- 
tive Determinanten  zu  geben,  deren  grösste  D  =  —  1848  sein 
würde,  welche  einem  der  Typen  (6r,  1)  angehören  d.  h.  für 
welche  jedes  Geschlecht  nur  eine  Classe  enthält,  sodass  die 
Anzahl  der  Classen  gleich  derjenigen  der  Geschlechter  ist. 
Für  positive  Determinanten  dagegen  ist  nicht  nur  die  Classi- 
fikation  (G,  1)  die  häufigst  auftretende,  sondern  es  lässt  sich 
auch,  auf  einem  Wege,  den  Dirichlet  angezeigt  hat, 
der  Nachweis    führen,    dass    die    Menge    der   Determi- 
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naiiteu,  welelie  diesen  Typen  entsprechen,  unend- 
lich ist. 

In  der  That,  in  Nr.  7  des  G.  Abschnittes  haben  wir  die 
für  positive  Determinanten  giltige  Formel  (36''^)  aufgestellt 
und  bewiesen,  dass  die  Classenanzahl  für  unendlich  viele  Ueter- 
minanten  von  der  Form  D  ■  S-  ein  und  denselben  Werth  hat. 
Durch  schickliche  Wahl  von  D  und  den  Primfaktoren,  aus 
welchen  S  sich  zusammensetzt,  lässt  es  sich  aber  erreichen, 
dass  diese  unveränderliche  Classenanzahl  mit  der  Anzahl  der  für 
jene  Determinanten  vorhandenen  Geschlechter  übereinstimmt. 

Um  dies  an  einem  einfachen  Falle  zu  bestätigen,  wählen 
wir  D  =  2  und  S  =  3",  also 

D'  =  2-3'«. 

Die  PeU'äche  Gleichung  t^  —  2ir  =  1  hat  zur  Fundamental- 
auflösung T  =  3,  Z7==  2;  da 

(3  +  2/2)2=17+12  1/2 

ist,  wo  der  Coefficieut  von  ]/2  durch  den  in  S  enthaltenen 
Primfaktor  3  aufgeht  und  zwar  nur  durch  die  erste  Potenz 
von  3,  so  haben  die  in  der  angezogenen  Nr.  mit  d,  v,  N  be- 
zeichneten Zahlen,  sobald  a  >  1 ,  die  folgenden  Werthe : 

v  =  2,     (5=1,     iY=2-3«-i. 

Da  ferner  H{2)  =  1  ist,  und  das  in  der  genannten  Formel 
auftretende  Produkt  hier  gleich 


i-(l)4 


4 

wird,  so  findet  sich 

if(2.3'^«)  =  |.|  =  2. 

Nun  ist  aber  7)'  =  2  •  3^*  ^  2  (mod.  8),  für  die  Formen 
dieser  Determinante  sind  also  die  zwei  Charaktere 


(-  1)  '  -   (") 


und   demnach   zwei   Geschlechter   vorhanden,  die  Anzahl   der 
Geschlechter  also  in  der  That  der  Classenanzahl  gleich. 
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Somit  erweist  sich  die  Vermuthung,  welche  Gauss  be- 
reits ausgesprochen,  als  richtig:  es  giebt  unendlich  viel 
positive  Determinanten,  für  welche  jedes  Geschlecht 
nur  eine  einzige  Classe  enthält.  Dieser  Satz  ist  um  so 
bemerkenswerther,  als  es  dem  vorher  Bemerkten  gemäss 
scheint,  dass  er  einen  neuen  wesentlichen  Unterschied  zwischen 
Formen  von  positiver  und  solchen  von  negativer  Determinante 
feststellt. 

7.  Nun  seien 

(33)  0,  6"  C",  .  .  . 

die  sämmtlichen  Formenclassen  der  Determinante  7);  ihre 
Quadrate 

C\  0'\  C"2,  . . . 

müssen  dann  alle  diejenigen  Classen  liefern,  welche  durch 
Duplikation  entstehen.     Bezeichnen  wir  aber  mit 

(34)  A,A',A'\... 

die  sämmtlichen  Ambigen  unter  den  Classen  (33)  und  mit 
%{T))  ihre  Anzahl,  so  leuchtet  ein,  dass 

(35)  CA,  CA',  CA",  .  .  . 

nicht  nur  verschiedene  Classen  des  Formensystems  (33)  sind, 
sondern  dass  auch  ihre  Quadrate  der  oben  gegebenen  Definition 
ambiger  Classen  gemäss  sämmtlich  gleich  C'-  sind;  eine  weitere 
Classe  C ,  deren  Quadrat  gleich  C'-  wäre,  giebt  es  aber  nicht 
mehr,  denn  setzt  mau  die  Formen  (H3)  mit  irgend  einer  von 
ihnen,  etwa  mit  C  zusammen,  so  erhält  man  wieder  ihre  ganze 
ßeihe,  darunter  also  auch  C,  sodass  man  stets  setzen  darf 
C'  =  C-C"'j  soll  nun  aber  C"- =  C'^  sein,  so  ergiebt  sich 
C'"^  =  1  d.  h.  C"  wäre  eine  der  Ambigen  (34)  imd  C  eine 
der  Formen  (35). 

Hieraus  geht  hervor,  dass  immer  je  5(  (D)  Classen  durch 
Duplikation    dieselbe  Classe    erzeugen;    heisst    also  (J{D)   die 
Anzahl  derjenigen  Classen,  welche  durch  Duplikation  entstehen, 
so  ist 
(3G)  H{D)==Q(D)-^{{1)). 

Die  Vergleichung  dieser  Formel  mit  (32)  lehrt  sogleich, 
dass,  wenn  sich  zeigen  lässt,  dass 
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(37)  Q{D)  =  K{I)) 

ist,  daraus  auch  die  Gleichheit 

hervorgeht.  lu  den  Disquisitiones  Arithmeticae  lehrt  Gauss 
die  Anzahl  der  Amhigen  durch  direkte  Betrachtungen  finden, 
beweist  dann  die  Gleichheit  (37)  und  findet  so  die  Anzahl 
der  Geschlechter.  Umgekehrt  haben  wir  diese  letztere  nach 
den  Dirichlet'schen  Methoden  bestimmt;  wir  werden  jetzt 
nach  Kroneeker's  Vorgange  zeigen,  wie  aus  denselben 
Methoden  auch  die  Gleichheit  (37)  entspringt,  und 
finden  damit  als  eine  Folge  die  Anzahl  der  Ambigen. 
Jedoch  müssen  Avir  zu  diesem  Zwecke  für  die  Classen,  welche 
durch  Duplikation  entstehen,  erst  eine  geeignetere  Definition 
aufstellen,  und  schalten  deshalb  hier  eine  Betrachtung  ein, 
auf  welche  wir  auch  an  einer  späteren  Stelle  werden  zurück- 
zuweisen haben. 

8.  Wir  behaupten  folgenden  Satz:  Ist  C  eine  be- 
liebige Classe  von  Formen  der  Determinante  D  und  m  eine 
zu  2D  prime  Zahl,  welche  durch  ihre  Formen  zur  Wurzel 
(h,  ni)  gehörig  eigentlich  darstellbar  ist,  so  ist  durch  die 
Formen  der  ('lasse  C^,  welche  durch  /.-fache  Zusammensetzung 
von  C  mit  sich  selbst  entsteht,  wi'-  zu  einer  Wurzel  (N,  w*) 
gehörig  eigentlich  darstellbar,  für  welche  N^n  (mod.  m)  ist. 

Um  diesen  Satz  zu  beweisen,  nehmen  wir  ihn  als  bewiesen 
an  für  alle  Zahlen  Z;  ==  1,  2,  3,  ...  li  und  beweisen  daraus 
seine  Giltigkeit  auch  für  k  ==  Ji  -\-  1. 

Sei  also  C'  diejenige  Classe,  welche  durch  /«-fache  Zu- 
sammensetzung von  (J  mit  sich  selbst  entsteht;  als  Repräsen- 
tanten von  C  und   C'   wählen  wir,   wie  in  Nr.  5  die  Formen 

(«,  B,  a'C),        (a,  B,  aC), 

in  denen  a,  a  prim  zu  m  angenommen  werden  dürfen.  Sei 
m  durch  die  erstere  dieser  Formen  zur  Wurzel  (*?,  m)  gehörig 
eigentlich  darstellbar;  der  Voraussetzung  zufolge  gestattet  dann 
w''  durch  die  zweite  eine  zur  Wurzel  {ß,  m'')  gehörige  eigent- 
liche Darstellung,  während  N^£n  (mod. m)  ist.  Es  bestehen  also 
für  relativ  prime  Werthe  «,  y\  «',  y'  folgende  zwei  Gleichungen: 
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j  m  =  rt«-+  22yay  +  a' Cy' 
\w''  =  a'a-  4-  2Ba'y'  +  aCy"' 

und  die  Congruenzen 

(39a)  <7«  -f-  J>*;^  -\-  ny   :    0  (mod.  »/) 

(39b)  ^/'«'  +  By'  +  JN>'  ~  0  (mod.  m'') , 

aus  deren  zweiter  auch 

(39c)  a'a'  -f-  By'  +  ^«y'  ^  0  (mod.  in) 

folgt.  Durch  Zusammensetzung  beider  Formen  entsteht  die 
Form 

(na,  B,   C) 

der  Classe  C''+^  und  aus  den  .Gleichungen  (38)   die   folgende: 

(4U)  m''  + 1  =  ««'  •  A-  +  2 B  •  A  r  4-  C  •  r-, 

wo 

A  =  ««'  —  Cyy' ,      r  =  rt«y'  -f-  2Byy'  +  a'ay 

gesetzt  ist;  w<''  +  ^  gestattet  also  eine  Darstellung  durch  die 
Formen  der  Classe  C'  +  ^ .  Diese  Darstellung  ist  aber  auch 
eine  eigentliche  d.  h.  A,  f  sind  relativ  prim;  denn,  hätten  sie 
einen  gemeinsamen  Primtheiler  jj  ,  so  müsste  dieser  wegen  (40) 
auch  in  m  aufgehen,  aus  den  Congruenzen  (39  a)  und  (39  c) 
würde  dann  aber  mit  Rücksicht  darauf,  dass  p  als  ein  Theiler 
von  r  vorausgesetzt  ist, 

2nyy'  ^^  0  (mod.  p) 

also  eine  der  Zahlen  y,  y',  etwa  y  durch  p  theilbar  sein,  was 
aber  der  entsprechenden  der  Congruenzen  (39  a)  und  (39  c) 
zuwider  ist,  da  a,  y  relativ  prim  sind  und  a  keinen  Theiler 
mit  ni  gemeinsam  hat. 

Nun    lässt    sich    aber    bekanntlich    eine    Wurzel    N    der 
Congruenz 

H"-^  T)  (mod.  «/'  +  ') 
so  wählen,  dass 

H  ^  N  (mod.  nt'')     also  auch      N    -:  n  (mod.  m) 

ist.  Schreibt  mau  demnach  die  Congruenzen  (39  a)  und  (39  b) 
folgendermassen : 

üuchmaiin,  Aualytiscbo  Zahlcntlieorio  17 
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aa  -\-  JBy   +Ny  ^0  (mod.  m) 
a'a'  -j-  By'  -\~  Ny'^  0  (mod.  w''), 
so  ergiebt  sich  aus  ihnen 

(aa  +  By  +  Hy){aa'+  By' -\-  Hy')  =  0  (mod.  m''  +  i) 
d.  h.  a«' .  A  +  i?  •  r  +  N  .  r  =  0  (mod.  m''  +  ')  . 

Da  A,  r  relativ  prim  und  aa'  prim  ist  zu  m,  kann  T  keinen 
Theiler  mit  dem  Modulus  gemeinsam  haben  und  somit  erweist 
diese  Congruenz  endlich,  dass  die  Darstellung  von  W2''  +  ^  durch 
die  Formen  der  Classe  C''  +  ^  zur  Wurzel  (N,  m''  +  ^)  gehört, 
für  welche    N  ^  m  (mod.  m)    ist. 

Da  unser  Satz  für  h  =  1  selbstverständlich  ist,  so  ist  er 
hiermit  als  allgemein  giltig  erwiesen.  — 

Um  hiervon  zu  uuserm  augenblicklichen  Vorhaben  zurück- 
zukehren, ziehen  wir  aus  dem  allgemeinen  Satze  die  besondere 
Folgerung: 

Durch  jede  Classe,  welche  durch  Duplikation  ent- 
steht, kann  eine  zu  2Z)  prime  Quadratzahl  (eigentlich) 
dargestellt  werden. 

Sei  nun  umgekehrt  Q  eine  Classe,  durch  deren  Formen 
eine  zu  2D  prime  Quadratzahl  m^  eigentlich  darstellbar  ist, 
und  n  die  Wurzel  (mod.  ni^),  zu  welcher  eine  solche  Dar- 
stellung gehört.  Da  alsdann  auch  w^  ^  D  (mod.  m)  ist,  so 
giebt  es  eine  Classe  C  von  Formen  der  Determinante  7), 
durch  welche  m  eigentlich  zur  Wurzel  (n,  m)  gehörig  dar- 
stellbar ist.  Werden  nun,  was  immer  möglich  ist,  zwei  Re- 
präsentanten dieser  Classe  (a,  B,  a'C),  {a' ,  B,  aC)  so  ge- 
wählt, dass  m  relativ  prim  ist  zu  aa',  so  zeigt  die  voraufgehende 
Betrachtung,  dass  wr  zur  Wurzel  («,  vi^)  gehörig  eigentlich 
darstellbar  ist  durch  eine  Form  derjenigen  Classe,  welche 
durch  Duplikation  von  C  entsteht,  eine  Classe,  welche  mit  Q 
übereinstimmen  muss.  Also:  jede  Classe,  durch  deren 
Formen  eine  zu  22)  prime  Quadratzahl  (eigentlich) 
darstellbar  ist,  entsteht  durch  Duplikation. 

Hiernach  dürfen  die  durch  Duplikation  entstehen- 
den Classen  schliesslich  auch  als  diejenigen  Classen 
definirt  werden,  durch  welche  Quadratzahlen,  die 
prim  sind  zu  2D,  (eigentlich)  darstellbar  sind. 
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9.  Wir  Avolleii  nun  die  Anzahl  dieser  Classen  zu  bestimmen 
suchen  und  gehen  dazu  von  der  Bemerkung  aus,  dass  eine 
jede  von  ihnen  durch  eine  Form  repräseutirt  werden  kann, 
deren  erster  Coefficient  eine  zu  22)  prime  Quadratzahl  ist, 
welche  also  die  Gestalt  (^^,  B,  C)  hat;  der  mittlere  Coefficient 
li  darf,  wie  leicht  ersichtlich,  als  ungerade  vorausgesetzt 
werden.  Denken  wir  uns  also  das  ganze  Formensystem  (a,  h,  c), 
(«',  6',  c'),  .  .  .  der  Determinante  D,  so  dürfen  wir  annehmen, 
dass  diejenigen  dieser  Formen,  welche  die  durch  Duplikation 
entstehenden  Classen  repräsentiren ,  die  angegebene  Gestalt, 
nämlich 

(^^5,c),    (^'^^',c'),... 

haben.  Dies  vorausgeschickt,  gehen  wir  zu  unserer  Funda- 
mentalgleichung (6o)  bezw.  (6i)  des  5.  Abschnittes  zurück. 
Wie  wir  aus  (6)  daselbst  die  besondere  Gleichung  (G')  herge- 
leitet haben,  genau  ebenso  findet  sich  aus  jener  die  Gleichung 

(41)  f^'tim)F{m)=^'F{ax"-\-2hxy-\-cy'')-}-..., 

worin  die  Summatiou  bezüglich  m  zwar  den  gleichen  Umfang 
hat  wie  in  (C),  die  Summationen  in  Bezug  auf  die  Unbe- 
stimmten der  quadratischen  Formen  aber,  was  durch  den 
Acceut  angedeutet  werden  soll,  auf  die  relativ  primen 
Werthe  derselben  zu  beschränken  sind.  Sehen  wir  von  dem 
Falle  D  =  —  1  ab,  der  hier  kein  Interesse  darbietet,  so  be- 
deutet das  Zeichen  r  für  jede  negative  Determinante  den 
Werth  2;  damit  dasselbe  auch  für  positive  Determinanten  der 
Fall  sei,  verstehen  wir  in  den  dann  die  Summationen  be- 
stimmenden Ungleichheiten  unter  t,  u  diejenige  Auflösung  der 
Pell'schen  Gleichung,  für  welche 

(42)  t-i-uyiJ  =  {T-\-ü  VW 

ist.     Die  obige  Gleichung  lautet  dann  bestimmter 

(41a)    2'^'ip(m)-F(m)=^'F(ax''-\-2bxy'-{-cy'')-\----. 

Diese  Gleichung,  wie  die  Gleichung  (41),  aus  der  sie  herkomnit 
und  wie  die  ihr  analoge  Gleichung  (6')  des  5.  Abschn.  sind 
auf  eine  beliebig  gegebene   Zahl  71  bezüglich,  gegen   welche 

17* 
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die  Argumente  der  Funktion  F  prim  sein  müssen;  wir  wählen 
für  diese  Zahl  jetzt  den  Ausdruck 

n  =  2  ■  PI)'  •  •  •  r  r'r"  •  •  • , 

wo  j),  j)',  .  .  .  alle  verschiedeneu  ungeraden  Primzahlen,  aus 
denen  D  besteht,  und  r,  r\  r",  .  .  .  die  davon  verschiedenen, 
in  den  ungeraden  Zahlen  A,  Ä',  .  .  .  enthaltenen  Primzahlen 
bezeichnen  sollen. 

Nun  wählen  wir  die  noch  beliebige  Funktion  F  so,  dass 
sie  verschwindet,  wenn  m  keine  Quadratzahl  ist;  links  bleiben 
dann  nur  die  Glieder  von  der  Form  ip{ji^)  -.F^n^),  wo  n  jede 
zu  11  prime  Zahl  bedeutet  also  auch  prim  ist  gegen  2D;  da 
mithin  4>  (n)  die  Auzahl  aller  Wurzeln  der  Congruenz  z^^D 
(mod.  «)  bedeutet,  welche  Null  ist,  sobald  n  einen  Primfaktor 
enthält,  für  welchen  D  quadratischer  Nichtrest  ist,  im  ent- 
o-eo-engesetzten  Falle  aber  nur  von  der  Anzahl  der  verschie- 
denen  in  «  aufgehenden  Primfaktoren  bestimmt  ist,  so  leuchtet 
sogleich  ein,  dass  tl)  {n'')  =  ^  (w)  sein  wird.  Rechts  aber  kann 
ux'-  -{-  2hx'y'  -\-  cy'^  niemals  eine  Quadratzahl  sein,  ausser 
wenn  (a,h,c)  eine  der  Formen  (yl^,  B,  C),  {A"^,  B',  C)  ... 
bedeutet,  mithin  fallen  rechts  alle  Summen  fort  mit  Ausnahme 
derjenigen,  welche  sich  auf  die  Repräsentanten  der  durch  Dupli- 
kation entstehenden  Olassen  beziehen.  Wird  demnach  die 
Funktion  F  weiter  noch  so  bestimmt,  dass 

ist,  so  nimmt  die  Formel  (4la)  folgende  Gestalt  an: 

(43)   ^2.2'Hn)~=-Z !+.  +  •••' 

in  welcher  rechts  soviel  Summen  stehen,  als  die  Anzahl  Q{D) 
der  durch  Duplikation  entstehenden  Classen  beträgt,  und  der 
bisherige  Umfang  der  Summationen  bezüglich  der  Unbestimmten 
x',  y'  noch  dahin  zu  beschränken  ist,  dass  nur  diejenigen  ihrer, 
bisherigen  Werthe  zu  berücksichtigen  sind,  für  welche  die 
unter  dem  Suminenzeichen  stehende  quadratische  Form  qua- 
dratische Werthe  erhält. 

Gehen  wir    noch    einmal    zu  der  Gleichung  (41)   zurück, 
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ersetzen  in  dieser  das  Zeichen  m  durch  n  und  wählen  nun 
zweitens  die  Funktion 

so  nimmt  sie  die  Gestalt  au 

in  welcher  links  dieselbe  Summe  steht,  wie  in  (43^,  rechts 
dagegen  so  viel  Summen  stehen,  als  das  Formeusystem  der 
Determinante  D  Formen  enthält,  und  der  Umfang  der  Summa- 
tionen  derselbe  ist,  wie  in  (41).  Verstehen  wir  unter  den 
Werthen  t,  u  in  den  für  positive  Determinanten  zu  erfüllenden 
Ungleichheiten  hier  die  Fundamentalauflösung  T,  U,  so  wird 
dem  Zeichen  r  der  Werth  1  oder  2  zukommen,  je  nachdem 
die  Determinante   D  >  0   oder  <  0  ist. 

Die  Vergleichimg  der  Formeln  (43)   und  (44)   liefert   so- 
gleich die  Beziehung 

in  welcher  wir  nun  q  wollen  gegen  0  convergiren  lassen. 

Was  zunächst  die   linke  Seite   betrifft,   so  haben  wir  in 
(15)  des  G.  Abschn.  den  Grenzwerth  der  Summe 
y^  1 

bestimmt,  in  welcher  x,  y  denselben  Bedingungen,  wie  die 
x',  y'  unterworfen  sind,  nur  dass  sie  nicht  relativ  prim  zu 
sein  brauchen.  Da  aber  die  für  den  Fall  einer  positiven  De- 
terminante von  x' ,  y'  zu  erfüllenden  Ungleichheiten  bestehen 
bleiben,  wenn  sie  mit  einer  positiven  Zahl  /i  multiplicirt  wer- 
den, so  ist  ersichtlich,  dass  man  aus  den  Zahlen  x',  y'  die 
sämmtlichen  zulässigen  Zahlen  x,  y  erhalten  wird,  wenn  man 
jene  mit  allen  zu  77  priraen  positiven  Zahlen  ^u  multiplicirt, 
und  dass  in  Folge  davon 

^   -^    {ax''-\-2hxy  -\-  c>ff  +  ^' 

^  .y_j_.y'^     i 
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sein  wird.     Nim  ist  aber  nach  der  Euler 'sehen  Formel  des 
1.  Abschnittes 


^^2  +  2?         11   (^ 


32+2? 


wenn  links  über  alle  positive  ganze  Zahlen  in,  rechts  über 
alle  Primzahlen  q  summirt  resp.  multiplicirt  wird,  und  gleicher- 
weise wird 

2jJ+^==  11   (  1 

sein,  wenn  die  Multiplikation  sich  nur  auf  alle  nicht  in  77 
enthaltenen  Primzahlen  erstreckt.     Hieraus  folgt  sogleich 


^  m' 


!  +  2?  ^^2  +  2o'Ji       I  ^         I  ' 


(1 

wenn  hier  die  Multiplikation  im  Gegentheil  auf  alle  in  77 
enthaltenen  Primfaktoren  sich  erstreckt.    Convergirt  jetzt  p 

gegen  0,  so   geht  die  linke  Seite  in    ^,  — ^    d.  h.   nach  einer 

bekannten  Euler 'scheu  Formel*)  in  -^  über  und  man  findet 
somit 

oder,  wenn  wir  dem  Zeichen  q  dieselbe  Bedeutung  ertheilen, 
wie  wir  ihm  bei  der  Formel  (15')  des  6.  Abschnittes  beigelegt 
haben,  gleich 

^'•n(i-,:>)- 

Mit  Rücksicht  auf  diese  Formel  ergiebt  sich  sodann 

(46)  lim.  «,  2''«.^.  +  ,,^y  +  c!/'=)'^^'  -'^    H  Cfri)  ' 

Da    der    gefundene   Grrenzwerth    somit    für  jede    der    zur 
Linken  der  Gleichung  (45)  stehenden  Summen  der  gleiche  ist, 


*)  S.  in  Euler's  Introductio  in  Analysin  das  Capitel  de  seriebus 
ex  evolutione  factorum  ortis. 
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ergiebt    sich    als    Grenzwerth    der    ganzen    linJcen    Seite 
dieser  Gleichung  der  Werth: 

(47)  HiD).^f.n(l^)- 

10.  Um  die  gleiche  Untersuchung  nun  auch  für  ihre 
rechte  Seite  durchzuführen,  bedarf  es  einer  näheren  Betrach- 
tung der  bei  der  Summation  zulässigen  Werthe  von  x' ,  y' . 
Diese  Werthe  sollen  relativ  prim  sein,  und  in  der  ersten  der 
rechts  stehenden  Summen  den  Ausdruck 

A'x''  -\-  2Bx'y'  +  Ci/'2 

zu  einer  zu  77  primen  Quadratzahl  m^  machen,   endlich,   falls 
die  Determinante  positiv  ist,  den  Ungleichheiten 

(48)  y'>0,     n{A'x  +By')>ty' 
oder  den  ihnen  gleichbedeutenden  Ungleichheiten 

A'x'  -\-  By'  ±y'\/n>0 


(48  a) 


A^x'-{-By'—y'  YD        t  —  u[/D 
genügen.     Aus  der  Gleichung 

Ä^x"'  -f  2Bxy  +  Cy'^  =  m^ 

folgt  zunächst,  dass  y'  und  A  keinen  gemeinsamen  Primtheiler 
haben  dürfen,  damit  m  eine  zu  77  prime  Zahl  wird;  und  so 
'wird  y'  auch  mit  m  keinen  gemeinsamen  Primtheiler  haben, 
weil  sonst  dieser,  da  x',  y'  relativ  prim  vorausgesetzt  werden, 
auch  in  Ä  aufgehen,  Ä  und  m  also  nicht  relativ  prim  sein 
würden.  Schreibt  man  nun  die  vorige  Gleichimg  folgender- 
massen: 
(49)     {A'x'  +  By'  +  Ä7n)  (Ä'x'  -f  By'  —  Am)  =  Dy'\ 

so  ergiebt  sich  der  Unterschied  der  Faktoren  gleich  2 Am, 
ein  gemeinsamer  ungerader  Primtheiler  derselben  müsste  also 
in  A  oder  in  m  aufgehen,  andererseits  aber  auch  in  D  oder 
in  y' ,  was  nicht  zusammen  geschehen  kann. 

Sind  nun  erstens  D  und  y'  ungerade,  so  werden  sich 
die  Primzahlpotenzen,  aus  denen  Dy"^  besteht,  auf  die  beiden 
Faktoren  so  vertheilen,  dass  einer  von  ihnen  stets  eine  der- 
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selben  ganz  in  sicli  enthält,  mit  anderen  Worten:   setzt  man 
I)  =  dd ,    ij'  =  Qi] ,    so  wird 

Ä^x'  4-  By'  +  Am  =  dQ- ,        A^x'  +  By'  -  Am.  =  Örj^ 

sein,  während  dQ-  mid  Örj^  relativ  prim  sind. 

Ist  zweitens  y'  gerade,  so  müssen  beide  Faktoren  ge- 
rade, können  aber  zugleich  nur  durch  2^  theilbar  sein,  und 
demnach  wird 

A'x'  +  By'  +  Am  =  2dQ- ,     AH'  +  By'  -  Am  =  28'>f 

sein,  worin  jetzt   y'  ^  2Qi] ,   r/O"  und   dyf  aber  Avieder  relativ 
prim  sind. 

Ist  endlich  drittens  y'  zwar  ungerade,  aber  D  gerade, 
so  müssen  wieder  beide  Faktoren  gerade  sein,  woraus  T)  als 
durch  4  theilbar  hervorgeht,  sie  können  aber  gleichzeitig  nur 
durch  2^  theilbar  sein;  in  diesem  Falle  findet  sich  also 

A'x'  -f  By'  +  A m  =  (/6- ,       A'x'  -\-By'  -  A  m  -=  8 )f , 

wo    dÖ  =  B,    Q}]  =  y'    sind,  während  (/6-,  dtf  den  grössten 
gemeinsamen  Theiler  2  haben. 

Allgemein  ist  mithin  zu  setzen: 

(50)  A'x'-{-By'  +  Am  =  yd&',    A'x' -\- By'— Am==y  öij- , 

wo  dd  ==D,  2dr]  =  ry'  und  >•  =  1  oder  2  ist,  je  nachdem  y' 
gerade  oder  ungerade  ist;  9,  rj  sind  stets  relativ  prim,  d,  d  ^ 
desgleichen  mit  Ausnahme  des  Falls,  in  welchem  D  gerade 
und  y'  ungerade  ist,  wo  sie  den  grössten  gemeinsamen  Theiler 
2  haben.  Da  die  Zahlen  A,  m  als  positiv  angenommen  werden 
dürfen,  ebenso  auch  6  unil  iq,  und  da  x' ,  y'  die  Ungleichheiten 
(48)  erfüllen  sollen,  so  wird  nach  der  ersten  der  Gleichungen 

(50)  d  stets  positiv  sein. 

Für  jedes   diesen  Bestimmungen  gemässe  System   ganzer 
Zahlen  r,  d,  ö   werden,  wie  leicht  zu  erkennen,  die  Zahlen 

(51)  L  =  drA,       M=deB,       N  ^"^'-^/-^ , 
in  denen  e  eine  ungerade  der  Congruenz 

(52)  d!^.  =  1   (mod.  A) 
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gouügcnde  Zahl  sein  soll,  drei  ganze  Zahlen  sein,  -welche 
die  Gleichung  erfüllen 

(53)  3P  —  LN=D. 

Zudem  werden  aber  auch  L,  231,  N  ohne  gemein- 
samen Theiler  sein.  Bezüglich  jedes  ungeraden  Theilers 
ergiebt  sich  dies  ohne  weiteres;  die  Zahlen  können  aber  auch 
nicht  alle  drei  den  Theiler  2  haben.  Denn,  ist  erstens  r=l 
also  y'  gerade,  so  sind  r?,  d  relativ  prim;  ist  d  gerade,  so 
wird  d  ungerade,  mithin  N  ungerade  sein,  ist  dagegen  d  un- 
gerade, so  ist  L  ungerade;  zweitens  wenn  r  =  2  ist,  so  ist 
zwar  ds'-ß'- — d  durch  2  theilbar,  aber  nicht  durch  4,  denn 
sonst  wäre  d  —  ^  =^  0  (mod.  4),  während  in  diesem  Falle  aus 
der  Gleichung 

2Äm  =  de-  —  drj- 
die  Congruenz 

(7  —  d  E^  2 Am  ^  2  (mod.  4) 

hervorgeht,  N  ist  folglich  in  diesem  Falle  ungerade. 
Weiter  folgt  aus  (50)   die  Gleichung 

rAh^'  =  dQ'~  2BQrj  +  öyf 

also,  wie  ohne  Mühe  zu  linden  ist, 

de^^Btj   (mod.  ^), 

was  in  Verbindung  mit  (52) 

eE^Brjs  (mod.  .4) 

oder  eine  Gleichung  von  der  Gestalt 

(54J  Q  =  Brjs  -^  Ar^ 

ergiebt,  in  welcher  §  eine  ganze  Zahl  ist,  welche  offen- 
bar zu  rj  prim  sein  muss,  da  sonst  rj,  9  einen  gemeinsamen 
Theiler  erhielten. 

Nun  erschliesst  man  aber  aus  (50)   die  Doppelgleichung 

(55)     r  W^'  +  By'  ±  y'  ]/!))  =  r^G-  +  d^^  +  29  >/  j/Z» ; 

wird  sie  mit  29  dividirt  und  dann  die  Gleichung 

rAm de^  —  ÖTj- 

26  29 

hinzugefügt,  so  findet  sich 
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(56)  f^ {A'x'  +  By' ±y'yD  +  Am)  =  L|  +  J^^V  ±nVD] 

wird  die  Gleichmig  (55)  dagegen  mit  d  multiplicirt,  so  findet  sich 

dr  (A'x'  +  By'  ± y'  ]/5)  =  (L^  +  Mn  ±  y]  VW, 

und  wenn  die  beiden  in  dieser  Formel  enthalteneu  Gleichungen 
in  einander  dividirt  und  multiplicirt  werden,  die  beiden  folgen- 
den Gleichungen: 

A^'x'  +  By'  —  y'yD  \i|  +  3/7j  —  tj  V^/ 

und 

.4V2+  2Bx'y'  -{■  Cy''  =  {Li^-\-2MU  +  Nrff. 

Für  den  Falli)>0  lehren  demnach  die  Bedingungen 
(48a)  mit  Rücksicht  auf  die  Annahme  (42),  dass  die 
ganzen  Zahlen  |,  ^  dann  den  nachstehenden  Beding- 
ungen unterworfen  sind: 


(57) 


und  die  Voraussetzung,  nach  welcher  A^ x"^ -^  2 B x' y' 
-\-  Cy"^  prim  sein  soll  zu  77,  lehrt,  dass  die  ganzen 
Zahlen  |,  ri  den  Ausdruck  L^^ -\- 2 M^-q -\- Nrf  zu  TT 
prim  machen  müssen. 

Auch  geht  aus  unseren  Betrachtungen  hervor,  dass  jedem 
zulässigen  Werthsysteme  x'^y'  und  Q,  rj,  wenn,  wie  es  ge- 
schehen ist,  letztere  positiv  gewählt  werden,  ein  einziges 
System  der  Zahlen  r,  d,  d  und  ein  einziges  System  |,  iq, 
das  obigen  Bedingungen  genügt,  zugehörig  ist.  Lässt  man  die 
9,  1]  betreffende  Voraussetzung  fallen,  so  ändert  das  zwar 
nichts  im  Falle  einer  positiven  Determinante,  da  dann  durch 
die  Ungleichheiten  (57)  t]  und  damit  auch  0  als  positiv  er- 
fordert werden;  dagegen  würde  im  Falle  einer  negativen 
Determinante  auch  das  System  —  | ,  —  r]  mit  allen  Beding- 
ungen, denen  x' ,  y  genügen  sollen,  verträglich  sein,  in  diesem 
Falle  also  jedem  zulässigen  Systeme  x' ,  y'  zwei  zulässige 
Systeme  |,  ri  zugehören.     Da  nun  umgekehrt  offenbar,  sobald 
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für  die  Zahlen  r,  d,  d  ein  zulässiges  Werthsystem  gesetzt  ist, 
für  Z)  >  0  jedem  mit  den  aufgestellten  Bedingungen  verträg- 
lichen Systeme  ^,  rj  ein  zulässiges  System  x',  y',  für  Z>  <  0 
den  beiden  Systemen  1,7^;  —  |,  —  rj  ein  solches  entspricht, 
so  übersieht  man  die  Richtigkeit  folgender  Gleichung: 

wenn  in  derselben  einerseits  über  alle  zulässigen  Werthsystenie 
x',  y',  andererseits  nicht  nur  über  alle  zulässigen  Werthsysteme 
r,  d,  d  oder  L,  M,  N,  sondern  auch  jedesmal  dann  über  alle 
relativen  Primzahlen  ^,  r]  summirt  wird,  für  welche  der  Werth 
der  quadratischen  Form  {L,  31,  2\)  prim  wird  gegen  77  und 
welche,  im  Falle  einer  positiven  Determinante,  die  Ungleich- 
heiten (57)  erfüllen;  r  ist  wieder  gleich  1  oder  gleich  2,  je 
nachdem  die  Determinante  positiv  oder  negativ  ist.  Die  Summe 
auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  steht  also  an  Stelle  von 
so  viel  ähnlichen  Summen,  als  zulässige  Werthsysteme  r,  d,  Ö 
vorhanden  sind,  und  zwar  ist  jede  von  den  letzteren  genau 
von  derselben  Art  wie  diejenige*),  für  welche  in  voriger  Nr. 
der  Grenzwerth  für  q  =  0  bestimmt  worden  ist.  Man  findet 
demnach 

^■^^^^q2 '- ^='^-^J7(^ 

wo  z/  die  Anzahl  der  zulässigen  Werthsystenie  r,  d,  d  be- 
zeichnet. 

Diese  Betrachtung  wiederholt  sich  bei  jeder  der  übrigen 
Summen,  welche  die  rechte  Seite  der  Gleichung  (45)  bilden, 
und  da  Avir  sogleich  zeigen  werden,  dass  z/  für  jede  von  ihnen 
denselben  Werth  hat,  und  da  die  Anzahl  der  genannten  Summen 


*)  Zwar  ist  L  nicht,  wie  für  den  ersten  Coefficienten  a  bei  Her- 
leitung der  Formel  (15')  des  6.  Abschn.,  auf  welche  wir  uns  gestützt 
haben,  vorausgesetzt  wurde,  relativ  prim  gegen  77;  doch  bleibt  diese 
Formel  offenbar  auch  bestehen,  wenn  man  diese,  nur  zu  ihrer  Ilerleitung 
eingeführte  "Voraussetzung  fallen  lässt,  da  die  Summe  auf  ihrer  linken 
Seite  nur  von  der  Classe  abhängt,  welche  durch  die  Form  (a,  6,  c)  re- 
präsentirt  wird,  nicht  von  dieser  repräsentireuden  Form  selber. 
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Q{D)    ist,    so  findet   man  für  den   Grenzworth  der  ge- 
sammteu    rechten   Seite    dieser   Gleichung   den  Wertli: 


^^•J7(^)-e(«)-^- 


^2  + 

11.  Die  Gleichsetzung  dieses  Ausdrucks  mit  dem  Grenz- 
werthe  (47)  der  linken  Seite  ergiebt  also 

(58)  Q(D)-zJ  =  2H{D). 

Zur  näheren  Bestimmung  der  Zahl  J  beachten  wir  vor 
allem,  dass  die  Gleichung 

(Ä'x'  4-  ByJ  —  Dy''  =  Ahn' 

als  Congruenz  (mod.  4)  oder  (mod.  8)  aufgefasst  sehr  leicht 
erkennen  lässt,  dass 

r  =  1      ist  in  den  Fällen     D  =  1,  2,  4,  5,  6  (mod.  8), 

dagegen  sowohl  r  =1  als  auch  r  =  2  sein  kann  in  den  Fällen 
B  ZEE  0,  3,  7  (mod.  8). 

Nun  mussten  d,  d  relativ  prim  sein,  so  oft  D  ungerade 
ist;  bezeichnen  wir  wieder  allgemein  mit  w  die  Anzahl  der 
verschiedenen  imgeraden  Primfaktoren,  aus  denen  D  besteht, 
so  ist  255  für  eine  ungerade  Determinante  die  Anzahl  ihrer 
Zerlegungen  in  zwei  relativ  prime  Faktoren,  deren  einer  {cl) 
positiv  ist;  demnach  giebt  es 

für    D  ^  1 ,  5  (mod.  8)     1-255  zulässige  Systeme  r,  d,  d ; 
für    i)  =  3,  7  (mod.  8)     2-255         ^^  ^^  ,^      . 

War  D  gerade,  so  mussten,  so  oft  r  =  1  war,  die  Fak- 
toren d,  8  der  Zerlegung  von  D  wieder  relativ  prim  sein, 
von  welchen  Zerlegungen  jetzt  die  Zahl  I)  genau  255  +  '  dar- 
bietet.    Hieraus  folgt 

für  D  ^  2,  4,  6  (mod.  8)     255-1-1  zulässige  Systeme  r,  d,  ö. 

Für 

D  =  0  (mod.  8) 

entspringen  dem  Werthe  r  ==  1  zunächst  255+ 1  zulässige  Sy- 
steme r,  d,  d;  da  aber  in  diesem  Falle  auch  r  =  2  sein  kann 
und  d,  d,  wenn  D  gerade  und  r  =  2  war,  den  grössten  ge- 
meinsamen  Theiler  2    haben    also    von    der    Form    d  =  2d' , 
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d  =  26'  sein  mussten,  wo  nun   d'  ■  d'  eine  ZerleguDg  von 
in  zwei  relativ  prime  Faktoren,  deren  erster  positiv  ist,   dar- 
stellt, eine  Zerlegung,  deren  es  2^  +  ^  giebt,  da     -  noch  durch  2 

aufgeht,   so   kommen  in   diesem  Falle  noch    einmal  2^5 +  i    zu- 
lässige Systeme  r,  d,  Ö  hinzu,  und  es  giebt  demnach 

für  D  ^EiO  (mod.  8)     255+2  zulässige  Systeme  r,  ä,  8. 

Allgemein  ergiebt  sich  aus  diesen  Betrachtungen  für  die 
Anzahl  /l  der  zulässigen  Systeme  r,  d,  ö  der  nur  von  der 
Determinante,  nicht  von  der  besonderen  Form  [A^,  B,  C)  ab- 


hängige Werth 


Z/  =  255  +  0 


WO  6  dieselbe  Bedeutung  hat,  wie  bei  der  Anzahl  der  Ge- 
schlechter. Alles  in  allem  giebt  nun  die  Formel  (58)  das 
Resultat 

H(I))==  (?(/)).  255 +-^-1 

und  durch  Vergleichung  mit  (24) 

QiD)  =  r 

d.  h.  die  Anzahl  der  durch  Duplikation  entstehenden 
Classen  ist  gleich  der  Anzahl  der  in  jedem  Geschlechte, 
also  auch  gleich  der  Anzahl  der  im  Hauptgeschlechte 
enthaltenen  Classen: 

(59;  Q{D)  =  K{D). 

Da  aber  jede  durch  Duplikatiou  entstehende  Classe,  wie 
wir  wissen,  dem  Hauptgeschlecht  angehört,  so  folgt  hieraus 
der  berühmte  Gaussische  Satz*): 

Jede  Classe  des  Hauptgeschlechtes  entsteht  durch 
Duplikation. 

Nunmehr  folgt  dann  nach  Nr.  7  sogleich  auch  die  Gleich- 
heit der  Anzahl  der  Geschlechter  mit  der  Anzahl  der 
ambigen  Classen  oder  die  Formel 

(60)  3t(Z>)  =  25)+<'-i. 


*)"fiauss  Disquis.  Arithni.  art.  28G. 
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12.  Nachdem  wir  so  aus  analytischer  Quelle  die  schön- 
sten Resultate  der  Lehre  von  der  Zusammensetzung  der  Formen, 
welche  Gauss  auf  arithmetischem  Wege  gefunden,  hergeleitet 
haben,  wollen  wir  die  bezüglichen  Betrachtungen  abschliessen, 
indem  wir  eine  Bemerkung  von  Schering  anfügen*),  welche 
aus  der  Zusammensetzung  aller  Classen  der  Determinante  J)  aus 
Fundamentalclassen,  nämlich  aus  der  allgemeinen  Formel  (27): 

/ni''i      /ni''2      /n''3  /^''oi 

Ui    -02    •  ^^S    ■  •  ■   ^c) 

entspringt. 

Es  ist  bereits  bemerkt  worden,  dass  die  Anzahl  der  ambigen 
Classen  gleich  2f'  ist,  wenn  unter  den  Exponenten  m^,  Wg, . ..  nia,, 
zu  denen  die  Fundamentalclassen  gehören,  ft  gerade  vorhanden 
sind;  auch  leuchtet  daraus,  dass  jeder  dieser  Exponenten  im 
vorhergehenden  aufgeht,  ein,  dass  diese  geraden  Exponenten 
die  j!t  ersten  sein  müssen.  Ferner  ist  auch  schon  bemerkt 
worden,  dass  der  Exponent,  zu  welchem  eine  nicht  zum 
Hauptgeschlechte  gehörige  Classe  gehört,  immer  gerade  ist. 
Sind  demnach  y  unter  den  Fundamentalclassen  nicht  zum 
Hauptgeschlechte  gehörig,  so  muss  fi  ^  y  also  auch  2'' ^  2>' 
sein.  Nun  bezeichne  g  die  Anzahl  der  verschiedenen  Ge- 
schlechter r, ,  r.2,  ...,  in  welche  diese  y  Fundamentalclassen 
sich  vertheilen,  so  wird  y^g  also  auch  2''>2^  sein.  Be- 
achtet man,  dass  Classen  des  Hauptgeschlechts  durch  Zu- 
sammensetzung mit  einander  stets  wieder  eine  Classe  des 
Hauptgeschlechts,  dagegen  Classen  irgend  eines  vom  Haupt- 
geschlechte verschiedenen  Geschlechts  f  durch  Zusammen- 
setzung mit  einander  oder  mit  Classen  des  Hauptgeschlechtes 
stets  wieder  nur  Classen  des  letzteren  oder  des  Geschlechtes  f 
hervorbringen,  so  übersieht  man  ohne  Mühe,  dass  die  Anzahl 
der  verschiedenen  Geschlechter,  welche  durch  Zusammensetzung 
der  Fundamentalclassen  oder  aus  der  Formel  (27)  hervorgehen 
—  das  ist  aber  die  Anzahl  sämmtlicher  Geschlechter  — 
gewiss  nicht  grösser  sein  kann,  als  die  Anzahl  der  Glieder 
des  entwickelten  Produktes 


*)  Schering,  die  Fundamentalclassen  der  zusammensetzbaren 
arithmetischen  Formen  (im  14.  Bd.  der  Abhh.  der  K.  Ges.  d.  W.  zu 
Göttingen,  1869),  am  Schlüsse.  t^ 
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(i  +  ro(i  +  r,)... 

nämlich  2'',  mid  somit  folgt  2'' >  2®+"""^.  Da  wir  aber  die 
Gleichheit  für  die  Anzahl  der  ambigeu  Classeu  und  der 
Geschlechter  bereits  bewiesen  haben,  so  ergiebt  sich 

^  =  7  =  9  =  w  +  (?  —  1  . 
Und  hieraus  fliessen  die  Sätze: 

Die  Exponenten,  zu  welchen  die  Fundamental- 
classen  aus  dem  Hauptgeschlechte  gehören,  sind  un- 
gerade. —  Ist  y  die  Anzahl  der  Fundamentalclassen, 
die  nicht  zum  Hauptgeschlechte  gehören,  so  ist  2>'  die 
Anzahl  der  ambigen  Classen,  sowie  die  Anzahl  der 
Geschlechter;  y  ist  c5 -}- a — 1,  und  die  nicht  zum 
Hauptgeschlechte  gehörigen  Fundamentalclassen  sind 
die  ersten  y  Classen  in  der  Formel  (27).  Es  ist  leicht 
einzusehen,  dass  eine  ambige  Classe  nur  aus  der  Zu- 
sammensetzung dieser  y  Fundamentalclassen  hervor- 
gehen kann. 


Zehnter  Abschnitt. 


Ausdehuuug  des  Satzes   von  der  aritlimeiisclieu  Progression 
auf  quadratische  Formen. 

1.  Zum  Schlüsse  unseres  Berichts  über  die  Anwendungen, 
welche  man  von  den  Dirichlet'schen  Methoden  auf  die 
Theorie  der  quadratischen  Formen  gemacht  hat,  wollen  wir 
den  gegenwärtigen  Abschnitt  dem  Satze  widmen ,  durch 
welchen  Dirichlet  denjenigen  von  der  arithmetischen  Pro- 
gression auf  quadratische  Formen  übertragen  hat,  dem  Satze, 
dass  jede  eigentlich  primitive  quadratische  Form  fähig  ist, 
unendlich  viele  Primzahlen  darzustellen.  In  einer,  der  Ber- 
liner Academie  im  J.  1(S40  vorgelesenen  Arbeit  hat  Dirichlet 
den  Beweis  seines  Satzes  entwickelt.  Der  Auszug  dieser 
Arbeit  aber,  wie  er  sich  in  den  Monatsberichten  v.  J.  1840 
oder  auch  im  21.  Bande  des  Grelle 'sehen  Journals  findet, 
beschränkt  sich  auf  den  besonderen  Fall,  dass  die  Deter- 
minante der  quadratischen  Form  regulär  und  eine  negative 
Primzahl  —  p  ist,  welche  absolut  genommen  die  Form  4/i;  -f-  3 
hat,  und  lässt  auch  abgesehen  von  dieser  Beschränkung  eine 
Ergänzung  in  einem  wesentlicben  Punkte  der  Beweisführung 
sehr  zu  wünschen.  Zudem  hat  Dirichlet  selbst  seinem  Satze 
in  den  Comptes  Rendus  v.  J.  1840  eine  nähere  Bestimmung 
hinzugefügt,  nach  welcher  unter  den  im  Satze  genannten 
unendlich  vielen  Primzahlen  insbesondere  auch  unendlich 
viel  solche  vorhanden  seien,  welche  zugleich  in  irgend  einer 
mit  den  Charakteren  der  quadratischen  Form  verträglichen 
primitiven  Linearform  enthalten  sind.  H.  Weber  hat  in  einer 
schönen  Arbeit  jene  Ergänzung  des  ursprünglichen  Satzes 
und  A.  Meyer  sodann,   indem  er  auf  diese   sich  stützte^  für 
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Diricblet's  bestimmteren  Satz  den  Beweis  beigebracht*). 
Da  mit  dem  letztern  zugleich  der  ursprüngliche  dargethan  ist, 
so  genügt  es  ihn  zu  beweisen,  und  wir  wollen  daher,  indem  wir 
der  Web  er 'sehen  Abhandlung  nur  die  Grundlage  der  Beweis- 
führung entnehmen,  im  Anschlüsse  an  die  Arbeit  von  Meyer 
den  vollständigen  Dirichlet'schen  Satz  hier  herleiten. 

Dieser  Satz  lautet  also:  Jede  eigentlich  primitive 
(positive)  Form  (deren  Determinante  kein  Quadrat 
ist),  stellt  unendlich  viele  Primzahlen  dar,  welche 
zugleich  in  einer  gegebenen,  mit  den  Charakteren  der 
Form  verträglichen  primitiven  Linearform  31x  -\-  N 
enthalten  sind. 

2.  Wir  beginnen  den  Beweis  mit  einigen  nothwendigen 
Vorbemerkungen.  Nach  Nr.  5  des  vorigen  Abschnitts  können 
alle  Classen  eigentlich  primitiver  (positiver)  quadratischer 
P^ormen  einer  gegebenen  Determinante  D  und  jede  einmal  aus 
gewissen  Fundamentalclassen  mittels  der  Formel 

(1)  C=  C'i'  6'^  ...  C> 

erhalten  werden,  wenn  man  darin  jeden  Exponenten  /^  die 
Zahlen  0,  1,2,  ...  nii  —  1  durchlaufen  lässt,  unter  m/  den 
sogenannten  Exponenten  verstanden,  zu  welchem  die  Funda- 
mentalclasse  C,  gehört,  sodass  die  Anzahl  aller  Classen 

Ji  =  m^  m.,  ...  nio, 

ist.  Seien  nun  iv^ ,  iv.^,  ...  u\.,  irgend  welche  Wurzeln  der 
Gleichungen 

(2)  wr'  =  l,     z4"'  =  l,  ...^t;^  =  l, 
so  wollen  wir 

(3)  K{(J)  =  w\'iv'^  . ..  w!:r 

setzen  und  einen  Charakter  der  Classe  C nennen.  Solcher 
Classencharaktere  giebt  es  offenbar  so  viele,  als  die  Wur- 
zeln w^f  tüg,  ...  w„,  der  Gleichungen  (2)  verschiedentlich   ge- 


*)  H.  Weber,  Beweis  des  Satzes,  dass  jede  eigentlich  primitive 
quadratische  Form  unendlich  viele  Primzahlen  darzustellen  fähig  ist, 
Math.  Ann.,  Bd.  20  p.  301;  A.  Meyer,  über  einen  Satz  von  Dirichlet, 
im  Journal  f.  d.  r.  u.  a.  Mathematik,  Bd.   103  p.  98. 

H a  c  h  m  a  n  n  ,  Analytische  Zahlentheoiie.  18 
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wählt  werden  köunen,  also  m^  m.,  .  .  .  dIi,,  =  h .  Hier  wieder- 
holen sich  die  gleichen  Betrachtungen  und  Benennungen,  welche 
gelegentlich  der  im  4.  Abschnitte  eingeführten  Zahlencha- 
rak'tere  ;^  (n)  von  uns  angewandt  worden  sind.  So  findet 
sich  unmittelbar  aus  der  Definition  die  Gleichung 

(4)  K(C)  ■  K{C')  =  K(CC') 

für  irgend  zwei  gleiche  oder  verschiedene  Classen  C,  C . 

Sind  femer  iv^ ,  iCo,  .  .  .  Wo,;  wl,  ivi,  ...  zvü,  zwei  Wurzel- 
combinationen,  die  auch  identisch  sein  können^  so  ergiebt  sich 
daraus  eine  ganz  bestimmte  dritte 

d.  h.  die  beiden  den  erstem  entsprechenden  Charaktere  K(C), 
K'  (ü)  setzen  sich  nach  der  Formel 

(5)  K{C)^K'{C)==K"iC), 

die  dann  für  jede  Classe  gilt,  zu  einem  bestimmten  dritten 
Charakter  K"  (C)  zusammen. 

Wir  nennen  ferner  Hauptcharakter  denjenigen  Charak- 
ter, welcher  den  Wurzeln 

Ui  =  1 ,     w.^  =  1 ,  .  .  .  W(o  =  1 

entspricht,  nennen  zwei  Charaktere  entgegengesetzt, 
wenn  sie  zum  Hauptcharakter  sich  zusammensetzen,  und  einen 
Charakter  ambige,  wenn  er  sich  selbst  entgegengesetzt, 
oder  wenn  er,  mit  sich  selbst  zusammengesetzt,  gleich  dem 
Hauptcharakter  wird.  Der  Hauptcharakter  hat  also  für  jede 
Classe  den  Werth  -|-  1,  jeder  ambige  Charakter  für  jede 
Classe  den  Werth  -j-  1. 

Genau  auf  dieselbe  Weise  endlich,  wie  im  4.  Abschnitte 
die  in  den  Formeln  (10),  (lOa),  (11)  und  (IIa)  ausgespro- 
chenen Sätze,  beweist  man  hier  die  folgenden:  Für  jeden 
bestimmten  Charakter  K  ist  die  über  sämmtliche 
Classen  C  erstreckte  Summe 

(6)  ^K(C)  =  0, 

c 

ausgenommen  den  Hauptcharakter,  für  welchen 
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(r.a^  2  ^^^^)  =  ^* 

c 
ist;  für  jede  ('lasse  C  dagegen  ist  die  auf  sämmtliclie 
Charaktere  erstreckte  Summe 

K 

ausgeiiommbu  die  Hauptelasse  H,  für  welche 

(7  a)  ^KiH)  =  h 

ist.  — 

Heisst  Ki{C)  derjenige  Charakter,  für  welchen  iVi  eine 
primitive  Wurzel  der  entsprechenden  Gleichung  (2),  alle 
anderen  Wurzeln  «•  aber  gleich  1  sind,  so  ist  sehr  einfach 
zu  erkennen,  dass,  welches  auch  die  Classe  C  sei,  alle  Charak- 
tere K(C)  ähnlich  den  Classen  selber  durch  den  Ausdruck 

K(c)  =  K, (cy^  K,  {cy^  . . .  K^icy^^ 

gegeben  werden,  wenn  jedes  l'i  die  Werthe  0 ,  1 ,  ...  ntj  —  l 
durchläuft.  Und  hieraus  schliesst  man,  genau  wie  in  Nr.  5 
des  vor.  Abschnitts  für  die  ambigen  Classen,  dass  die  An- 
zahl der  ambigen  Classencharaktere  gleich  der  der  am- 
bigen Classen,  nämlich  2"  ist,  wenn  fi  von  den  Exponenten 
Dif,  nio,  ...  Wtu,  was  dann  die  ersten  ^  derselben  sein 
müssen,  gerade  Zahlen  sind. 

Ist  nun  f(C)  irgend   eine   durch  die  Classe  C  ein- 
deutig    bestimmte,    von    Null    verschiedene     Grösse, 
welche  für  je   zwei  Classen  C,  C"  der  Bedingung  ge- 
nügt: 
(4a)  nC')-fiC")==nC'C"), 

so  ist  leicht  zu  sehen,  dass  f(C)  mit  einem  der 
Classencharaktere  identisch  sein  muss.  Denn  setzt 
man  zunächst  für  C"  die  Hauptelasse  H,  so  folgt  aus  ((i) 

setzt  man  sodann  C"  =  C,  G"  =  C"'~^,  wo  m  den  Expojien- 
ten  bedeutet,  zu  welchem  die  Classe  C  gehört,  so  folgt  aus 
derselben  Formel 

/^(C)'"  =/•(//)  =  ! 

18*      ■ 
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also  lUDSs  f{C)  eine  Eiiiheitswurzel  des  Grades  sein,  zu 
welchem  C  gehört.  Sind  demgemäss  w^ ,  tv.^ ,  .  .  .  Wu,  die 
Werthe  dieser  Einheitswurzel,  entsprechend  den  Fundamental- 
classen  d.  h.,  ist 

/'  (Ci)  ==  i(^i  ,       f  (C.^)  =  tV,,    .  .  .    f  (Co,)  ==  IVa, , 

SO  folgt  aus  (1)  in  Verbindung  mit  der  Annahme  (4  a) 

/•(C)  =  Ä'((7) 
w.  z.  b.  w. 

Bezeichnet  man  aber  wieder,  wie  im  vorigen  Abschnitte, 
mit 

fp' ,  ^" ,  <P"' ,  ••  •  I  ^^^  ^"y  ■  ■  ■ 
die  sämmtlicheu,  einer  Form  der  Determinante  D  zukommen- 
den Einzelcharaktere,  so  sind  ihre  Werthe,  wie  wir  wissen, 
für  alle  zw.  2B  primen  Zahlen  n,  welche  durch  die  Formen 
einer  bestimmten  Classe  darstellbar  sind,  dieselben;  sie  sind 
daher  als  Funktionen  der  Classe  aufzufassen  und  sollen  als 
solche  durch 

9,'(c),  ^"(c),  ...\^'ic),  r'{c), ... 

ausgedrückt  werden.  Wird  jedes  Glied  des  entwickelten  Pro- 
duktes 

PiC)={l  +  <p'(C))(l  +  ^"{C))  ...  (l+t'(C))  ... 

wieder  lc(C)  genannt,  so  leistet  diese  Funktion,  wie  dort  ge- 
zeigt worden,  der  Bedingung 

kiC')-lc(C")  =  k{C'C") 
Genüse,  wir  besitzen  also  in  ihr  eine  Funktion  der 
Art,  wie  wir  soeben  unter  f(C)  verstanden,  und  sehen 
folglich,  dass  jede  der  Grössen  k{C)  mit  einem  der  Classen- 
charaktere  identisch  sein  und,  da  ihr  Werth  für  jede  Classe 
C  nur  +  1  sein  kann,  zu  den  2"  ambigen  Classencharakteren 
gehören  muss. 

Solcher  Funktionen  Ji{C)  giebt  es  aber  253  +  0  =  2"+^; 
da  jedoch  für  jede  zu  21)  prime  durch  Formen  der  Determi- 
nante IJ  darstellbare  Zahl  n  das  Produkt  cp'  q)"  cp'"  ...  der 
Einzelcharaktere  der  ersten  Kategorie  bekanntlich  gleich  1  .ist, 
so  muss  auch  für  jede  Classe  das  Glied 
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des  entwickelten  Produktes  P{C)  seinem  ersten  Gliede  1,  und 
wie  daraus  erkennbar,  je  zwei  (Grössen  Je  (C)  einander  gleich 
sein,  sodass,  wenn  aus  jedem  solchen  Paare  nur  eine  der 
Grössen  k  (C)  beibehalten  wird,  insbesondere  vom  erstge- 
nannten Paare  nur  die  Grösse  A;(C)  =  1,  von  den  übrig 
bleibenden  2"  Funktionen  Jc{C)  nicht  zwei  identisch  sein 
werden.  Da  sie  nun  aber  sämmtlich  zu  den  in  gleicher  An- 
zahl vorhandenen  ambigen  Classencharaktereu  zählen,  stimmen 
sie  mit  den  letzteren  überein.  Jeder  ambige  Classen- 
charakter  K(C)  ist  also  einer  dieser  Grössen  A'((7) 
gleich  d.  h.  nach  (6)  des  vor.  Abschnittes 

(•^)  K(C)  =  <^'^i^{^, 

wenn  n  irgend  eine  zu  2D  prime,  durch  die  Formen 
der  Classe  C  darstellbare  Zahl,  d,ri  Einheiten,  Q  aber 
einen  positiven  ungeraden  Theiler  von  D  bedeutet, 
der  aus  lauter  verschiedenen  Primfaktoren  besteht. 
Die  Combination 

e  =  (3,       >?  =  f,       (^  =  P, 
welche  der  Grösse 

k(C)  =  <p'iC)cp"{C)<p"'{C)  ... 

entspricht,  ist  dem  Gesagten  zufolge  hierbei  ausgeschlossen. 

Für  jede   zu  2D   prime  Zahl  ni,    welche   die   Bedingung 
erfüllt,  dass 

in  —  1       n<^  —  1 

ist,  wird  hiernach  die  Summe 

771 — 1       r/i'^ —  1 

wenn  sie  auf  alle,  den  ambigen  Charakteren  K  entsprechende 
Werthcombinationen  bezogen  wird,  gleich 

1(1  +  g>'{m))  (1  +  cp"(n>))   .  .  .   (l  +  t^'(m))   .  .  . 
d.  h.  gleich  Null  sein,  ausser,  wenn  sämmtliche  Grössen 

den  Werth  -\-  l  haben,  wo  sie  gleich  2"  ist. 
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3.  Nunmehr  verstehen  wir  unter  31  eine  positive  Zahl, 
welche  sowohl  durch  8  als  durch  D  theilbar  sein  soll;  eine 
Zahl,  welche  prim  ist  zu  31,  wird  es  also  auch  sein  gegen 
2D.  Wir  bezeichnen  mit  m  jede  positive  gegen  31  prime 
Zahl,  von  welcher  D  quadratischer  Rest  ist.  Führen  wir  als- 
dann nach  den  Auseinandersetzungen  in  Nr.  2  des  4.  Ab- 
schnittes die  Zahlencharaktere  %  (mod.  31)  wieder  ein,  so 
wird  jeder  dieser  Zahlencharaktere  %  (ni)  für  jede  der  ge- 
dachten Zahlen  m  bestimmt  sein.  Da  aber  D  quadratischer 
Rest  von  ni  sein  soll,  so  wird  jede  der  Zahlen  vi  auch  durch 
Formen  der  Determinante  D  eigentlich  darstellbar  sein;  ist 
nämlich  to  die  Anzahl  der  Primfaktoren  von  m,  so  ist  2^  die 
Anzahl  verschiedener  Wurzeln  der  Congruenz 

(9)  z^~D  (mod.  m) 

und  jeder  von  ihnen  entspricht  eine  Gruppe  von  Darstellungen 
der  Zahl  m  durch  Formen  der  Determinante  Z),  d.  i.  eine 
Formenclasse  C,  durch  welche  m  zu  jener  Wurzel  gehörig 
darstellbar  ist,  wobei  möglicherweise  verschiedenen  Con- 
gruenzwurzeln  dieselbe  Classe  zugehören  kann.  Denken  wir 
uns  nun  diese  sämmtlichen,  verschiedenen  oder  nicht  ver- 
schiedenen Classen  C,,,,  durch  welche  m  darstellbar  ist,  ver- 
stehen unter  K  (C)  irgend  einen  der  Classeucharaktere  und 
unter  2JK{C„,)  die  über  jene  sämmtlichen  Classen  C„  er- 
streckte Summe,  so  wollen  wir  für  einen  Augenblick 

(10)  /•om)  =  iM:^^^[(^ 

setzen  und  den  Nachweis  führen,  dass  diese  Funktion  für  je 
zwei  relativ  prime  Zahlen  m ,  m '  der  betrachteten  Art  die 
Bedingung  erfüllt: 

(11)  /  (wO  •  /'(wi'j  =  f(tnm')  . 

In   der  That   erhält    man    für   solche  Zahlen   sämmtliche 
Wurzeln  der  Congruenz 

Z^  ^  1)  (mod.  mm') , 
wenn  man  für  jedes  Paar  von  Wurzeln  s,  z'  der  Congruenzen 

z^  ^  U  (mod.  m) ,     z"^  ^I)  (mod.  m') 
die  Zahl  Z  durch  die  Congruenzen 


Ausdehn.  d.  Satzes  v.  d.  aritbiu.  Progress.  auf  quadr.  Können.     279 

Z'^^z  (mod.  i)i) ,         Z"^^  z'  (mod.  m') 
bestimmt;  die  Classe  C,„„,'  aber,  durch  welche  mm    zur  Wurzel' 
Z  gehörig  dargestellt  werden  kann,  findet  sich  nach  der  Lehre 
von  der  Zusammensetzung  der  Classen  aus  den  Classen  C„,  C',„', 
durch   welche   resp.  j»,  m'  zur  Wurzel  z,  z    gehörig  darstell- 
bar sind,  mittels  der  Gleichung 

^m  m '  ^m  ^m '  • 

Mit  Rücksicht  hierauf  und  auf  die  in  Formel  (4)  ausge- 
drückte Eigenschaft  der  Classencharaktere  ergiebt  sich  offenbar 

^K{Cm  «')  =  ^  K{C„)  ■  ^Kia,,  0 , 

während  andererseits  nach  den  Eigenschaften  der  Zahlen- 
charaktere 

ist.     Hierdurch  aber  ist  die  behauptete  Relation  (11)  bewiesen. 
Da  zudem  /"(!)  sich   ohne  weiteres  gleich  1  findet,   folgt 
nach    der    allgemeinen   Eul  er 'sehen   Formel    (17)    des    ersten 
Abschnittes  nachstehende  für  jedes  s  >  1  giltige  Gleichung: 

(12)  2'"^^— = 17  (1  +  '■'«) + ^('"^  +■■■)' 

in  q 

WO  die  Multiplikation  rechts  alle  Primzahlen  q  umfasst,  aus 
denen  die  Zahlen  m  zusammengesetzt  sind  d.  i.  sämmtliche 
nicht  in  M  aufgehende  Primzahlen,  von  denen  D  quadratischer 
Rest  ist.  Bedenkt  man  endlich,  dass  es  für  eine  solche  Prim- 
zahl q  nur  zwei  Wurzeln  der  Congruenz 

z^  ^  D  (mod.  g) 

giebt,  welche  zudem  einander  entgegengesetzt  sind,  dass  folg- 
lich nur  zwei  und  zwar  entgegengesetzte  ('lassen  Cq  und  C~^ 
vorhanden  sind,  durch  welche  q  eigentlich  darstellbar  ist,  mit- 
hin hier 

ist,  so  findet  sich 

l{q)-{K{C.,)-\-K{C-')) 
t  W)  = , '— 

2 
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und   zufolge  des  Satzes  in  Nr.  8  des   vorigen  Abscliuittes   so- 
wie der  Eigenschaften  der  Charaktere  %  und  K  allgemeiner 

,,  ,,     x('?>"-(ä(c,)'  +  a'(g77) 

/(?')  =  Js -• 

Der  allgemeine  Faktor  des  Produktes  in  (12)  nimmt  da- 
durch folgende  Gestalt  an: 

+  <r''  ■  liäf  {K(c,f  +  Kicrf)  +  •  •  • 

d.  i. 

~  ^  "^  ^-a-'x{a)Kic^) ^  i-a  —  ^(,)ff(c-0 

_  i-1-''-x{qr 


(1  -  q-'  ■  xi.i)K{c,))  (i  - a"*'  •  x{<i)^{c-')) 
sodass  man  endlich  folgende  Gleichung  ersehliesst 


Un 


in 

.  —  2.) 


i-5-^*-z(?r 


in  welcher  links  über  sämmtliche  oben  bezeichneten  positiven 
Zahlen  m  zu  summiren,  rechts  über  alle  nicht  in  M  auf- 
gehenden Primzahlen  q,  von  denen  D  quadratischer  Rest  ist,  zu 
multipliciren  ist. 

Mau  kann  dieselbe  Summe   aber  noch  auf  andere  Weise 
erzeugen.     In  der  That,  bedeuten 

/i;   h^  ■  ■  •  fh 
irgend  welche  Repräsentanten   der   verschiedenen   Classen  C, , 
C'^ ,  ...  Ci,  der  Determinante  TJ,  so  bilde  man  den  Ausdruck 

( 1 4)    /;  =  K(c,)  ■•2'  f^  +  K{a;)  •2''  f -  +  •  ■  • 

hl 
in   welchem   allgemein  die   auf  die  Form  /)   bezügliche   Sum- 
mation    sich    auf   alle    ganzzahligen,    relativ    primen   x,  y   er- 
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strecken  soll,  welclie  der  Form  /)•  einen  zu  31  primen  Werth 
ertheileu  uud^  falls  D>0,  den  bekannten  Beschränkungen 
unterliegen: 

{y  ist  -  y.  ,  wenn  T,  Z7  die  Fundamentalauflösuug  der  Feil- 
schen Gleichung  und  f)  =  ax^  -f"  2hxy  +  cif  ist);  unter  %{fi) 
ist  der  Zahlencharakter  der  jedesmaligen  so  durch  fi  darge- 
stellten Zahl  zu  verstehen.  Lässt  man  dem  Zeichen  x  die- 
selbe Bedeutung  wie  in  den  früheren  Abschnitten,  so  überzeugt 
man  sich  sogleich,  dass  unter  den  durch  die  Formen  in  L' 
dargestellten  Zahlen  jede  Zahl  m  und  keine  andere  auftreten 
wird  imd  dass,  wenn  alle  Glieder  der  verschiedenen  Summen 
zusammengezogen  werden,  in  denen  dieselbe  Zahl  m  auftritt, 
L'  sich  folgendermassen  schreiben  lässt: 

L'  =  v.  yfXi»')^K{C,n) 

Und  so  entsteht  durch  Vergleichung  mit  (13)  diese 
Gleichung: 

n ö^   T'  =  r  .  TT ^-i~^'  -xigT' 

Bezeichnet  aber  j)  jede  der  Primzahlen,  welche  nicht  in 
M  aufgehen  und  in  Bezug  auf  welche  D  quadratischer  Nicht- 
rest  ist,  so  findet  sich  mittels  der  schon  benutzten  Eul er- 
sehen Formel  die  Beziehung: 

P  <l  n 

wenn  die  Summation  rechts  auf  alle  positiven  zu  M  primen 
Zahlen  n  ausgedehnt  wird.  Durch  Multiplikation  der  vorigen 
Gleichung  mit  dieser  Summe  resp.  dem  ihr  gleichen  Produkte 
gewinnen  wir  endlich  die  Gleichung,  die  der  folgen- 
den Untersuchung  zur  Grundlage  dient: 


(,o)/.  =  p.77._-=. 


[^-'1—   %(t)K{C,)){l-q—%{<l)K(C-')y 
und   in   welcher  1*  zur  Abkürzung  steht  für 
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und 

(17)     L = Kic) .  y  ^f:^  +  K{a) .  v^  + 


+  i:(ft)  ■y'^ 


Ifl 

ist,  wenn  nun  zum  Unterschiede  von  (14)  die  Summationen 
über  sämmtliclie  gauzzahlige  x,y  zu  erstrecken  sind,  welche 
den  bei  (14)  angegebenen  Bedingungen  entsprechen. 

Der  Gleichung  (16)   zur   Seite    steht   eine    Grund- 
formel,  die  wir  durch   ihre  Logarithmirung  erhalten: 

no^                  1       L        %^g(c,)  +  g(C-0 
(18)  log  p  =  ^ s —  X  (?) 


+^y:'^m^xif)  + 


2^  32. 

4.  Da  es  qo  (ili)  verschiedene  Charaktere  %  und  h  ver- 
schiedene Charaktere  K  giebt,  so  umfasst  die  Formel  (17) 
wie  (18)  h-  (p{M)  Ausdrücke  L.  Diese  Ausdrücke  sind  aber 
nicht  sämmtlich  von  einander  verschieden,  vielmehr  werden 
zwei  derselben,  welche  den  Charakteren  K',  %' ;  K",  %  ent- 
sprechen, mit  einander  identisch  sein,  wenn  für  jede  der 
zu  M  primen  und  durch  Formen  der  Determinante  1)  darstell- 
baren Zahlen  m  und  für  die  Classe  C,  durch  welche  die  Dar- 
stellung erfolgt, 

(19)  K'{C)-i{m)  =  K"{(!)-i\m) 

ist.  Um  dieser  Bedingung  auf  die  allgemeinste  Weise  zu  ge- 
nügen, führen  wir  die  eindeutig  bestimmten  Charaktere  K,  1 
ein,  für  welche 

(20)  K" (C)  =  K'  iC)  ■  K{G) ,       x  {m)  =  x  (m)  •  x (^>') 

ist,  und  welche  demnach  folgender  Bedingung  zu  unterwerfen 
sind: 

(21)  KiO-xhn)^  1. 

Ist  nun  zunächst  C  die  Hauptclasse  H,  also  K{C)  =  1, 
so  kann   man  y  in  der  Hauptform  x'^  —  Dy-  so  wählen,  dass 
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Dy"  durch  M  theilbar  ist,  x  aber  so,  dass  es  bezüglich  aller 
in  M  enthaltenen  Primzahlpotenzen  vorgeschriebene  Reste  lässt. 
Sei  p"  eine  dieser  Potenzen  und  a  die  Wurzel  der  Gleichung 
ojtIp")  =  1^  welche  dem  Charakter  %  entspricht,  so  kann  man 
also  z.  B.  X  so  wählen,  dass  sein  Index  (mod.  p")  gleich  1, 
seine  Indices  bezüglich  aller  übrigen  Primzahlpotenzen  von  M 
aber  gleich  0  sind;  dann  wird  für  die  so  dargestellte  Zahl 
m  =  x^  —  By^  der  Index  (mod.  p'')  gleich  2,  für  alle  übrigen 
Primzahlpotenzen  von  M  aber  gleich  0  sein,  also  %  (m)  =  co'. 
Die  Bedingung  (21)  erfordert  mithin  to^  =  1  d.  i.  w  =  -|-  1  | 
und  da  dies  für  jede  der  Primzahlpoteuzen  von  31,  (auch, 
Avie  leicht  ersichtlich,  für  die  darin  aufgehende  Potenz  von  2) 
wiederholt  werden  kann,  muss  i  ein  ambiger  Charakter 
sein.  Nach  den  Auseinandersetzungen  in  Nr.  4  des  4.  Ab- 
schnittes lässt  sich  demnach 

m  —  1       »1^  —  1 

(22)  ,(,„)  =  e''^"v"»""(^), 

setzen,  wenn  unter  6',  rj'  gewisse  Einheiten,  unter  P'  das  Pro- 
dukt derjenigen  ungeraden  Primfaktoren  von  M  verstanden 
wird,  denen  eine  negative  Wurzel  a  entspricht. 

Ist  aber  zweitens  C  eine  durch  Duplikation  einer  der 
Fundamentalclassen  entstandene  Classe:  C  =  d^,  so  ist  K(C) 
=  w^.;  da  alsdann  unter  m  eine  Quadratzahl  verstanden  wer- 
den darf,  für  den  ambigen  Charakter  %  also  %{ini)  ==  1  wird, 
erfordert  die  Bedingung  (21),  dass  iv-^  =  1  d.  i,  tvi  =  +  1  ist, 
und  da  dies  für  jeden  Werth  von  i  gilt,  so  muss  auch  K 
ein  ambiger  Charakter  also 

m  —  1      7/j-  —  1 

(23)  i:(c)  =  e~,~(|) 

sein. 

Die  Bedingung  (21)  nimmt  hiernacJh  folgende  Gestalt  an: 

7/1 1  »«^ 1 

(ee')^  .  („'  —  .  (^)  =  1 

und  soll  für  jede  zu  il/  prime,  durch  Formen  der  Determi- 
nante D  darstellbare  Zahl  ni  erfüllt  sein.  Bezeichnet  man 
durch  das  Zeichen  A  den  Quotienten  von  A  durch  das  grösste 


9g4  Zehnter  Abschnitt. 

in  Ä  aufgehende  Quadrat,  so  ist  diese  Gleichung  mit  der 
folgenden  gleichbedeutend : 

m  —  1  m-  —  1 

(24)  (ee')^  ■  M)~  ■  (-^-)  =  1  ■ 

Nun  ist  aber,  wenn  man  die  Bezeichnungen  des  vorigen 
Abschnittes  beibehält,  für  jede  solche  Zahl  m  die  Bedingung 
erfüllt: 

Ist  also  nicht 

(26)  e'==e,    r/  =  >/,    F^=i; 

wo  die  voraufgehende  Bedingung  von  selbst  erfüllt  ist,  so  muss 

(27)  e'  =  eö,    n'  =  r)£,    P'  =  P^i 

sein.  Hiernach  entsprechen  jedem  Werthe  des  ambigen  Cha- 
rakters K  je  zwei  Werthe  von  %  und  folglich  ist  die  An- 
zahl der  Lösungen  der  Gleichung  (21)  gleich  2"  +  ^. 
Werden  diese  Lösungen  aber  in  (20)  eingesetzt,  so  erhält  man 
diejenigen  Charaktere,  für  welche  die  entsprechende  Reihe  L 
mit  der,  den  Charakteren  K',  %'  zugehörigen  identisch  ist. 
Deshalb  sind  je  2''  +  ^  von  den  Reihen  L  mit  einander 
identisch,  und  wenn  wir  die  Gesammtheit  aller  Charaktere 
K",  welche  durch  Zusammensetzung  eines  Charakters  K'  mit 
den  ambigen  Charakteren  entstehen,  den  Comp  lex  von  K' 
nennen,  so  dürfen  wir  sagen:  Die  Reihen  Z,  welche  der,  den 
Charakteren  K' ,  y'  entsprechenden  Reihe  identisch  sind,  wer- 
den erhalten,  wenn  man  die  einzelnen  Glieder  des  Complexes 
von  K'  mit  je  zwei  passenden  Charakteren  %  verbindet.  Die 
Anzahl  der  nicht  identischen  Reihen  L  ist  demnach 

Auch  nicht  identische  Reihen  L  sind  möglicher- 
weise numerisch  gleich.  In  dieser  Hinsicht  bemerken  wir 
nur  Folgendes: 

1)  Die  Reihe  Z/^,  welche  den  beiden  Hauptcharak- 
teren K,  X   entspricht,  nämlich 
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ist  nebst  deu  mit  ihr  identischen  Reihen  von  allen 
übrigen  verschieden,  weil  jede  andere  Reihe  L  entweder 
imaginär  oder,  aus  positiven  und  negativen  Gliedern  gemischt, 
numerisch  geringer  ist. 

2)  Der  Complex,  welcher  einem  Charakter  K'  zugehört, 
ist,  wenn  K'  nicht  ambige  ist,  im  allgemeinen  verschieden  von 
demjenigen,  welcher  dem  entgegengesetzten  Charakter  K'~^ 
zugehört  und  der  zum  erstem  entgegengesetzte  heissen  mag. 
Man  übersieht  unschwer,  dass  beide  Complexe  dann  aber  auch 
nur  dann,  von  der  Ordnung  abgesehen,  mit  einander  überein- 
stimmen, wenn  für  jede  Classe  C 

ist. 

Nehmen  wir  nun  an,  die  Reihe  L  entspreche  einem  solchen 
Charakter.  A^^eil  A"  als  nicht  ambige  vorausgesetzt  ist,  er- 
fordert die  Bedingungsgleichung,  dass  wenigstens  eine  der 
Wurzeln  'it\,  u\,  .  .  .  u\.,  gleich  +  i  sei,  wir  wollen  daher 
annehmen,  es  seien 

Vy\  ^  IV^=     •   ■  •    =   tVj   =    +   *'  7         ^'V+  1   ^=     ■   ■   ■     ==  '«t'ty  =   +    1  . 

Betrachtet  man  dann  in  der  Reihe  L  eins  der  Glieder, 
für  welche  Ä"  (C)  =  +  i  ist,  so  ist  in  dem,  der  entgegenge- 
setzten Classe  entsprechenden  Gliede  K  (C~^)  =  +  i,  während 
die  zugehörigen  Summen  einander  gleich  sind,  da  durch  ent- 
gegengesetzte Formen  dieselben  Zahlen  dargestellt  werden; 
auch  können  die  Classen  C  und  C~^  nicht  zusammenfallen, 
weil  ambigen  Classen  der  Charakter  +  1  entspricht.  Hieraus 
geht  hervor,  dass  je  zwei  Glieder  der  Reihe  L,  welche  imaginären 
Werthen  des  Charakters  A"  entsprechen,  sich  fortheben  und 
dass  folglich  in  L  nur  Glieder  bestehen  bleiben  von  der  Form 

wo  K'  (C)  =  +  1  d.  h.,  der  Annahme  zufolge, 

(±  0'"  •  (±  0"^  •  •  •  (+  0''^'  •  (+  iy'-'+^  •  •  •  (±  1)''"'  =  + 1 

ist,  eine  Gleichheit,  welche  erfordert,  dass 
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/'!+/'.'+   •  ■  •  +  k  =  0  (mod.  2) 
ist.     Ist  also 

IH  —  1  7)l'  —  1 

derjenige  ambige  Charakter  K,  welcher  der  Annahme 

u\  =  «•.,  =  •  •  •  =  iCj  =  —  1 ,       tVj+i  =  •■  .  =  n\.,  =  1 

entspricht,  wo  weder 

e,  =  1 ,       ^h  =  1 ,       <2i  =  1 
noch 

e,  =  d,     7?i  =  £,     (>,  =  P 

sein  kann,  da  dieser  Charakter  vom  Hauptcharakter  verschieden 
ist,  so  leuchtet  ein,  dass  für  alle  in  L  verbliebenen  Classen  C 

m  —  1       lu^  —  1 

sein  und  der  Werth  von  L  sich  nicht  verändern  wird,  wenn 
man  den  Charakter  %  in  %■  %i  verwandelt,  unter  i\  ^^^  ^^^' 
bigeu  Zahlencharakter  verstanden,  welcher  durch  die  Gleichung 

m  —  1        11  fi  —  l 

bestimmt  ist.  Da  das  Gleiche  für  die  mit  L  identischen 
Reihen  gilt,  so  folgt  oifenbar:  Ist  K'  ein  nicht  ambiger 
Charakter,  dessen  Complex  mit  seinem  entgegenge- 
setzten identisch  ist,  und  L  eine  ihm  entsprechende 
Reihe,  so  werden  nicht  allein  die  2"+^  mit  L  iden- 
tischen Reihen,  sondern  noch  (wenigstens)  2"  +  ^  andere 
Reihen  von  gleichem  Werthe  sein. 

5.  Nachdem  dies  voraufgeschickt,  theilen  wir  nun  alle 
Reihen  L  in  drei  Arten: 

Erstens  die  Reihe  Lq  nebst  den  mit  ihr  identischen, 
also  eine  Anzahl  2"  +  ^  von  Reihen;  sie  entsprechen  offenbar 
lauter  ambigen  Charakteren  K  und  x- 

Zweitens  die  übrigen  Reihen,  welche  zwei  ambigen 
Charakteren  K,  x  entsprechen;  unter  ihnen  befinden  sich  zu- 
gleich die  mit  ihnen  identischen;  in  der  That,  ist  L  eine  von 
//„  verschiedene  Reihe,  welche  ambigeu  Charakteren  K',  %' 
entspricht,   so  werden  die  Charaktere  K" ,  %"  in  (20),  welche 
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eleu  mit  L  identischen,  also  gleiclifalls  von  L^  verschiedenen 
Reihen  zukommen,  auch  ambige  sein,  da  sie  aus  jenen  durch 
Zusammensetzung  mit  ebenfalls  ambigen  Charakteren  entstehen. 

Drittens  alle  übrigen  Reihen  L. 

Setzt  man  nun  wieder  s  =  1  -f-  P  und  lässt  q  gegen  0 
convergiren,  so  wissen  wir  aus  den  Untersuchungen  über  die 
Classenanzahl,  dass  (Formel  (15')  des  G.  Abschnittes) 

(29)  lim.  Q^=g-h 

ist,  wenn  zur  Abkürzung 

^=^MT(i-|)(i-i) 

gesetzt  und  die  Multiplikation  auf  alle  ungeraden  Primfaktoren 
von  J/  erstreckt  wird;  Lq  wird  also  bei  unendlich  ab- 
nehmendem Q  unendlich  gross,  wie     — . 

Ist  zweitens  L  eine  Reihe  der  zweiten  Art,  so  kann  man 
mit  Beachtung  der  Formeln  (22)  und  (23)  der  zugehörigen 
Reihe  L'  folgenden  Ausdruck  geben: 

711;  —  1  lllj^  —  1 

h 


wo  die  Summation  nach  nii  auf  sämmtliche  durch  die  Form  fi  in 
der  bei  (14)  näher  bestimmten  Weise  darstellbare,  zu  M  prime 
positive  Zahlen  erstreckt  werden  muss.  Fasst  mau  hier  alle 
Glieder  zusammen,  in  denen  dieselbe  Zahl  m  auftritt,  und  be- 
denkt, dass  diese,  weil  prim  zu  M  also  auch  zu  27),  genau 
T  •  ipini)  =  T  •  255  Mal,  wenn  Vi  die  Anzahl  der  Primfaktoren 
von  m  bedeutet,  durch  das  Formensystem  in  der  angegebenen 
Art  dargestellt  werden  kann,  so  findet  sich  einfacher 

VI  —  1  ni^  —  1 

(30)        i'  =  -2'(ee')  ^'W)  '"(-/'^,)-'J, 

ausgedehnt  über  alle  positiven  zu  M  primen  Zahlen  m,  von 
welchen  D  quadratischer  Rest  ist. 

Zur    Abkürzung    setzen    wir    P' Q  ==  P^;    diese    Zahl    ist 
dann  ein  ungerader  Faktor  von  M  ohne  quadratische  Theiler. 
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Bezeichnet  5,  das  Produkt  aller  verschiedenen  Primfaktoren 
von  71/,  welche  nicht  in  2  Pj  aufgehen,  so  werden  Pj  und  Si 
zusammengenommen  sämmtliche  ungerade  Primfaktoreu  von 
31  enthalten.     Wenn  wir  also  setzen 

7)j  =  +  Pi  Sj''^    =^  1  (mod.  4) ,  wenn  66'=       1 ,  )]  >/  =       1  ist 

D^  =  ±PiSj_'    =3(mod.4),       „     66'  =  -!,  vv' =       1;, 

D,  =  ±2  P,S,^  =  2  (mod.S),       „     66'=       1,  rjri'  =  ~l„ 

D,  =  ±2PiSj'  =  Q(mod.8),       „     66'=-!,  7??/  =  — 1„, 

und,  wie  früher, 

D  =  ±2'^P'S-  ^  D'  'S', 

so  ist  jedenfalls  2I)i,  weil  durch  alle  Primfaktoren  von  71/ 
theilbar,  auch  theilbar  durch  alle  diejenigen  von  I)  und  folg- 
lich auch  durch  D'.     Wir  dürfen,  deshalb 

4A  =  D'D" 

setzen,  wenn  D^  ungerade  und  I)'  gerade  ist,  dagegen 

D,  =  D'D" 

in  den  übrigen  Fällen.  Die  zu  71/  primen  Zahlen  stimmen 
dann  mit  denjenigen,  die  es  zu  2D' D"  sind,  augenscheinlich 
übereiu.  Aehulich  wie  in  Nr.  4  des  4.  Abschnittes  nimmt 
hierdurch  die  Formel  (30)  die  Gestalt  au: 

2© 


^■--2{'^)- 


wo  der  frühere  Umfang  der  Summation  jetzt  auch  so  gefasst 
werden  kann,  dass  man  über  alle  m  zu  summiren  habe,  welche 
prim  sind  zu  2D' D"  und  von  welchen  l)  oder  auch  D'  qua- 
dratischer Rest  ist.  Eine  einfache  Ueberlegung  führt  diese 
Gleichung,  wenn  wieder  q  alle  nicht  in  M  aufgehende  Prim- 
zahlen bezeichnet,  von  denen  D  quadratischer  Rest  ist,  in  die 
folgende  über: 

(B'B" 


'*)  Vergl.  folgenden  Abschnitt  Nr.  6. 
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wofür  mau  auch  schreibeu  kami 

\      r     /  ».* 


L'  =  T- 


ITv 


-i^l.  ' 


wenn  mau  die  Multiplikation  über  sämmtliche  nicht  in  TIf 
aufgehende  Primzahlen  r  ausdehnt,  oder  endlich 

==  T  • J 

wenn  die  Summationen  auf  alle  positive,  gegen  21)' D"  prirae 
Zahlen  n  ausgedehnt  werden. 

Aus  L'  erhielt  man  die  zugehörige  Reihe  L  durch  Mul- 
tiplikation mit 

eine  Summe,  welche  hier,  wo  %  als  ambiger  Charakter  voraus- 
gesetzt also  x{ii^)  ==  1  ist,  mit  ^,~Ys  identisch  ist.  Demnacli 
findet  sich  aus  der  Gleichung  für  L'  diese  für  L: 

Nun  bemerke  man  aber,  dass  weder  D' D"  noch  D"  eine 
positive  Quadratzahl  sein  kann.  Denn  das  Erstere  würde 
erfordern,  dass  Z>j  eine  solche  also 

ee'=l,      rjrj'  =  l,      Pi  =  1 
sei,  dass  zweite  hingegen,  wie  leicht  zu  erkennen,  dass 

sei,  beide  Fälle  sind  aber  für  die  Formel  (30)  ausgeschlossen, 
da,  wenn  sie  stattfänden,  L  mit  i>„  identisch  also  gegen  die 
Voraussetzung  eine  Reihe  der  ersten  Art  wäre.  Demnach 
werden  die  beiden  Summen,   welche   in  {?A)  auftreten,   genau 

i;  ach  ni  a  II II .   Aualytischc  /ahlentheorio.  19 
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diejenigen  Summen  sein,  welche  zur  Bestimmung  der  Classen- 
anzahl  für  die  beiden  Determinanten  DD"  und  D'^D"  dienen, 
und  werden  folglich,  wenn  s  =  1  +  ?  gesetzt  und  q  der  Null 
unendlich  genähert  wird,  endliche  von  Null  verschiedene 
Grenzwerthe  haben. 

Aus  dieser  Betrachtung  folgt  für  alle  Reihen  der 
zweiten  Art  der  Schluss,  dass  sie  mit  unendlich  ab- 
nehmendem Q  gegen  eine  endliche  von  Null  verschie- 
dene Grenze  convergiren. 

6.  Wir  haben  nun  dasselbe  nachzuweisen  für  alle 
Reihen  der  dritten  Art. 

Zu  diesem  Zwecke  denken  wir  uns  in  Gleichung  (18)  für 
K  einen  bestimmten  Charakter  gesetzt,  für  i  aber  successive 
alle  verschiedenen  Charaktere,  und  addiren  alle  cp  (71/)  so  ent- 
stehenden Gleichungen.  Erinnert  man  sich  der  Formeln  (11) 
und  (IIa)  des  4.  Abschnitts,  so  sieht  man  sogleich  die  Richtig- 
keit folgender  Formel  ein: 


<pw-[2 


Ä'((7^)+^(c^)     j_  yT/q^/)  +  g(C-^) 


7 

in  welcher  die  erste  Summe  links  auf  alle  Primzahlen  q  der 
früher  bezeichneten  Art  auszudehnen  ist,  welche  selbst  ^  1 
(mod.  M)  sind,  die  zweite  auf  alle  diejenigen  jener  Primzahlen, 
deren  Quadrate  es  sind  u.  s.  w. 

Ist  K{C)  ein  ambiger  Charakter  also  identisch  mit  einer 
der  Grössen  li{C),  so  sind  in  jeder  der  genannten  Summen 
die  beiden  Charaktere  einander  und  mit  der  positiven  Einheit 
gleich,  da  jede  Classe,  durch  welche  Zahlen  m  ?^  1  (mod.  />/) 
darstellbar  sind,  zum  Hauptgeschlechte  gehört.  In  diesem 
Falle  nimmt  die  vorige  Gleichung  also  die  Form  an: 


29)(Ji).[ 


2-7+ ^  2'?+-] -^'-^i^ 


Da  es  aber  für  jedes  K  zwei  Charaktere  %  giebt,  für  welche 
zwei  Reihen  L  identisch  werden,  und  da  für  diese,  nur  um 
einen  ambigen  Faktor  verschiedenen  Charaktere  %^  also  auch  P 
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denselben   Wertli    hat,    so    kann    man    vorstehende   Gleichuno* 
einfacher  so  schreiben: 


wo  man  mm  die  Summation  zur  Rechten  nur  noch  auf  iiiclit 
identische  L  zu  erstrecken  hat. 

Lässt  man  ferner  in  (32)  K  sämmtliche  Charaktere  an- 
nehmen und  addirt  alle  so  entstehenden  h  Gleichungen,  so  findet 
man  mit  Hilfe  der  Formeln  (1 )  und  (7  a)   folgendes  Resultat: 


7. 


(34)  21. .  ^(ili)  .[^  ;.  +  12",^.  +  -]=2  log 

WO  links  die  erste  Summe  auf  alle  diejenigen  der  Primzahlen  q 
bezüglich  ist,  welche  ~z^  I  (mod.  il/)  und  durch  die  Hauptclasse 
darstellbar  sind,  die  zweite  Summe  auf  diejenigen,  deren  Qua- 
drate diese  Bedingungen  erfüllen  u.  s.  w. 

Auf  Grund  dieser  Formeln  gelingt  der  Nachweis, 
den  wir  führen  sollen,  wenn  wir  uns  noch  auf  den  Um- 
stand stützen,  der  eines  besonderen  Beweises  bedarf,  den 
Avir  aber  vorläufig  hier  voraussetzen,  dass  nämlich  die  Reihen 
der  dritten  Art  nebst  ihren  nach  q  genommenen  Ab- 
leitungen für  alle  Werthe  von  ()  >  0  endliche,  stetige 
Funktionen  von  q  sind.  Für  die  mit  P  bezeichnete  Grösse 
ist  dasselbe  nach  den  Grundsätzen  der  ersten  Abschnitte  un- 
schwer zu  erkennen,  und  da  diese  Grösse  für  p  >  0  einen 
endlichen,    von  Null   verschiedenen  Werth  hat,    gilt   Gleiches 

dann  auch  von     '  •    Da  zudem  dieser  Quotient  nach  (16)  einem 

l'rodukte  gleich  ist,  dessen  allgemeiner  Faktor  offenbar  eine 
rationale  Funktion  von  xio)  ^i^  reellen  Coefficienten  ist,  so 

werden  die  beiden  Ausdrücke  -^  ,  „- ,  welche  demselben  Cha- 
rakter K,  aber  entgegengesetzten  Charakteren  Xj  X~^  entspre- 
chen, wenn  sie  identisch  sind,  reell  und  gleich,  wenn  sie  aber 
nicht  identisch  sind,  im  allgemeinen  conjugirt  imaginär  sein. 

Setzt  man  im  ersteren  Falle  p  =  /((>) ,  so  darf  luan  in 
Folge  des  vorausgesetzten  Umstandes 
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schreiben,  wo   6    eiu  positiver  echter  Bruch   ist,   und   folglich 
würde,  wenn   p    für    q  =  0    verschwände, 


also 


^==Q.f'{QQ) 


log  p  =  log  p  +  log  r 


p 

sein,    wo     V    bei    unendlich    abnehmendem    q    endlich 
bleibt. 

Im  anderen  Falle  setze  man 

P  =f{Q)  +  ifM; 

dann    kann    man    in    Folge    des    vorausgesetzten    ümstandes 
schreiben: 

wo   6,  Oj   positive   echte   Brüche   sind,   und   daraus   folgt  dann 

^  ==  f(0)  -  if,{0)  +  Q  [f'iQQ)  -  iA\Q,Q)] . 

So  oft  demnach  L   mit  imendlich  abnehmendem  q  gegen 
Null  convergirt,  wird 

P=Q[f'{Q9)-i-ifi(QiQ)] 

p'  =Q[r{QQ)-if,'ieM 

■'  1 

also 

p-^^  =  Q'[f'{QQr  +  A'{QrQy] 

sein,  wo  der  Faktor  von  q'  mit  unendlich  abnehmendem    q 
eine  endliche  Grenze  hat.     Demnach  wird  dann 

log  p  +  log  p|  =  2  log  ()  +  log  r 

sein,     wo    f    bei    unendlich    abnehmendem    q    endlich 
bleibt. 

1)  Dies  vorausgeschickt,  nehmen  wir  nun  erstens  an,  dass 
eine  Reihe  L   der  dritten  Art,   welche   f'iiiem   ambigen  Cha- 
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rakter  K  entspricht,  für  q  =  {)  verschwinde.  Wir  stützen  uns 
dann  auf  die  Formel  (33),  indem  wir  in  derselben  s  =  1  -|-  p 
setzen  und  q  gegen  0  convergiren  lassen.  Auf  der  linken 
Seite  nähern  sich  dann  die  sämmtlichen  Summen  endlichen 
Wertheu,  ausgenommen  die  erste,  welche  nach  Nr.  6  des  4.  Ab- 
schnittes über  jede  Grenze  hinaus  wächst,  und  somit  wird  die 
linke  Seite  positiv  unendlich.  Rechts  haben  wir  unter  den 
Reihen  L 

zunächst  die  Reihe  Z^,,  aber  keine  ihr  gleiche;  das  ent- 
sprechende Glied  der  Summe  wird  unendlich  gross  wie  -  log  q  ; 

sodann  die  Reihen  der  zweiten  Art,  welche  gegen  end- 
liche, von  Null  verschiedene  Grenzen  convergiren;  die  ent- 
sprechenden Glieder  zur  Rechten  bleiben  endlich; 

schliesslich  Reihen  der  dritten  Art.  Hätte  nun  ein  sol- 
ches L  mit  unendlich  abnehmendem  q  die  Null  zur  Grenze, 
so  würde,  da  unter  den  Reihen  zur  Rechten  keine  identischen 

vorhanden   sind,  neben  dem  Ausdrucke  p^  der  Ausdruck      ', 

-'  1 
je  nachdem  der  erste  oder  der  zweite  der  zuvor  unterschiedenen 

Fälle  stattfände,  nicht  auftreten  oder  auftreten;  man  hätte  im 

ersteren  Falle  rechts  ein  entsprechendes  Glied  log  p  ,   welches 

unendlich    gross    würde    wie    log  q,    im    zweiten    Falle    zwei 

Glieder,  deren  Summe  log   p  +  log  -^3^  unendlich  gross  würde 

wie  21og().  Tritt  also  ein  Fall  der  ersteren  Art  genau  n,  ein 
Fall  der  zweiten  Art  genau  m  Mal  ein,  so  kann  die  rechte 
Seite  der  Gleichung  (33)  gleich 

(2m  -\-  n  —  1)  log  Q  -f-  log  V 

gesetzt  werden,  wo  V  endlich  bleibt,  sie  wird  also  entweder 
endlich  bleiben  oder  negativ  unendlich,  wenn  nicht  m,  n 
l)eide  gleich  Null  sind.  Da  dies  dem  Verhaltoi  der  linken 
Seite  widerspricht,  müssen  m,  n  beide  Null  sein,  keine  Reihe 
der  dritten  Art  also,  die  einem  ambigen  Charakter  K 
entspricht,  kann  mit  q  zugleich  verschwinden. 

2)  Nehmen  wir  zweitens  an,  dass  eine  Reihe  der  dritten 
Art,  die  einem  nicht  ambigen  Charakter  K  entspricht,  für 
Q  =  0  verschwinde;  dann  stützen  wir  uns  auf  die  Gleichung  (34). 
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Auf  ihrer  rechten  Seite  ßudeii  sich  genau  2''  +  ^,  niimlich  die 
mit  Lf,  identischen  Reihen  von  gleichem  Werthe  mit  dem  der 

Reihe  Z^,  die  Summe  der  ihnen  entsprechenden  Glieder  log  -p 

wird  bei  unendlich  abnehmendem  q  unendlich  gross  wie 
—  2"  +  Mog().     Ferner    finden    sich    die    sämmtlichen  Reihen 

der  zweiten  Art^  denen  endlich  bleibende  Glieder  log  „  ent- 
sprechen. Endlich  die  Reihen  der  dritten  Art,  von  welchen 
nach  dem  soeben  Bewiesenen  diejenigen,  welche  ambigen  Cha- 
rakteren K  entsprechen,  endlich  bleibende  Glieder  log  -p  liefern. 

Hätte  nun  eine  Reihe  der  dritten  Art,  die  einem  nicht  ambigen 
Charakter  K  entspricht,  bei  unendlich  abnehmendem  q  die 
Grenze  Null,  so  würde  zunächst  dasselbe  gelten  von  allen 
2"+^  mit  ihr  identischen  Reihen,  welche  dem  Complexe  von 
K  entsprechen.  Sei  dann  L^  die  Reihe,  die  dem  entgegen- 
gesetzten Charakter  A'"~^  entspricht;  dem  allgemeinen  Aus- 
drucke (16)  für  die  Reihen  L  zufolge  hat  sie  nebst  allen  ihren 
identischen,  dem  entgegengesetzten  Complexe  entsprechenden 
2"  +  ^  Reihen  den  gleichen  Werth  wie  die  Reihe  L  und  dem- 
nach auch  die  gleiche  Grenze.  Sind  also  die  beiden  entgegen- 
gesetzten Complexe   verschieden  von  einander,   so   werden  die 

entsprechenden  2"+^  Glieder  log  -„  auf  der  rechten  Seite  von 

(34)  unendlich  gross  werden  wie  log  q  ;  sind  sie  beide  mit 
einander  identisch,  so  entsprechen  ihnen  zwar  nur  2"  +  ^  Glie- 
der log  p ,  doch  wissen  wir  nach  der  zweiten  Bemerkung  am 

Schlüsse  von  Nr.  4,  dass  wenigstens  noch  2-"  +  ^  andere  Glieder 
vorhanden  sind,  für  Avelche  L  denselben  Werth  und  demnach 
auch  dieselbe  Grenze  hat.  Wenn  also  jener  Fall  sich  m,  dieser 
dagegen  sich  n  Mal  ereignete,  so  würde  überhaupt  die  rechte 
Seite  der  Formel  (34)  gleich 

2'"  +  '{2ni  -f  2n  —  1)  log  p  -f  log  T 

gesetzt  werden  dürfen,  wo  f  bei  unendlich  abnehmendem  q 
endlich  bleibt.  Während  aber  die  linke  Seite  dieser  Formel 
wesentlich  positiv  bleibt,  wie  klein  q  auch  werde,  würde 
hiernach  die  rechte  Seite  negativ  unendlich,  sobald  wenig- 
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steiKS  eine  der  Zahlen  iti ,  n  von  Nnll  verschieden  wäre,  ein 
Widerspruch,  aus  welchem  folgt,  dass  keine  der  Reihen 
der  dritten  Art  die  Null  zur  Grenze  haben  kann. 

7.  Nachdem  dieser  Punkt  klargestellt  worden  ist,  macht 
der  Beweis  des  D  i  r  i  chl  e  t'schen  Satzes  keine  weitere 
Schwierigkeit. 

Wir  haben  die  Linearform  3Ix  -\-  N  als  eine  primitive 
d.  h.  ^''  als  gegen  71/  prim  vorausgesetzt,  dieser  Zahl  entspricht 
also  für  jede  Wahl  des  Charakters  %  ^^^  bestimmter  Werth 
X  (N)  desselben.  Multipliciren  wir  nun  die  Gleichung  (18) 
mit  x~ '  (-^  ) }  wählen  %  auf  alle  zulässige  W^eise  und  addiren 
die  qp  (il/)  so  entstehenden  Gleichungen,  so  finden  wir  auf 
Grund  der  Formeln  (11)  und  (IIa)  des  4.  Abschnittes  zunächst 
folgende  Gleichung: 


^m{2 


r   2  ^1  2s  i" 


(35)  '^n  7, 

=^  X"'W-  log  p  ; 

wo  die  erste  Summe  links  auf  alle  diejenigen  der  Primzahlen  q 
bezüglich  ist,  welche  eiz  N  (mod.  31)  sind,  die  zweite  auf  alle 
diejenigen,  deren  Quadrate  es  sind  u.  s.  w.  Nun  sei  C  eine 
beliebig  gewählte  Classe;  multipliciren  wir  vorstehende  Glei- 
chung mit  K{C),  wählen  K  auf  alle  zulässige  Weise  und 
addiren  die  so  entstehenden  h  Gleichungen.  Beachten  wir 
hierbei,  dass,  wenn  C  irgend  eine  Classe  und  C'~^  die  ent- 
gegengesetzte bezeichnet,  nach  (7)  und  (7  a)  die  Summen 

^K{C)K(C'),      ^K{C)K{G'-^) 

K  A 

beide  verschwinden,  wenn  weder  CC'~^  noch  C  C  die  Haupt- 
classe  d.  h.  wenn  C  von  C  und  von  C'~^  verschieden  ist,  dass 
dagegen  eine  jener  Summen  gleich  h,  die  andere  Null  wird, 
wenn  C  mit  einer  jener  Classen  übereinstimmt,  und  endlich 
beide  Summen  den  Werth  li  haben,  wenn  ('  sowohl  mit  C  als 
mit  C'~^  übereinstimmt  also  ambige  ist.  Mit  Rücksicht  hierauf 
führt  dann  die  angegebene  Addition  zur  folgenden  Formel: 
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(36) 


=^;t-H^OA^(CO-logp, 


in  welclier  c  =  2  oder  c  =  1  ist,  je  nachdem  C  eine  ambige 
C'las.sc  i.st  oder  nicht,  während  die  erste  Summe  links  auf 
alle  diejenigen  der  Primzahlen  q  bezüglich  ist,  welche  ^  N 
(mod.  M)  und  durch  die  Classe  C  darstellbar  sind,  die  zweite 
auf  alle  diejenigen,  deren  Quadrate  diese  Bedingungen  er- 
füllen, u.  s.  w. 

In  der  so  gewonnenen  Gleichung  setzen  wir  nun  s  =  1  -f-  (> 
und  lassen  q  unendlich  klein  werden.  Rechts  bleiben  dabei, 
dem  vorher  Bewieseneu  zufolge,  sämmtliche  L  zweiter  und 
dritter  Art  von  Null  verschieden  und  geben  endliche  Glieder, 
die  2"  +  *  Reihen  aber,  welche  mit  Z,,  identisch  si)id,  geben 
zusammengenommen  ein  Glied  von  der  Form 

WO  die  Summatiou  über  alle  ambigen  Charaktere  K  d.  h., 
wemi  n  irgend  eine  durch  die  Classe  C  darstellbare  zu  21) 
prime  Zahl  bedeutet,  über  alle  Werthe 

z(C)  =  e~^V'~^(^) 

und  über  die  beiden  zugehörigen  ambigeu  Charaktere 

und 

erstreckt  werden  muss;  der  Faktor  von  log  Zq  lässt  sich  daher 
schreiben: 

wenn  man  die  Summe  auf  alle,  den  ambigen  Charakteren  ent- 
sprechenden Werthsysteme   9,  >;,   Q  ausdehnt. 
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Ist    folglich    A'    mit    eleu    Gescblechtschariiktereu 
der  riasse  C  verträglich,  d.  h.  linden  die  Gleichungen  statt 

(p'(y)  =  (p'{,i),      cp"{N)  =  (p"{n),  .  .  .  ^|^'(X)  =  t'{n),..., 

so  ist  zimächst 


und  die  sämmtlichen  Grössen 

qp'(«^),     q>"inN),  .  .  .  tp'inX),  .  ,  . 
sind  der  positiven  Einheit  gleich.    Ferner  ist  dann  die  Summe 

,t,V-l     (n.V)^-l 

zufolge  der  Schlussbemerkung  von  Nr.  2  gleich  dem  Produkte 
l  (1  +  9^'  (nX))  (l  +  cp"  (uN))  • .  ■  (1  +  ^'  (n  N))  •  •  •  • 

Der  Faktor  von  log  L^J  wird  mithin  2^"+^.  In  diesem  Falle 
enthält  demnach  die  rechte  Seite  der  Gleichung  (oG)  das 
Glied  2"  +  ^  log  L^  und  wird  mit  ihm  für  ^  =  0  unendlich 
gross  wie  — 2'"  +  ^log();  die  linke  Seite  muss  folglich  auch, 
wenn  q  gegen  Null  convergirt,  über  alle  Grenze  hinaus  wachsen, 
uud  da  die  Summen  von  der  zweiten  an  dabei  endlichen  Grenzen 
sich  nähern,  muss  die  erste  Summe  unendlich  werden  also 
auch  aus  einer  unendlichen  Menge  von  Gliedern  bestehen. 
Die  Anzahl  der  Primzahlen  q,  welche  von  der  Linear- 
form Mx -\- N  und  durch  eine  Form  der  Classe  C  dar- 
stellbar sind,  ist  also  unendlich  gross,  was  bewiesen 
werden  sollte.  — 

8.  Damit  die  vorstehende  Beweisführung  aber  ohne  jedes 
Hedenken  bleibt,  ist  nun  der  Umstand  noch  zu  beweisen,  den 
wir  bisher  vorausgesetzt  haben:  dass  die  Reihen  der  dritten 
Art  —  und  die  der  zweiten  verhalten  sich  gleichermasseu  - 
für  p  >  0  endliche  und  stetige  Funktionen  von  q  sind  mit 
ebensolchen  Differentialquotienten.  Es  ist  dies  gerade  die 
anfangs  erwähnte  Lücke  in  der  Darstellung,  welche  Dirichlet 
von  seiner  bezüglichen  Arbeit  gegeben  hat,  und  die  Abhandlung 
von  Weber  ist  hauptsächlich  dazu  bestimmt,  sie  in  dem  Um- 
fange,  wie  seine  Aufgabe  erheischte,   zu   erledigen;  ihre  Aus- 
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Inlluiig  in  dem  weitereu  Umfange  der  hier  behandelten  Auf- 
gabe al)er  ist  von  A.  Meyer  im  wesentlichen  auf  die  Web  er- 
sehen Resultate  zurückgeführt  wordeu.  Leider  jedoch  stützt 
sich  nicht  nur  der  so  gewonnene  Nachweis  theilweise  auf  ein 
sehr  hoch  liegendes  Gebiet  der  Analysis,  auf  die  Transforma- 
tionslehre der  Thetafunktionen  vou  zwei  Veränderlichen;  son- 
dern er  ist  auch  ausserordentlich  umständlich,  sodass  der 
Wunsch  nicht  ungerechtfertigt  ist,  er  möge  durch  einen  ein- 
facheren ersetzt  werden  können;  und  so  müssen  wir  uns  damit 
begnügen,  die  Hauptpunkte  desselben  hier  zu  entwickeln,  den 
Leser,  der  für  sehie  Einzelheiten  ein  Literesse  hat,  auf  die 
Originalarbeiten  verweisend. 

Gehen  wir  aus  von  der  Summe 

(37)  X~  =  S' -., 

in  welcher  die  Summation  auf  alle  ganzzahligen  x,  y  bezogen 
sei,  welche  der  quadratischen  Form  /"  einen  positiven,  zu  2D 
primen  Werth  ertheilen  und  im  Falle  Z>  >  0  den  bekannten 
Ungleichheiten  unterliegen: 

(37a)  2/>0,     x>  ^^    y  =  yy. 

Setzt  man    s  =(?-(-  s',    wo   (5   beliebig    wenig    über   der 
Einheit  liegt,  so  kann  man  schreiben: 


^    f^ 


^'    Ci 


wo  nun  ^  a  =  ^    —    endlich  ist.     Mithin    ist  (37)    für 

jedes  8  >  (j  d.i.  offenbar  für  jedes  s>  1  nach  Nr.  5  des 
3.  Abschnitts  eine  stetige  Funktion  von  s,  welche  einen 
gleichfalls  für  jedes  s>l  stetigen  Differentialquo- 
tienten 

_  V'l^ 

besitzt.     Auch  wissen  wir,  dass 

bei  unendlicher  Abnahme  von  q  gegen  einen  endlichen 
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AVertli  //  coiiver^irt,   der   für  alle  Forinen  /'  derselben 
Deteriiiiiiaiite  der  gleiche  ist.     Setzen  wir  hiernach 

und 


SU  liaiidelt  es  sich  in  erster  Linie  darum,  nachzuweisen, 
dass  ^(9)  und  ^'(p)  ^®i  unendlicher  Abnahme  von  q 
endlich  bleiben.  Wir  wollen  dies  nach  Weber  für  den 
erstereu  Ausdruck  zeigen,  für  deu  zweiten  geschieht  es  durch 
genau  entsprechende  Betrachtungen. 

Wir  dürfen  zuvörderst  die  quadratische  Form  so  wählen, 
dass  a  positiv  und  prim  zu  2Z),  h  aber  theilbar  durch  D  und 
im  Falle  eines  ungeraden  D  ungerade  ist,  sodass  dann  c 
gleichfalls  theilbar  durch  D  aber  stets  gerade  ist.  In  der 
That,  wären  Z^,  c  in  der  Form  {(',  h,  c)  nicht  so  beschaffen, 
so  könnte  eine  Zahl  &'  durch  die  Congruenzen 

b'^h  (mod.  a),      h' ^  0  (mod.  D) 

bestimmt  w^erdeu,  denen  sich,  wenn  D  ungerade  ist,  die  dritte 

h'=l  (mod.  2) 

hinzufügen  lässt,  sodass  dann  b'  eine  ungerade  durch  J)  theil- 
bare  Zahl  wird;  wegen  der  Congruenz  (mod.  a)  findet  sich 
b'-E^h^^D  (mod.  n),  also  aus  der  Gleichung  //-  —  B  =  ac 
ein  durch  D  theilbarer  stets  gerader  Werth  für  c';  die  Form 
(a,  b',  c')  wäre  aber  der  Form  (a,  b,  c)  äquivalent  imd  dürfte 
statt  ihrer  gewählt  werden.  —  Bei  solcher  Wahl  der  quadra- 
tischen Form  kommt  die  bei  der  Summe  (37)  geltende  Be- 
schränkung der  Zahlen  x,y,  wonach  f  prim  sein  sollte  zu  21), 
offenbar  darauf  hinaus,  dass  x  prim  zu  wählen  ist  gegen  2D. 
Dies  vorausgeschickt,  denken  wir  ims  einmal  im  Gegen- 
theil  die  Summe 

^J  fl  +  Q 

auf  sämmtliche  ganzzahlige  x  erstreckt,  für  welche,  falls 
/^  >  0  ist,  X  ^  yy  ist.  Die  Glieder  dieser  Summe  lassen  sich 
dami  in  Gruppen  fassen,,  je  nach  dem   grössten  gemeinsamen 
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Theiler   von   x   imd   21),  sodass,   wenn  d   sämmtliche  Theiler 
von  2D  bedeutet, 


^(^,y)H-?        ^ 


Z  [2    idx,y)'  +  'y) 
{x>-yy)  {äx>yy) 

wird,  falls  man  zur  Abkürzung 

ax'  +  2hxy  +  ctf  =  {x,  y) 
setzt  und  durch  ein  H  ohne  Aceent  eine  Sumniation  bezeich- 
net, bei  welcher  x  alle   mit  der  für   den  Fall   einer  posi- 
tiven Determinante  hinzugefügten  Ungleichheit  verträglichen 
ganzen  Zahlen,  durch  das  2.'  mit  Aceent  eine  solche,  bei  der  x 

2D 
nur    die    zu    -,     primen,    mit    der   beigefügten  Ungleichheit 

verträglichen    ganzen    Zahlen    durchläuft.      Ebenso    ist,    wenn 

2  D       . 
rechts  nur  über  die  zu  ^  primen  x  summirt  wird, 

Uo    ^  ' 

2  JI^-^^  "^2  {2j   idSx,y)'  +  d' 
{dx>yij)  (ddx>yy) 

wobei  (/  irgend  einen  Theiler  von  2D  imd  d  alle  Theiler  von 

2  D 

-j-  bedeutet.     Nach  dem  Umkehrungsprincipe,  welches  Avir  in 

Nr.  4  des  folgenden  Abschnittes  erörtern  werden,  tiudet  sich 
hieraus  unter  Anwendung  der  dort  eingeführten  Funktion  /i(n) 
sogleich  die  Beziehung: 

{x>yy)  {dx>yy) 

wo  die  Summation  nach  d  auf  sämmtliche  Theiler  (/  von  2D 
erstreckt  werden  muss.    Hier  ist 

dx,  y)  =  a  ■  (Px^  +  2&  •  dxy-\-  c  •  y^=d^  ■a{x  —  cc'y)(x  —  ß'y) 
und  die  beigefügte  Ungleichheit  dx  >  yy  mit 

x>y'y 
identisch,    wenn    a,  ß    dieselben  Werthe    bezeichnen,    wie    in 
Xr.  3  des  5.  Abschnittes  und 

a  ,        ß  r        Y 
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gesetzt  wird,  so  dass 

«'</5'<r' 

ist.     Lässt  sich  also  zeigen,  dass 

(39)  y L_ iL 

für  irgend  einen  constanten  von  der  Classe,  zu  der  die  Form 
(rtf,  h,  c)  gehört,  unabhängigen  AVerth  (j'  bei  unendlich  ab- 
nehmendem Q  endlich  bleibt,  so  wird  vermöge  der  Gleichung 
(38)  der  Nachweis  für  die  Differenz  ^(p)  und  für  eine  gewisse 
Constante  y,  die  dann  keine  andere  sein  kann,  als  die  oben 
angezeigte,  gleichfalls  erbracht  sein. 

Nennen  wir  a(x  —  a'y)(x  —  ß'y)  kurz   il;(x,y),   benutzen 
die  bekannte  Formel 


J 


und  setzen 


(40)  J,,  =  Cf^ult' 


0 


wo  die  Summe  in  gleicher  Bedeutung  zu  nehmen  ist  wie  zuvor, 
so  genügt  es,  wie  unschwer  zu  erkennen,  wenn  mau,  statt  für 
den  Ausdruck  (39),  für  den  Ausdruck 

Q 

den  Nachweis  beibringt,  dass  er  bei  unendlich  abnehmendem  q 
endlich  bleibt.     Hierbei   muss   man  aber  die  Fülle  einer  posi- 
tiven und  negativen  Determinante  unterscheiden. 
Ist  1)   7)<0    und 

wo  die  Summation  auf  alle  ganzzahligen  x,  y  bezüglich  ist, 
ausgenommen  x  =  y  ==  0 ,  so  lässt  sich  aus  einer  Rosen- 
hain'sehen  Formel,  die  der  Transformationslehre  der  Theta- 
funktiouen  zweier  Veränderlichen  angehört,  die  Beziehung  ent- 
nehmen : 


G 


(0  =  -,  +  .i  +  £.e(V), 
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und  mit  ihrer  Hilfe 

CO 

(40) 

J„  =  JQQ)t'^^cU 

in  die  Form  bringen 

0 

wo  die  Integrale,  wie  einfach  zu  übersehen  ist,   endliche  und 
stetige  Funktionen  von  q  sind;  man  findet  demnach 

cc 

lim.  {J,  ~  ^)  =  log  g'  -g'  +  g' j\{cf  f)  •  (l  +  '  ) 


dt 


d.  i.  gleich  einem  endlichen  Werthe. 
Ist   2)    Z)>0,  so  ist 

cc 

(41)  e(0  =2^e-'«(^-«'3')(^-i^'2'>, 

3^  =  0  x>y'\j 

während  a'</3'<y'  ist.  Da,  wenn  y  einen  festen  Werth 
bedeutet,  die  Funktion 

mit  wachsendem  x  abnimmt,  und  die  Funktion 

00  00 

g)(y)=   /  e-'«(a;  —  a'2/)(a;  — /*'!/)  (;^=    /  g- !«  (:c  +  0' '- «')?/)(a: +  (/—/«')  2/)  .f^^: 

;■' !)  0 

eine  mit  wachsendem  y  gleichfalls  abnehmende  Funktion  ist, 
so  lässt  sich  die  Doppelsumme  (41)  mittels  des  Doppel- 
integrales 


/   /e-'«(-^-"'i')(^-/*'2').  (Za;^/?/, 


0     /</ 

dessen  Werth  ohne  Mühe  gleich 

1 loc.  ^":^' 

2«a(ß'—  a)      »  y'  —  ß' 

gefunden  wird,  in  Grenzen  schliessen: 
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11  =  0 


Q{f)>    !j    _2c-'«i'M/'-a')()''-.^'); 
y=0 


hierbei  steht  g'  zur  Abkürzung  für  die  —  wie  durch  Sub.stitu- 
tiou  der  Werthe  für  «',  ß\  y'  sogleich  einzusehen  —  nur  von 
der  Determinante  D  abhängige  Constaute 


log 


y   — 


2a(/3'-y')      "°  y'  -  (J' 
Da  nach  bekannter  Formel 

CO 

0 

die  auf  y  Ijezügliche  Summe  aber  eine  Thetareihe  ist,  welche 
mittels  der  im  7.  Abschnitte  hergeleiteten  Transformatious- 
o'leichung  in  die  Gestalt 


_      V«  .  ^  / ^ \    I 

2)/Fya(y'  —  a')(y'—  ß')         V«  (v'— «')(y'— l^')/ 


gebracht  werden  kann,  darf  man  statt  obiger  Ungleichheiten 
die  folgende  Gleichung  setzen: 

(42)  e^O  =  f +  ^V^^^^' 

in  welcher  ^  (t)  für  jedes  positive  endliche  t,  z.  B.  für  alle 
Werthe  von  t  von  0  bis  1,  in  zwei  endliche  Grenzen  einge- 
schlossen bleibt. 

Andererseits  wird,  wenn  A  kleiuer  ist,  als  der  kleinste 
positive  Werth,  den  ip{x,y)  für  die  gauzzahligen  x,y  annehmen 
kaim,  nicht  nur  die  Funktion  9  (^)  selbst,  sondern  auch  noch 
das  Produkt  e^- '  6  (t)  eine  mit  wachsendem  t  unendlich  ab- 
uehmende  Funktion  sein,  sodass,  wenn 

(43)  .   e(/)  =  e-^'^(0 

gesetzt  wird,  für  alle  <  >  1  die  Funktion  "i^"  (t)  zwischen  den 
Grenzen  0  und  c*  0  (1)  verbleibt. 

Zerlegt  man  demnach  in  (40)  das  Integrationsintervall  in 
die  Theile  0  bis    1   luul    1    bis  oc ,   und    ersetzt   O(^)    in  diesen 
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Theiliutervallen  bezüglich  durch  die  Ausdrücke  (42)  und  (43), 
so  erhält  mau 

J,  =J  i^i  +  y~  ^(O)  i''  dt  +J  e-''  W(t)  t^  dt 


1  00 

J.,  =  •^'  +  /  O  (0  ^'-  '''  dt+  I  e-^'  W{t)  t'-'  dt. 

0  "i 

Nun  ist  das  letzte  Integral  wieder  für  jedes  positive  und  nega- 
tive Q,  das  erste  für  jeden  Werth  von  ^  >  —  y.,  endlich  und 
stetig,  und  somit  findet  sich  sogleich 

1  cc 

lim.  [j,  -  ^)  =  ß  (0  (y-  +  fe-^-'  ^F{t)dt 

0  1 

d.  i.  gleich  einem  endlichen  Werthe,  w.  z.  b.  w. 

9.  Nachdem  dieser  erste  Puukt  erledigt  worden,  be- 
trachten wir  nun  für  irgend  einen  Werth  des  Charakters  % 
die  Summe 

J^    ^l  +  oJ 

auf  alle  ganzzahligen  x,  y  erstreckt,  welche  der  Form 

/■  =  aa;2  +  2bxy  +  cy'-  =  {x,  y) 

einen  gegen  M  primen  Werth  verleihen  und  für  den  Fall  einer 
positiven  Determinante  die  Ungleichheiten  (37  a)  erfüllen.  Diese 
Systeme  x,  y  können,  wie  in  Nr.  3  des  6.  Abschnittes,  in  eine 
endliche  Anzahl  von  Gruppen  vertheilt  werden,  wobei  die 
Systeme  derselben  Gruppe  die  Form  haben: 

X  =  Mv  +  I  j      y  =  ^'^  ~\~  V } 

während  ^,  rj  gewisse  nicht  negative  ganze  Zahlen  <  M  be- 
deuten.   Da  hiemach  für  alle  Systeme  derselben  Gruppe 

{x,  y)  ^  (I,  iq)  (mod.  M) 
ist,  so  wird 


(44)  2'j':#i,=2'^ö.'<)2' 


(•'■,2/)'  +  -        H  "l^(Mi;  +  ^,M«-  +  ri/  +  ^' 
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und  die  für  den  Fall  einer  positiven  Determinante  hinzu- 
zufügenden Ungleichheiten  nehmen  die  Gestalt  an 

(37  b)  «f  >  0 ,      31 V  +  ^>y  {Miv  +  n) . 

Die  letzte  Summe  in  der  vorstehenden  Gleichung  kann  durch 
diese  andere  ersetzt  v^erden: 

wenn 

i  y  n_ 

M  ~  ^0 '        ^1/  "~  ^" 
gesetzt  wird. 

Lässt  sich  nun  zeigen,  dass  der  Unterschied 

V _^— y^ 

mit  unendlich  abnehmendem  q  sich  einer  endlichen  Grenze 
nähert,  so  muss  für  denselben  Werth  der  Constanten  g , 
welcher  in  der  voraufgehenden  Betrachtung  galt, 

y 1 (L 

sowie  auch 

1  9 


-2+20    ^(^ 


eine  Funktion  von  q  sein,  die  bei  unendlich  abneh- 
mendem Q  endlich  bleibt,  und  demnach  gilt  mit  Rück- 
sicht auf  (44)  dasselbe  auch  für  die  Differenz 

(45)  X(,)=^^^---^.^.^,(|,,). 

In  welcher  Weise  jener  Beweis  gewonnen  wird,  bei  welchem 
wieder  die  Fälle  einer  positiven  und  einer  negativen  Determi- 
nante auseinandergehalten  werden  müssen,  dies  Aveiter  aus- 
einanderzusetzen müssen  wir  uns  hier  versagen,  vielmehr  den 
Leser  auf  die  Meyer' sehe  Abhandlung  selbst  verweisen. 
Nachdem  er  geliefert,  handelt  es  sich  allein  noch  um  die  Be- 
stimmung der  auf  alle  zulässigen  Systeme  ^,  rj  bezogenen 
Summe 

l?acli  m  anii ,  Aualytiaclie  Zahloiitlieorie  20 


2 
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X  ih  n) 

Es  wird  daselbst  gezeigt,  dass  diese  Summe  immer  verschwiiidet, 
ausgenommen,  wenn  %  mit  einem  der  ambigeu  Classencharaktere 
K'  übereinstimmt,  in  welchem  Falle 

(46)    ^x(^,v)-K'{C).3I<p{M).Ufl-(^\^) 

ist,  wenn  C  die  Classe  bezeichnet,  zu  welcher  die  Form 

(x,  y)  =  ax-  4-  2hxij  +  cf 

gehört,  und  das  Produkt  auf  alle  Primfaktoren  p  von  M  be- 
zogen wird,  welche  nicht  in  2  7)  aufgehen. 

Für  solchen  Charakter  %  geht  hiernach  aus  (45)  fol- 
gende Gleichung  hervor: 

wo  M  zur  Abkürzung  steht  für  das  Produkt 

und  die  Constante  g,  wie  hervorzuheben  ist,  nur  von  der  Deter- 
minante  I)  abhängig  also  für  jede  der  Formen  f  dieselbe  ist; 
für  jeden  andern  Charakter  x  ist  einfacher 

Diese  Betrachtung  gilt  aber  für  jede  der  Summen,  aus 
denen  die  Reihe  L  zusammengesetzt  ist,  und  demnach  wird 
man  folgende  Formel  erhalten: 

im  Falle  der  Gleichung  (47  a) 

im  Falle  der  Gleichung  (47  b) 

wo  die  Funktionen  X  (p) ,  die  den  verschiedenen  in  L  auf- 
tretenden Formen  f  entsprechen,  durch  den  Index  (\  welcher 
die  zugehörige  Classe   bezeichnet,  unterschieden  worden  sind. 
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Nun  verseil  windet  aber  nach  Formel  fß)  die  Summe 
^K{C)K'{C), 

c 
wenn  nicht   K{C)K'{C)  dem  Hauptcharakter,  d.h.  da  K(C) 
ein  amhiger  Charakter  ist,  wenn  nicht  K(C)  =  K' ((')  =  x{f) 
und  f'olglicli  //  eine  Reihe  der  ersten  Art  ist.    Für  jede  Reihe 
L  der  zweiten  oder  dritten  Art  ergiebt  sich  also 


L   =^^,   K(C)Xr{Q] 


d.  h.  sie  sind  stetige  Funktionen  der  positiven  Ver- 
änderlichen Q,  welche  bei  unendlich  abnehmendem  g 
gegen  eine  endliche  Grenze  convergiren. 

Für  ihre  nach  q  genommenen  Differentialquo- 
tienten kann  derselbe  Umstand  auf  ganz  analoge 
^^'t■i.<5e  hergeleitet  werden,  wenn  man  statt  der  Summe 

die  Summe 


-2 


der  Betrachtung  zu  Grunde  legt*). 

*)  Zu  diesem  Abschnitte  sei  noch  bemerkt,  dass  der  Dirichlet- 
sche  Satz  schon  von  Schering  bewiesen  worden  ist  (s.  seine  Abb.:  Die 
Fundamentalclassen  der  zusammensetzbaren  arithmetischen  Formen, 
Güttingeii  1869  S.  5),  sein  Beweis  ist  aber  niemals  veröffentlicht  worden. 


20' 


Elfter  Abschnitt. 


Zahleutheoretische  Fuuktioiieii. 

1.  Ist  F{ii)  eiue  Grösse,  welche  für  jeden  ganzzaliligeii 
Werth  von  n  oder  auch  nur  für  alle  ganzzahligen  Werthe 
von  näher  bestimmter  Art  einen  bestimmten  Werth  hat,  so 
heisst  sie  eine  zahlentheoretische  Funktion.  Wir  sind 
solchen  zahlentheoretischen  Funktionen  in  den  vorigen  Ab- 
schnitten schon  mehrfach  begegnet,  z.  B.  zählen  dahin  die 
Summe  aller  Theiler  einer  Zahl,  sowie  auch  die  Anzahl  aller 
Darstellungen  einer  Zahl  durch  die  quadratischen  Formen 
einer  gegebenen  Determinante,  u.  a.  m.  Die  Untersuchung 
dieser  zahlentheoretischen  Funktionen  und  ihres  Zusammen- 
hangs unter  einander  bildet  ein  besonderes,  weites  Gebiet  der 
Wissenschaft,  das  von  höchstem  Interesse,  aber  noch  längst 
nicht  genügend  durchforscht  ist*);  gleichwohl  sind  es  gerade 
die  analytischen  Methoden,  welche  auch  auf  diesem  Gebiete 
schon  manches  interessante  Ergebniss  geliefert  haben,  und  so 
wollen  wir  diesen  Abschnitt  der  Darstellung  einiger  der  wich- 
tigsten Untersuchungen  widmen,  welche  sich  auf  diesen  Gegen- 
stand beziehen. 

Wir  nehmen  dabei  unsern  Ausgangvon  einem  sehr 
einfachen   Satze   der   Combinationslehre.     Sind  nämlich 

(1)  p,  p',  p",  .  .  . 

irgend  welche  Elemente  in  beliebiger  Anzahl,  so  ist  stets  die 


*)  Vielleicht  nicht  mit  Unrecht  spricht  Cesaro  in  seiner  später 
näher  bezeichneten  Abhandlung  die  Meinung  aus:  ponr  nous  l'avenir 
de  rarithmetique  est  dans  une  habile  combinaison  de  fonctions  halnlo- 
ment  choisies. 
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Anzahl  all'  ihrer  Combinatioiien  in  (je rader  Menge 
(zu  denen  auch  der  Fall  gerechnet  wird,  wo  gar  kein  Ele- 
ment genommen  wird)  gleich  der  Anzahl  all'  ihrer  Com- 
binationen  in  ungerader  Menge.  Denn,  ist  07  die  Anzahl 
der  Elemente,  so  ist  die  erstere  Anzahl 

^      1^  ö)  (S  —  1)  j^  5)  (S  —  1)  (55  —  2)  (c5  —  3)     I 
■+"  ~l~r2  '  iT2  -3.4  T  •  •  • , 

die  zweite  Anzahl 

55    j^  S  (S  —  1)  (55  —  2)      I 
T  "^  1-2.3  '     "  ■  ' 

und  beider  Unterschied  nach  dem  binomischen  Lehrsatze 

(1_  1)5)  =  0. 

Auf  diesem  Satze  beruht  es,  dass,  welche  Zahlen  die 
Zeichen  (1)  auch  bedeuten,  in  dem  entwickelten  Produkte 

(2)  (i_^,)(l_p')  (!_/')  ... 

die  Anzahl  der  positiven  Glieder  gleich  der  Anzahl 
der  negativen  ist. 

Versteht  man  nun  unter  den  Elementen  (1)  verschiedene 
Primzahlen  und  setzt  dann 

(3)  P  =  pp'p"..., 

so  sind  die  Glieder  des  entwickelten  Produktes  (2;  die  sämmt- 
lichen  Theiler  von  P,  die  positiven  diejenigen  Theiler,  welche 
aus  einer  geraden,  die  negativen  diejenigen  Theiler,  welche 
aus  einer  ungeraden  Menge  verschiedener  Primfaktoren  zu- 
sammengesetzt sind. 

Wir  führen  hier  eine  Funktion  ein,  die,  soviel  ich  sehe, 
zuerst  von  Mertens  benutzt  worden  ist*)  und  sich  bei  diesen 
Untersuchungen  als  sehr  bequem  erweist.  Wir  verstehen 
nämlich  unter  }i{n)  die  positive  oder  die  negative 
Einheit,  je  nachdem  n  das  Produkt  aus  einer  geraden 
oder  aus  einer  ungeraden  Menge  verschiedener  Prim- 
faktoren ist,  wobei  wir  die  Zahl  1  stets  zur  ersteren 
Kategorie  zählen;  dagegen  setzen  wir  /i  (j<)  ^  0,  so  oft 

*)  Journal  für  die  reine  und  angewandte  Mathematik  15d.77  p.  289 
„Ueber  einige  asymptotische  Gesetze  der  Zahlentheorie". 
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)t  yleichc    Priiut'aktoreii,    also    noch    ausser    der    Eius 
(jKadrafiscIic  Tbeiler  euthiilt. 

Aus  deu  voraufoeschickten  Bemerkuu^en  folgt  dann  sofort 


2^(^)  = 


0, 


wenn  diese  Summe  auf  alle  Theiler  (/  von  F  ausgedehnt  wird. 
t!^etzt  man  aber 

(4)  N^p"  2i'"'  p""" .  .  .  , 

so  gehören  die  Theiler  von  P  auch  zu  denen  von  ^V,  alle 
übrigen  Theiler  d  von  N  aber  haben  wenigstens  zwei  gleiche 
Primfaktoren,  für  sie  also  ist  {i{(T)  =  0.  Demnach  dürfen  wir 
oöenbar  den  allgemeinen  Satz  aussprechen:  Es  ist 

(5)  ^^a(fO  =  0, 

wenn  die  Summation  über  alle  Theiler  einer  von  1 
verschiedenen  Zahl  N,  sie  selbst  und  die  Einheit  unter 
den  Theileru  mitgerechnet,  erstreckt  wird. 

2.  Auf  dieser  fundamentalen  Eigenschaft  der 
Funktion  iiiji)  beruht  ein  Umkehrungsprincip,  welches 
die  mannigfaltigsten  Anwendungen  gestattet,  und  aus 
dem  wir  hier  eine  ganze  Reihe  von  Folgerungen  herleiten 
werden. 

Seien  /'(«),  F{ii)  zwei  zahlentheoretische  Funktionen, 
welche  mit  einander  in  der  Art  verbunden  sind,  dass  für  jede 
positive  ganze  Zahl  n  die  Gleichung  stattfindet 

t\n)  =  F{n)  +  F{2n)  +  F{2>n)  -\ 

abgekürzt : 

(6)  f\n)=^F{hn), 

k 

mit  anderen  Worten,  nehmen  wir  an,  es  beständen  die  Glei- 
chungen 

/•(l)  =  F{\)  -f  F{2)  +  F(3)  +  F{4)  +  F{b)  +  F{<6)  -f  •  •  • 
/'(2)=  F{2)  +F(4)  +i^(6)  +  ... 

/■(3)=  FCd)  +i^(6)  +  --- 
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Hieraus  folgt  dauu 
(7)  2  ^  (^0  t\n)  =2  (i  («)  F(kn) , 

n  k,  n 

WO  rechts  eine  Doppelsumme  steht,  welche  auf  alle  positiven 
ganzen  Werthe  sowohl  von  k  als  von  n  sich  bezieht.  Dem- 
nach bedeutet  auch  l'n  jede  positive  ganze  Zahl  tri,  und  wenn 
man  alle  Glieder  der  Doppelsumme  zusammenfasst,  in  denen 
kn  =  in  ist,  erhält  man  rechts  die  einfache  Summe 

^C,r,-F(m), 

wo  C,n  =^,  .«('0>  ausgedehnt  über  alle  Theiler  n  von  in,  und 

folglich  Cn,  =  0  ist,  ausser  wenn  in  =1  ist,  wo  Ca  =  1  ge- 
funden wird.    Dadurch  nimmt  die  Gleichung  (7)  die  Gestalt  an: 

CO 

(S)  Fil)=^^{n).fin), 

n  =  l 

und  diese  Gleichung  stellt  das  Umkehrungsprincip 
vor  Augen. 

Setzen  wir  im  besonderen  voraus,  dass  die  Funktionen 
f\n),  F(n)  nur  dann  einen  von  Null  verschiedenen  Werth 
haben,-  wenn  n  nicht  grösser  ist  als  eine  gegebene  positive 
ganze  Zahl  N,  so  nimmt  die  letzte  Formel  die  einfachere  Ge- 
stalt an: 

N 

(8  a)  F(l)=^^{n).f{n). 

Als  erste  Anwendung  dieses  Princips  wollen  wir  die  vier 
Sätze  entwickeln,  welche  zuerst  von  Lipschitz*)  ausgesprochen 
worden  sind. 

1)  Sei  X  ein  positiver  Werth  >  1  und  e{0)  =  1 ,  wenn 
^  >  1 ,  dagegen  s  (z)  =  0 ,  wenn  ^  <  1  ist.  Steht  ferner  [x\ 
zur  Abkürzung  für  die  Funktion  E(x),  welche  das  grösste 
in  X  enthaltene  Ganze  bezeichnet,  so  ist  offenbar 


*)  liipschitz  in  den  Comptes  Rendus  der  Pariser  Akademie  v.  .1. 
1«79  [>.  ü-18. 
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[T]=^(T)+^(f)+^(:)+---. 

eine  iveihe,  welche  iiar  soweit  fortzusetzen  ist,  als  das  Argu- 
ment von  £  noch  >  1    ist;  und  allgemeiner  ist 

Versteht  man  also  unter  den  oben  mit  /(«),  F{n)  bezeich- 
neten Funktionen  resp.  I— J  und  fl—j?  so  ergiebt  sich 
nach  dem  Umkehrungsprincip  sogleich  die  Formel 

(9)  l=l'*'(«)-[f]- 

2)    Sei  T(it)  die  Anzahl  aller  Theiler  von  n  und 

N 

(10)  t  (N)  =2  TiJc) . 

Diese  Gleichung  lässt  sich  zunächst  nach  Dirichlet  folgender- 
massen  umformen.  Alle  Theiler  der  Zahlen  1,2,3,  ...  X 
sind  selbst  Zahlen  dieser  Reihe,  und  umgekehrt  zählt  jede 
Zahl  Je  dieser  Reihe  auch  zu  den  Theilern,  sie  zählt  aber 
genau  so  oft,  als  es  Vielfache  von  k  in  derselben  giebt,  d.  h. 

I -v-J  mal.     Hiernach  wird  offenbar 
(lOa)  -W=2'[t]- 

k  =  l 

Nun  ist 

bedeutet  also  N  das  grösste  Ganze,  welches  in  x  enthalten  ist, 

N=[x']     d.  h.     X  =  N  -{-  Q      (0  <  ()  <  1  j , 


so  ist 

^  —  ^    i      9    _  fNl         r-\-  Q 
k        7j  ~^  'k        IjcJ    '        fc     ' 

wo     T      noch  kleiner  ist  als  1 ,  und  demnach  findet  sich 


1,  und 
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ni3 


eine  Formel,  aus  welelier,  wenu  x  durch  —  ersetzt  wird,  die 
folgende  liervoriielit: 


(11) 


[-1  = 
IknJ 


m  \[ii 


Man  erhält  daher   aus  (10a)   die    allgemeinere,    für 
jeden  positiven  Werth  von  x  giltige  Formel 

(12)  'W-SK 

k  =  l 

und 

['] 

k=l 

und    wenn   demnach   unter   den   Zeichen  f{n),  l'\ii)   resp.  die 

Fimktionen  ^    —    nnd  verstanden    werden,    so    ergiebt 

sich  mittels  des  Umkehrungsprincipes   ohne  weiteres 
die  Formel 

(13)  [a;]=^^(n).r[^l 


3)    Nunmehr    sei    S(n)    die    Summe    aller    Theiler 
von  n  und 

N 
k  =  l 


(1-i) 


Da  dem  zuvor  Bemerkten  gemäss  in  dieser  Summe  jede  Zahl  k 
der  Reihe  1,  2,  3,  ...  iV"  so  oft  als  Theiler  zählt,  als  es  Viel- 
fache von  /i  in  dieser  Reihe  giebt,  also  -v- 1  mal,  so  liefert 
sie  zu  der  Summe  aller  Theiler  den  Beitrag 


und  somit  wird  mau  schreiben  können 
(14a) 


''W=2''-[f]. 


und,  wenn  man   iV  ^  [.']    voraussetzt,    allgemeiner 
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l'-.l 

(15)  ^1'\=2^'-[t] 

und 

m 

iudem  also  unter  den  Zeichen  /("),  F{n)  jetzt  resp.  na^  '  \ 
und  '<  —  verstanden  werden,  liefert  das  Umkehrungs- 
princip  ohne  weiteres  die  mit  (13)  analoge  Formel 

[X] 

(16)  [x]=^^(n)-na[^^l 

n  =  l 

4)  Sei  endlich  (^{n)  die  bekannte  zahlentheoretische 
Funktion,  welche  die  Anzahl  der  zu  n  primen  Zahlen 
<  )i   augiebt,  und 

(17)  0(.V)=2gp(/,); 

eine  spätere  Betrachtung  wird  zeigen,  dass  diese  Gleichung 
in  die  folgende  übergeführt  werden  kann: 


A' 


(17  a)  ^(^')=2^[^]' 

in  welcher 

(18)  s(^N)  =  ^i^ 

ist.     Bedeutet  daher  wieder   N  das   grösste   Ganze,  das   in  x 

enthalten    ist,  so    kommt    man    zu    den    allgemeineren 
Formeln 

(19)  «w-S^Tf] 

und 

(19a)  4:]=2'*[s]. 
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aus    denen    das    Umkehrungspriucip    die    folgende    er- 

schliesseu  lässt: 

M 

(20)  ^M=^^00-4n]- 

3.  Das  allgemeine  Umkehrungsprineip  nimmt 
einige  besondere  Formen  an,  welche  wichtig  genug 
sind,  um  sie  zu  bemerken. 

Gesetzt  zunächst,  die  Funktionen  /(h),  F(ii)  seien 
nur  dann  von  Null  verschieden,  wenn  n  ungerade  ist, 
mit  anderen  Worten,  es  bestehen  zwischen  ihnen  die  Glei- 
chungen : 

/■(l)  =  F(l)  +  F(3)+i^(5)+n7)+i^(9)+F(ll)  +  .- 

/'(3)=  2^X3)4-  F(9)  +F(15)  +  - 

/•(5)=  F(5)  _|-F(15)  +  ... 

oder  die  Beziehung 

(5a)  fX^,)=.^F^y,) 

y 
nur  für  alle  positiven  ungeraden  Zahlen  v,  y,  so  wird  daraus 
die  andere 
(6a)  2  .u  (.)  f(v)  =2  a  (v)  .  F(yv) 

hervorgehen,  das  Argument  von  F  aber,  wenn  y,  v  alle  ihre 
Werthe  annehmen,  jeder  ungeraden  Zahl  gleich  werden; 
man  erhält  daher  mit  Rücksicht  auf  die  Fundamentaleigen- 
schaft der  Funktion  ^{n)   sogleich  die  Umkehrungsformel 

(7  a)  F{l)=^^{v)fiv), 

die  Summation  auf  alle  positiven  ungeraden  Zahleji  v  oder, 
falls  f(v)  verschmndet,  sobald  v  ">  N  ist,  nur  auf  alle  die- 
jenigen erstreckt,  welche  <  N  sind. 

Werden  statt  der  Funktionen  f(v),  F{y)  durch  die  Sub- 
stitutionen 

f(y)  =  (_  1)V  ^;  (^)  ^        j_,(^^y^  (_  1) V  j.;  (^) 
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zwei  andere  Funktionen  /i(''),  F^  [!•)  eingeführt,  zwischen  denen 
die  allgemeine  Beziehung 

r— 1  vy  —  l 

(Ob)  (-1)   '   /;(v)=2(-l)     '     -F.iyv) 

Y 

d.  i.  die  Gleichungen 

/;(i)  =  i';(i)-j;(3)  +  F,(5)-F,(7)  +  i^,0:))--.- 

■/,(3)=  -F,(3)  +F^(9)_... 

/;(5)=  F,iD)  -F,(15)  + 

oder  auch  die  allgemeine  Beziehung 

(6  b)  /;(,.)  =2  (-1)   ^    J^,(^^.) 

besteht,  so  ergiebt  sich  die  Umkehrungsformel 

1—1 
(7b)  F,{l)=^^i^v).(-l)'^'f\iv). 

Hier  fallen  diejenigen  Glieder  in  der  Summe  aus,  bei  welchen 
V  gleiche  Primfaktoren  enthält;  dagegen  ist 

1  —  1 

«(z.).(-l)'^=  +  l, 

wenn  v  aus  einer  geraden  Anzahl  verschiedener  Prim- 
faktoren besteht,  unter  denen  eine  gerade  Anzahl  solcher  von 
der  Form  4h  -(-  3  also  auch  eine  gerade  Anzahl  solcher  von 
der  Form  4h  -\-  1  vorhanden  ist,  oder  wenn  v  aus  einer  un- 
geraden Anzahl  verschiedener  Primfaktoren  besteht,  unter 
denen  eine  ungerade  Anzahl  solcher  von  der  Form  4h  -\-  3 
also  eine  gerade  Anzahl  solcher  von  der  Form  4h  -{-  l  vor- 
handen ist;  d.  h.   es  ist 

r— 1 

wenn  v  aus  lauter  verschiedenen  Primfakioren  besteht,  unter 
denen  eine  gerade  Anzahl  von  der  Form  4h -\-  1  ist;  da- 
gegen ist 

1—1 
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wcuu    unter   ibueu   eiue    ungerade    Anzahl    von    der   Form 
4/i  +  1  ist. 

Wählen    wir   beispielsweise  F^  (v)  =  — ,    wo    s  >  1    sein 

soll,  so  wird 

/;«=',(! --■,+  ',- -',  +  ■•■) 

V    \  6  a  t  I 

und  die  Formel  (7  b)  nimmt  die  Gestalt  an 

wo  die  Summe  auf  der  rechten  Seite,  ausführlich  geschrieben: 

'     3*"  5*     '     r  ~  11'  13'  17^'  ~  Vf     '     21=  ' 

offenbar  das  entwickelte  Produkt 


n 


1  - 


(-ALL 


darstellt,  wenn  es  auf  alle  ungeraden  Primzahlen  p  ausge- 
dehnt wird.  Somit  gelaiigt  mau  zu  der  schon  von  Euler*) 
angegebenen,  in  der  allgemeinen  Formel  (18)  des  1.  Abschn. 
als  specieller  Fall  enthaltenen  Gleichung: 


1—1 


TT  [__^ \  _  V(- i_LL 


(-1)  ^ 
p" 

4.  Nehmen  wir  ferner  an,  dass  /^(j/),  F{]i)  nur  dann 
von  Null  verschieden  sind,  wenn  n  Theiler  einer  ge- 
geljenen  Zahl  P  ist,  d.  h.  setzen  wir  voraus,  es  bestelle  die 
Beziehung 

(5  c)  f{ä)=^F{kd) 

k 

für    jeden   Theiler   d   von   1\    während    die   Summe    auf    alle 

*)  Introdiirlio  in  an;ily.<iu  inlinitorum  1  )).  -2  4  1.  Vjl^I.  Tschebi- 
schef'i",   noti;  snr   (liHcrentes    sorics  in   Liiniville's  .louiiuil  Bd.  IG  p.  387. 
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p 
Theiler  /.•  von     ,    sich  bezieht.     Alsdann  folgt 

(6c)         ^.u(c?)/-oo  =^."('0  •  Fm, 

d  k,  <l 

WO   nun    links   über   alle  Theiler  d  von  P,    rechts    über   eben 

P 
dieselben    und    über   alle   Theiler  k  von  —   zu    summiren    ist. 

d 

Offenbar  wird  dann   l;d  jedem  Theiler   von  P  gleich   werden; 

und  wenn   alle  Glieder   der  Doppelsumme   vereint  werden,  in 

welchen  hä  gleich  demselben  Theiler  ö  von  P  ist,   so   geht 

sie  über  in  die  einfache,  auf  alle  Theiler  von  P  bezogene  Summe 

d 

wo  Cd  =  ^  ^  {d)  und  diese  Summe  auf  alle  Theiler  von  ö 
erstreckt^  also  Null  Jst  mit  Ausnahme  des  einzigen  Falles 
d  ==  1 ,  wo  Cj  ==  1  wird.  Somit  geht  die  Umkehrungs- 
formel hervor: 

(7e)  Fil)=^^{d).f{d), 

u 

wo  die  Summation  alle  Theiler  d  von  P  umfasst. 

Offenbar  kommt  es  nur  auf  eine  Vertauschung  des  Funk- 
tionszeichens F  hinaus,  wenn  wir  dem  vorigen  Satze  folgenden 
Ausdruck  geben:  Besteht  für  jeden  Theiler  d  von  P 
die  Beziehung 

(öd)  m=2p{S)' 

P 

die  Summe  über  alle  Theiler  h  von  r  erstreckt,  so 
ist  umgekehrt 

(7d)  F{P)  =  '^^{d)f{d), 

a 

wenn  rechts  über  alle  Theiler  d  von  P  summirt  wird. 

Von  diesen  Formeln  wollen  wir  nun  eine  Reihe 
interessanter  Anwendungen  machen. 

1)  Sei  zuerst  x  ein  positiver  Werth  und  \x\  das  darin 
enthaltene  grösste  Ganze;  seien  ferner  i?,  ^',  p",  .  .  .  be- 
liebig gegebene  von  einander  verschiedene  Primzahlen  und 
F  =pp' iV  .  .  .     Die  ganzen  Zahlen 
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(21)  1,2,  3,  ...  [x] 

können  in  Gruppen  vertheilt  werden,  indem  man  stets  die- 
jenigen in  eine  Gruppe  vereint,  welche  mit  F  ein-  und  den- 
selben gr("»ssten  gemeinsamen  Theiler  haben,  und  offenbar  ge- 
hört dann  jede  ganze  Zahl  <  a;  zu  einer,  aber  auch  nur  zu 
einer  dieser  Gruppen.  Nennen  wir  also  die  Anzahl  der  Zahlen 
<  X,  welche  mit  F  den  grössten  gemeinsamen  Theiler  /.•  halxMi, 
il>  {x,  P,  /.),  so  ergiebt  sich  sogleich  die  Beziehung 

(22)  \x\=^i.ix,  P,  7.-), 

*.• 

die  Summation  auf  alle  Theiler  Ic  von  P  ausgedehnt.     Ist  nun 

2> 
il  ein    bestimmter   Theiler  von  P  und   /.;   ein   Theiler   von  -r , 

so  ist  ]id  ein  Tbeiler  von  P.  Diejenigen  Zahlen  <  x ,  welche 
den  grössten  gemeinsamen  Theiler  hd  mit  P  halieii,  befinden 
sich  sämmtlich  unter  den  folgenden  Zahlen : 

1  -f/,     2-d,     3-fZ,  ...  [f]-fZ 

und   ihrer  sind   soviel,    als    es   unter   den  Zahlen  < -r  solche 

P 
giebt,    welche    den    grössten    gemeinsamen    Theiler   /.    mit   — 

haben;  daraus  folgt  die  Gleichheit 

>(a;,  P,  M)  =  t{^,    -j,    Ic)- 
unil  da,  entsprechend  der  Gleichung  (22),  die  folgende  besteht: 

p 

die  Summation  auf  alle  Theiler  /.•  von    ,    erstreckt,    so  findet 

a  ' 

sieb  für  jeden  Theiler  d  von  F  die  Beziehung: 

p 

die    Summation    ausgedehnt    auf    alle    Theib'r  /.:   von  -r  •     t)it? 

Umkehrungsformel  (7  c)  ergieljt  als  lA)lgerung  dieser  Formel 
ohne  weiteres  die  folgende: 
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(24)  tCx^P,  1)=^^(^)-[|], 

d 

WO  die  Summation  sich  auf  alle  Theiler  d  von  P  erstreckt, 
d.  b.  die  Anzahl  aller  Zahlen  <a;,  welche  prim  zu  P 
d.  i.  durch  keine  der  gegebenen  Primzahlen  theilbar 
sind,  ist 

d 

oder,  ausgeführt  geschrieben,  gleich  dem  Ausdrucke 

(25)  W-^[f]+^[^,]-2[^V]+-' 

WO  die  erste  Summe  auf  alle  die  gegebenen  Primzahlen,  die 
zweite  auf  alle  Combinationen  von  zweien,  die  dritte  auf  alle 
Combinationen  von  dreien  derselben  u.  s.  w.  ausgedehnt  wer- 
den muss. 

Hiernach  wird  ferner,  wenn  y  ein  positiver  Werth 
>  X  ist,  die  Anzahl  aller  Zahlen  >  .r  aber  <?/,  welche 
durch  keine  der  gegebenen  Primzahlen  theilbar  sind, 
durch  den  Unterschied 

(2,3     f^i  -2  [f  ]  +2  ty  -2  [,/?-]  +  •  ■  • 
'  - ( w -2 [f ]  +2 fe] -2 hh^  +■■■) 

definirt  sein*). 

Bedeuten  j),  j/,  p",  .  .  .  die  sämmtlichen  Primzahlen 
<  a",  so  ist  jede  Zahl  <  x  bis  auf  die  Einheit  aus  ihnen  zu- 
sammengesetzt, unter  diesen  Zahlen  giebt  es  also  nur  die  Ein- 
heit, welche  durch  keine  der  gedachten  Primzahlen  theilbar 
ist.  In  diesem  Falle  wird  also  der  Ausdruck  (25)  oder  (24) 
gleich: 

(27)  2'."(")-K-]  =  i> 

(I 

wenn  die  Summation  auf  aMe  Theiler  von  pp'p"  .  .  ■  oder  auch 
auf   alle    Zahlen    <  x,    welche    nur    aus    verschiedenen    Prim- 

*)  Zsigmondy:  Zur  Verallgemeinerung  der  Funktion  qp  (n)  in  der 
Zahlentheorie,  im  Jouin.  f.  d.  r.  u.  a.  Mathematik  lid.  111,  p.  .344. 
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faktoren  bestehen,  ausgedehnt  wird.  Da  aber  für  jede  audere 
Zahl  11  <  X  die  Funktion  /w,  (n)  verschwindet,  darf  man  offen- 
bar auch  schreiben 

2' 


^»•w  •[:-]=! 


und  gelangt  auf  solche  Weise  zu  der  Formel  (9)  von  Lip- 
schitz  wieder  zurück. 

Nehmen  wir  an,  in  der  Formel  (2Gj  bedeute  x  eine  Prim- 
zahl q  und  p,  p',  p",  ■  •  •  die  sämmtlichen  Primzahlen  2,  3, 
5,  .  .  .  bis  q,  so  wird  dem  soeben  Gesagten  gemäss  der  Sub- 
trahendus  gleich  1 ;  bedeutet  dann  y  die  nächstfolgende  Prim- 
zahl o5,  so  giebt  es  nur  eine  Zahl,  eben  diese  Primzahl  w, 
welche  >  x  und  <  y  und  durch  keine  der  Primzahlen  2,  3, 
5,  .  .  .  g  theilbar  ist.  Demnach  ergiebt  sich  aus  (26) 
folgende  merkwürdige  Formel 

"  -2  [p  ]  +2  [^]  -2  bi/^v"  j  +  •  •  •  =  2 , 

oder,  abgekürzt,  die  auf  alle  Theiler  d  von  2.3.5  ...  q  be- 
zogene Summe 

(28)  2'''('0-[f]  =  2' 

durch  welche  die  auf  q  folgende  Primzahl  C7  charak- 
terisirt  ist. 

2)  Ist  ferner  N  eine  gegebene  positive  ganze  Zahl  und 
p,  ^Z,  p",  .  .  .  die  verschiedenen  Primfaktoren,  aus  denen  sie 
zusammengesetzt  ist: 

N  =  p"-  p'^'p"""  •  •  •  , 
so  stimmen  diejenigen  Zahlen  <  N,  welche  prim   sind   zu  P, 
mit  denjenigen  von  ihnen,   welche   prim   sind  zu  iV,   übcroin. 
In  diesem  Falle  ist  also 

wenn,  wie  üblich,  (p  (N)  diese  letztere  Anzahl  bezeichnet.  Da 
zugleich  jeder  Theiler  d  von  P  auch  in  N  aufgeht,  so  giebt 
in  diesem  Falle  die  allgemeine  Formel  (24)  den  be- 
kannten Ausdruck  für  die  Funktion  qp(A'),  nämlich  die 
Gleichung: 

B  aclimaiiii .  Analytiscbc  Zalilenthoorie.  21 
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V-'    /         y^  \     J  X  t    p  -^1  pj)         ^_/   pp' p" 

\  p  /    \  p'  '    \  p"  J 

3)  Ist  q  eine  tler  Primzalilen,  welche  <^x,  p,  p ,  p",  .  .  . 
die  übrigen,  und  ist 

so  gilt  die  Formel 

(30)  /.•+i=w-^[i-]+2t:]--= 

denn  unter  den  Zahlen  <  x  sind  die  einzigen,  welche  durch 
keine  der  Primzahlen  p,  p,  p'\  .  .  .  theilbar  sind,  die  Potenzen 
1 ,  q,  q^,  ...  5^',  deren  Anzahl  gleich  h  -{-  1 . 

Bei  gleicher  Bezeichnung  sei  s  die  Menge  der  Primzahlen 
>  ic  aber  <CQX,  dann  ist  nach  (26),  wenn  darin  y  =qx  ge- 
wählt wird,  mit  Rücksicht  auf  das  eben  ausgesprochene  Re- 
sultat 

(31)  .  +  /.  +  2  =  [,.]  -2"  [f ]  +2  [||]  -  •  •  ■  ■ 

Denn  unter  den  Zahlen  >  x  und  <iqx  sind  die  einzigen 
durch  keine  der  Primzahlen  jj ,  ^/,  j/',  .  . .  theilbaren  Zahlen 
zunächst  die  Potenz  5'*+^,  während  wegen 

qf^+i  ^  qx  <  2^'+^ 

5*+^  schon  über  qx  liegt,  ausserdem  die  z  Primzahlen  zwischen 
den  angegebenen  Grenzen,  sonst  aber  keine  Zahl;  denn  jede 
andere  Zahl  zwischen  diesen  Grenzen,  welche  durch  keine  der 
Primzahlen  i),  p',  p",  ...  theilbar  ist,  würde,  weil  zusammen- 
gesetzt, nur  aus  q  und  jenen  z  Primzahlen  zusammengesetzt 
sein  können,  aber  schon  jedes  Produkt  aus  zweien  solcher 
Faktoren  würde  y-  qx  sein;  die  Anzahl  der  gedachten  Zahlen 
zwischen  x  und  qx  ist  also  z  -\-  1. 

Die    beiden   Formeln   (30)    und   (31)    gab    Cesaro*). 

4)  Aus  derselben  Quelle  fliesst  ein  Satz,  welchen 
im  Anschluss  an  Legend re  (theorie  des  nombres  4.  partie 


*)  Cesaro,  sur  diverses  questions  d'arithmetique,  in  den  M^m.  de 
la  Soci^t(i  Royale  des  Sciences  de  Liege,  2.  sörie  t.  10  p.  285. 
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§  XI)  Jonquieres  und  demnächst  Lipschitz  gegeben 
haben*).  Sind  nämlich  in  (26)  x  =  Yy  und  j),  2>,  p",  •  ■  ■ 
alle  Primzahlen  <a;,  so  ist  zunächst  der  Subtrahendus  gleich  1, 
ferner  aber  sind  alle  Zahlen  >  x  d.  i.  >  Yy  und  <  y,  welche 
durch  keine  jener  Primzahlen  theilbar  sind,  nur  die  zwischen 
Yy  und  y  enthaltenen  Primzahlen,  denn  jede  andere  solche 
Zahl  müsste  nur  aus  den  letzteren  zusammengesetzt  sein, 
aber  schon  jedes  Produkt  von  zweien  derselben  wäre  grösser 
als  y.  Hieraus  folgt,  dass  der  Ausdruck  (26)  im  vorliegenden 
Falle  gleich  der  Anzahl  der  letzteren  Primzahlen  ist-,  wird 
diese  mit  v  bezeichnet,  so  ist  also 

(32)      ..  +  i=r-/]-2'[;]+2'[pl7]----- 

Bei  dem  Interesse,  welches  diese  Formel  darbietet,  wollen 
wir  sie  aufs  neue  auf  dem  Wege  herleiten,  welchen  Lipschitz, 
auf  seine  Formel  (9)  sich  stützend,  dazu  eingeschlagen  hat. 
Der  letztern  gemäss  ist 

(33)  1=2'^W'K]- 

71=1 

Bezeichnen  nun  2,  3,  .  .  .  ji  die  Primzahlen,  welche  <  j/?/, 
'h  7  ^J'>>  '  ■  ■  1'-  diejenigen,  welche  >  ]/?/  und  <  y  sind,  so  kann 
man  sämmtliche  Zahlen  <  ?/  in  zwei  Classen  theilen:  in  die 
Classe  K'  derjenigen,  die  nur  aus  Primfaktbren  2,  3,  ...  p 
bestehen,  und  in  die  Classe  K'  der  übrigen,  welche  auch 
Primfaktoreu  q^,  q^,  ...  q^  enthalten.  Da  aber  die  Zahlen 
der  zweiten  Kategorie  nicht  gemeinsame  Vielfache  zweier 
dieser  Primzahlen  sein  können,  weil  sie  sonst  grösser  als  y 
wären,  so  sind  die  Zahlen  der  Classe  K"  die  folgenden: 

*)  Jonquiöres,  Formale  pour  determiner,  combien  il  y  a  de  nom- 
bre3  Premiers  n'excedant  pas  un  nombre  donne,  Comptes  Rendus  Bd.  95 
p.  1144  und  Anmerkung  dazu  p.  1343.  Lipschitz  ebendas.  p.  1344  sur 
une  communicatiou  de  Mr.  de  Jonquieres  rel.  aux  nombres  premiers. 
Lipschitz  C.  R.  96  p.  114  addition  ä  une  note  sur  les  nombres  premiers; 
Jonquiöres  ebend.  unter  dem  gleichen  Titel.  Vgl.  dazu  auch  Syl- 
vester ebendas.  p.  4G3  note  sur  le  tht'on'me  de  Logendre  cite  dans 
une  note  insüree  dans  les  Compte.'?  Rendus. 

21* 
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Die   Gleichung  (33)   lässt  sich  demnach  folgendermassen 
schreiben: 

(33a)      l=2'''(«')-[a+2      l''(»^)[4] 

WO  die  erstere  Summation  auf  alle  Zahlen  n  der  Classe  K', 
die  zweite  auf  alle  Primzahlen  g^,  gg,  ...  g„  sich  bezieht. 
Nun  ist  aber,  der  Definition  der  Funktion  fi  gemäss, 

^a(«g)  =  — ft(«); 

denn  n  kann  dem  zuvor  Bemerkten  zufolge  nicht  durch  q 
theilbar  sein*,  enthält  n  quadratische  Faktoren,  so  werden  beide 
Seiten  Null,  im  entgegengesetzten  Falle  wird  die  Anzahl  ver- 
schiedener Frimfaktoren  für  nc[  um  1  grösser  als  für  ri , 
die  Funktionen  ^{ng)  und  ^{n)  also  entgegengesetzte  Ein- 
heiten sein.     Andererseits  ist  nach  (11) 


LnqJ 


m 


und  daher  ergiebt  sich  aus  (9),  wenn  ~  statt  x  gewählt  wird, 


[f]  [f] 


2 

71=1 


''(«'j')[,y=-2fW 


[fj 


In  Folge  dieser  Bemerkung  verwandelt  sich  nun  die 
Formel  (33  a),  wenn  man  in  der  ersten  Summation  rechts  die 
verschwindenden  Glieder  auslässt,  d.  i.  nur  auf  diejenigen  Zahlen 
w' <  2/  sich  beschränkt,  die  aus  verschiedenen  Frimfaktoren 
2,  3,  ...  p  zusammengesetzt  sind,  in  die  Gleichung  (31). 

Auf  genau  demselben  Wege  gewinnt  man  aus  tlen  drei 
andern  Lipschitz'schen  Gleichungen  (13),  (10)  und  (20)  die 
folgenden  Formeln: 
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r^i  +  B  +  a+'+H 

(34)     =^i.i-2'4;:]+^4,:^]--- 

(3ö)    =m-2i'-'>  [fj  +2pi'  ■  ^  [^i-]  -  ■  • 


und 
(36) 


5.  Die  Funktion  ,a(«),  welche  uns  bei  den  voraufgeheu- 
deu  Betrachtungen  so  werthvolle  Dienste  geleistet,  steht  nun 
auch  im  allernächsten  Zusammenhange  mit  der  ana- 
lytischen Funktion  ^s),  welche  wir  schon  im  1.  Ab- 
schnitte eingeführt  und  für  alle  s,  deren  reeller  Bestandtheil 
grösser  als  1  ist,  durch  die  Formel  (5)  daselbst,  nämlich  durch 
die  Gleichung 

CO 

(37)  «^)=^;7 

oder,  nach  Formel  (20)  ebendaselbst,  auch  durch  die  folgende: 


i^y 


(37  a) 

in  welcher  die  Multiplikation  auf  sämmtliche  Primzahlen  q 
ausgedehnt  werden  muss,  defiuirt  haben.  Bilden  wir  nämlich 
hiernach  den  reeiproken  Werth 


t)=i7(^-^)' 


m 

so    wird   der   entwickelte  Ausdruck    dieses  Produktes   offenbar 
nichts  anderes  sein,  als  folgende  Summe: 


*)  Lipschitz  hat  in  einer  weiteren  Arbeit:  sur  une  communication 
de  Mr.  de  Jonquicres  rel.  aux  nombres  premiers  C.  R.  96  p.  58  seine 
Untersuchung  verallgemeinert,  indem  er  die  Prinizahlen  <^  y  statt  durch 

Einschaltung  der  Grenze  Yy,  durch  Einschaltung  der  Grenze  Yy  in  zwei 
Classen  theilt. 


u^-) 

'ti^)- 

_  y  T{n) 
1        '^' 

•u^' 

-1)  = 

tis  - 1) 

V!q)(«) 
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(38)  55)  =  2  "«•-.- 

Mit  dieser  limtlainentaleu  Fuuktiou  t,{s)  lassen  sich  aber 
aiicli  die  verscliiedeiisteii  audeni  zahleutlieoretiselieu  Funktionell 
in  Verbindimg  bringen.  Dies  bat  Lipscbitz  für  die  von 
uns  mit  T(^n),  S{ii)  und  (p{n)  bezeichneten  Funktionen 
gezeigt*),  indem  er  die  folgenden  drei  Formeln  gab: 

(39) 

(40)  { 


(41) 


deren  beide  letzten  voraussetzen,  diiss  der  reelle  Bestandtheil 
von  s  grösser  als  2  ist.  Diese  Formeln  sind  leicht  zu  be- 
stätigen.    Zunächst  hat  man 

und  wenn  nun  in  der  Doppelsumme  alle  Glieder  vereint  wer- 
den, für  welche  nn  ein  und  denselben  ganzzahligen  Werth  m 
hat,  so  wird  man  solcher  Glieder  so  viele  erhalten,  als  m 
Zerlegungen  in  zwei  Faktoren  gestattet  oder  als  die  An- 
zahl ihrer  Theiler  beträgt,  d.  i.  T{m).  Dies  bestätigt  die 
Formel  (39). 
Femer  ist 

vereint  man  daher  in  der  Doppelsumme  alle  Glieder,  für 
welche  nn  =  m  ist,  so  geben  sie  zusammen 


*)  Lipschitz  in   Comptes   Rendus   de  V  Acad.   de  France  1879 
p.  985. 
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1    "^vl    ,       1    •       S{m) 
—     >   w       d.  1.      — ^— 


wr 


^   '''        '^-    '•  ...s     7 


und  damit  die  Bestätigung  der  Formel  (40). 
Endlich  ergiebt  sich  mittels  (38) 

S(^)  -^     n'        ^  n'  ^,      (nn) 

Werden  hier  die  Glieder  der  Doppelsumme  vereinigt,  in 
denen  )in'  ==  m  ist,  so  erhält  mau  als  ihre  Summe 

—  •    >  a(n)n   =—  •  >  ^-^— , 

die  Summe  ausgedehnt  über  alle  Theiler  n  von  m\  denkt  man 
sich  aber  m  in  Primfaktoren  zerlegt: 

m  =^/'^'«'j9"«"  .  .  .j 

so  kommt  sogleich 

^^     n  ^J  p  "^ jiLj  pp     '  m    ' 

folglich  '^-^  als  Gesammtheit  der  gedachten  Glieder,  und  da- 

mit  die  Bestätigung  der  Formel  (41).  — 

Aehnliches  hat  G.  Cantor*)  bezüglich  verschie- 
dener anderer  zahlentheoretischer  Funktionen  nach- 
gewiesen. 

Wenn  n,  in  Primfaktoren  zerlegt, 

(42)  n  =  2)"^p'"  2^"^^'  ••• 

ist,  so  definiren  wir  die  zahlentheoretischen  Funktionen 

a(«),     ß{n),     y(n) 
durch  folgende  Gleichungen: 

(43)  a(n)  =  aa' a"  ... 

(44)  /3(n)  =  (-  l)"+«'+«"+-- 

(45)  y  (n)  =  ^±(-^' .  l±±zjf  .  ^^A±-}f  .  .  . 


*)  G.  Ciintor  Matb.  Aiinalen  lü  p.  583:    zur  Theorie   der   zahien- 
thcorctischcn  Funktionen. 
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Miui  überzeugt  sieli  nacb  dieseu  Definitionen  sofort,  tlass 
die  Funktionen  den  Beziehungen 

a{n7i')  ==  a{n)  ■  «(«') 

ß{nn')  =  /3(«)  •  ß{n') 

y^nn')  =  y  {n)  ■  y{n') 
o-enüccen,    so   oft   u,  n    relative  Primzahlen   sind.     Demnach 
liefert    uns    die    Euler'sche    Formel    (17)    des    1.    Ab- 
schnittes,  wenn  wir    sie    zunächst    auf    die  Funktion 

ciUi)  anwenden,  indem  wir  f(n)  =  ^aJ  setzen,  das  Resultat: 
d.  i.  gleich 

170+7  +  ?  +  ?-'+ ■■•)• 

7 

Der  allgemeine  Faktor  dieses  Produktes  ist  aber  gleich 


('-^y  (-7)-('+7) 


a'' 


{'-\){'-7)i!'j) 


und  demnach 


1 


wofür  man  mit  Rücksicht  anf  die  Bedeutung  (37  a)  der  Funk- 
tion l{s)  als  unendliches  Produkt  die  folgende  Beziehung 
setzen  kann: 

^^^^)  ^^^ ^^^ 

In  gleicher  Weise  findet  sich 
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p-^-[l{^+f  +  'f  +  -) 


2 


d.  i.  gleich 

also 

(44  a)  yßJn)_U2s)^ 

Und  ebenso  dritteus 


y^rSal  — 


d.  i.  gleich 


■I 

der  allgemeine  Faktor  dieses  Produktes  ist  aber  gleich 


1 

1— L 

2^ 

+  ?• 

1 

1  — 

1 

(1- 
\ 

iiud  so 

kommt 

(45  a) 

1 

= 

1^ 


('-7)C-^.) 


Jede  solche  Beziehung  liefert  einen  >Satz,  durch 
welchen  eine  charakteristische  Eigenschaft  der  be- 
treffenden zahlentheoretischen  Funktion  ausgesiiro- 
chen  wird.  Aus  (44a)  z.  B.  folgt  bei  Rücksicht  auf  die 
Formehl  (37)  und  (38) 

(4.0       2'^-^'=i'-^i'^' 

d.  i.  gleich  der  Doppelsumme 
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fasst  man  aber  iii  iler  letztem  alle  Glieder  zusammen,  für 
welche  m^m'  den  gleichen  Werth  n  hat,  und  bedenkt,  dass, 
wenn  m,  m'  alle  ihre  Werthe  durchlaufen,  in-ni  jeder  po- 
sitiven ganzen  Zahl  n  gleich  wird,  so  kann  mau  sie  l'olgender- 
massen  schreiben: 

wo  die  zweite  Summatiou  auf  alle  quadratischen  Theiler  m^ 
von  n  auszudehnen  ist,  und  durch  Vergleichung  mit  der  linken 
Seite  von  (46)  ergiebt  sich  nach  dem  Satze  in  Nr.  6  des  3. 
Abschnittes 

in 

Der  hierin  ausgesprochene  Satz  ist  übrigens  sehr 
leicht  zu  bewahrheiten,  denn,  da  die  Funktion  ii  gleich  0 
ist,  so  oft  das  Argument  quadratische  Theiler  enthält,  wird 
jedes  Glied  der  Summe  verschwinden  bis  auf  dasjenige,  bei 
welchem  m^  das  grösste  in  n  aufgehende  Quadrat  bezeichnet, 

und  für  dieses  ist  fi  (— 5)  ==  (  — 1)'',    wenn   v   die  Anzahl   der 

Primfaktoren  von  — ^  ist,  d.  i.  ft  (  '\  j  =  /3  y—^j  ;  zugleich  aber 

lehrt  die  Definition  (44),  dass  ß  (n)  sich  nicht  verändert,  wenn 
die  Exponenten  «,  a',  a",  ...  um  gerade  Zahlen  vermindert 
d.  h.  wenn  aus  n  ein  quadratischer  Faktor  weggehoben  wird; 
das  einzige  übrigbleibende  Glied  der  Summe  ist  also  gleich 
/3(n). 

Zu  den  Formeln  und  Sätzen  dieser  Art  zählen  u.  a. 
auch  diejenigen,  welche  Gegenbauer  in  seiner  Abhandlung 
„Asymptotische  Gesetze  der  Zahlentheorie"  in  den  Denk- 
schriften der  Wiener  Academie  Bd.  40  S.  37  mitgetheilt  hat. 
Aus  der  Gleichheit 


f!,-i7~4;=170+^+),+...+^), 

2* 
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in  welcher  ;•  iigeml  eine  positive  ganze  Zahl  bedeutet,  ergiebt 
sich  sogleich  die  andere: 


Urs)       ^      ,,    ' 

weim  mau  unter  dem  Zeichen  |Ur('0  die  Null  versteht,  so  oft 
n  durch  eine  r'^"  Potenz  (ausser  der  Einheit)  theilbar  ist,  sonst 
aber  die  Eins. 

Aus  dieser  Gleichung   folgt,    wenn    man   mit   ^{rs)    mul- 
tiplicirt, 

d.  i.  gleich 

oder,  wenn  man  in  dieser  Doppelsumme  diejenigen  Glieder 
vereint,  in  denen  n'  n" '"  denselben  Werth  «  hat, 

worin 

ist,  wenn  die  Summe  auf  alle  diejenigen  Theiler  it'  von  )i  er- 
streckt wird,  deren  complemeutäre  Theiler  — ,  'r*°  Potenzen 
sind.     Mau  erhält  für  diese  Summe  also  den  Werth 

d.  h.   unter    den    Theilern    einer    Zahl,    deren    comple- 
meutäre Theiler  r^  Potenzen    sind,    ist    nur    ein    ein- 
ziger vorhanden,  der  durch  keine  r^  Potenz   aufgeht. 
Schreibt  man  die  obige  Gleichung  aber  folgendermassen : 

Zj      n*  ^^^     tkrs)       Zj  n-   ' Zj  («")- 

d.  i.  gleich 
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so  liiulet  man  duroli  Vereiuiguiig  derjenigen  Glieder  dieser 
Do})pelsiimme,  in  denen  n'  n"''  denselben  Werth  n  hat,  die 
Gleichimg 

wo 

und  die  Summe  wieder  über  alle  diejenigen  Tlieiler  n'  von  n 
zu  erstrecken  ist,  deren  complementäre  Theiler  —i  r*®  Potenzen 
sind.    Mithin  besteht  für  diese  Summe  die  Beziehung: 

^."('l/l)».-«- 

n 

6.  Hat  man  umgekehrt  Beziehungen,  wie  die  hier  be- 
sprochenen, direkt  gewonnen,  wie  z.  B.  die  Formeln  (39),  (40), 
(41),  so  wird  die  Anwendung  des  Euler'schen  Satzes 
dazu  führen,  charakteristische  Eigenschaften  der  betreffenden 
zahlentheoretischen  Funktionen  zu  gewinnen.  So  liefert  uns 
die  Formel  (39)  zunächst  die  Gleichung 

(39  a)  2^=n^^_ 

d.  i.  nach  der  für  jedes   ^  <  1    giltigen  Formel 

(i:^^  =  l  +  2^  +  3.^  +  4.^  +  ... 

gleich  dem  Produkte 

J7(l  +  2. 1  +  3.^^+4. ±  +  ...); 


1 
1 


7 


bei  der  Entwicklung    des    letztem    entsteht    aber    im  Nenner 

offenbar   jede    positive    ganze    Zahl    ni    in    ihre    Primfaktoren 

zerlegt : 

(47)  m  =  q1^q"^^q^'..., 

und  sie  führt  den  Coefficienten 

f«,  +  l)(a,  +  l)  («3 +])••-, 
die  Gleichung  (39a)  nimmt  demnach  die  Gestalt  an: 
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und  da  sie  für  jeden  Wertli  s  >  1  besteht,  giebt  der  allgemeine 
Satz  in  Nr.  G  des  3.  Abschnitts  die  Beziehung 

(48)  Tim)  =  K  +  1)  (a,  -{-  l)(a,  +  l)  ■  ■  ■ 

d.  h.  den  Satz:  Ist  eine  Zahl  ni,  in  Primzahlfaktoren 
zerlegt,  durch  die  Formel  (47)  dargestellt,  so  ist  die 
Anzahl  ihrer  Theiler  gleich 

(«,  +  I)(cr2  +  l)(a3  +  l)---- 
Die   rechte  Seite   der  Formel  (39  a)  kann   aber  auch  auf 
folgende  Weise  umgeformt  werden.     Mau  darf  zuerst  den  all- 
gemeinen Faktor  des  Produkts  durch 


ersetzen;  nun  ist 


n 


-7 

1 

1-1  1 

3* 

1 

r     1 

00 

=  >'- 

und,  wenn  man  den  ersten  Faktor  nach  der  für  jedes  £■  <  l 
giltigen  Formel 

rz-J  =  1  +  20  +  2z'  +  2z-^  -f  •  .  • 
umwandelt,  so  wird 

,/    1--        <j    ^  <i        r         ' 

die  Entwicklung  dieses  Produktes  liefert  aber  offenbar  im 
Nenner  jede  positive  ganze  Zahl  m  in  ihre  Primfaktoren  zer- 
legt (47),  und  sie  führt  den  Coefficienteu  25>("'),  wenn  man 
mit  Ö5(wi)  die  Anzahl  der  verschiedenen  Primfaktoren 
bezeichnet,  welche  in  dieser  Zerlegung  auftreten.  Auf  solche 
Weise  nimmt  die  Gleichung  (39a)   die  Gestalt  an: 
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^  T{n)  _  '^2®("')      "^   1 

(1.  i.  gleich  der  Doppelsumme 

>ri  2S5("') 

welche,  wenn  diejenigen  Glieder  vereint  werden,  für  welche 
mn'  derselben  Zahl  M  gleich  ist,  auch  so  geschrieben  wer- 
den kann: 


2{i 


M 

wobei  die  auf  n  bezügliche  Summation  alle  quadratischen 
Theiler  n^  von  M  umfasst.  Die  Anwendung  des  allgemeinen 
Satzes  in  Nr.  6  des  3.  Abschnitts  führt  dann  zu  der  zweiten 
Formel  für  die  Funktion  T: 


(49)  T(M)=^2 


Nun    bezeichnet    2^^"'\    der    Formel  (48)    zufolge,    die 
Anzahl  der  Theiler  der  Zahl 

Q-i  </2  ?3  •  •  • 

d.  li.   die  Anzahl    ihrer   Zerlegungen    in    zwei    Faktoren,    und 

folglich    auch    die    Anzahl    der   Zerlegungen    von    m    in 

zwei    relativ   prime   Faktoren.     Führt    räan    diese  Anzahl 

als    besondere    zahlentheoretische    Funktion   JP{)n)    durch    die 

Definitionsgleichung 

(50)  P{m)  =  25}('") 

ein,  so  lautet  die  vorige  Gleichung: 

(49a)  ^W=2^^0 

n 

und  spricht  den  Satz  aus:  Die  Anzahl  aller  Zerlegungen 
einer  Zahl  in  zwei  Faktoren  ist  gleich  der  Gesammt- 
menge  der  Zerlegungen  all'  derjenigen  Zahlen,  welche 
aus  der  ersteren  durch  Unterdrückung  ihrer  quadra- 
tischen Theiler  entstehen,  in  zwei  relative  Frim- 
faktoren. 
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Zweitens  erhalten  wir  aus  der  Formel  (40),  wenn 
wir  darin  s  in  s  -}-  1  verwandeln,  sodass  sie  dann  für  jedes 
6'  >  1   Bestand  haben  wird, 

^  Sin)  _ 


^  n'  + 


i=n 


Um  die  rechte  Seite  zu  entwickeln,  stellen  wir  den  allgemeinen 
Faktor  des  Produktes  folgendermassen  dar: 

1 
- 


?       1       2*       1 


5'  +  ^ 


das  Produkt  wird  dann  gleich 

und  giebt,  entwickelt,  die  reciproke  (s  +  1)*"  Potenz  jeder 
positiven  ganzen  Zahl  m  (47),  in  ihre  Primfaktoren  zerlegt, 
mit  dem  Coefficienten 


?i  -  1  ?s  —  1  93  —  1 

multiplicirt,  sodass  die  Anwendung  des  schon  mehrfach  be- 
nutzten Hilfssatzes  uns  sogleich  zu  der  bekannten  Formel 
führt: 

(51)  S{m)  =  ^^ —  •  '' —  •  ^-^ , 

durch  welche  die  Summe  aller  Theiler  einer  Zahl  di 
mittels  ihrer  Zerlegung  in  Primfaktoren  bestimmt 
wird. 

Schreiben  wir  endlich  die  Gleichung  (41),  wie  folgt: 

OD  CO  « 

d.  i.  gleich  der  Doppelsumme 
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so  kanu  die  letztere  auch  durch  die   einfache  Summe 

wo  der  Summationsbuchstabe  d  alle  Theiler  der  Zahl  m  zu 
durchlaufen  hat,  ersetzt  werden,  und  nunmehr  folgt  mittels 
des  obgeuanuten  Hilfssatzes  sogleich  die  Formel 

(52)  ,n=^cp{d), 

d 

welche  eine  bekannte  Fundamentaleigenschaft  der 
Funktion  ^(»)  zum  Ausdrucke  bringt,  und  aus  welcher 
umgekehrt  der  bei  dem  Beweise  der  Formel  (41)  benutzte 
Ausdruck  (29)  für  g)(w)  mittels  des  Umkehrungsprincipes  her- 
fliessen  würde.  — 

7.  G.  Cantor  hat  gezeigt,  wie  die  Formel  (52)  einer 
wesentlichen  Verallgemeinerung  fähig  ist.  Setzen  wir 
in  (41)  statt  s  successive  s-j-l>  s  -\-  2 ,  .  .  .  s  -\-  r  —  \  und 
multipliciren  dann  die  Gleichungen 

t{s  -  1)  ^  yr  qpj«) 
g(g)    ^  '^  fi^l) 

1       1 


j(s4-,--2)       -STiqpOV-i) 


r-2)  ^  y? 
r— 1)       ^ 


1  r  —  1 

unter  sich  sowie  mit  der  Gleichung 

00 

1      ^r 

so  lässt  sich  das  Resultat  in  folgender  Form  geben: 


(p{n)n''      ^•(pin^)n[      ^  •••  9(«r-2)**r-2  '  «J^C^^r-l) 


(nw,  Wo  .  . .  «,._!  w^) 


s  +  r—l 
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ein  Resultat,  welches  für  jedes  s  >  2  giltig  ist  und  in  wel- 
chem die  Summe  zur  Rechten  eine  vielfache  Summe  ist,  die 
alle  positiven  ganzzahligen  Werthe  von  «,«,,«^,,...5?,  um- 
fasst.  Denkt  mau  sich  nun  in  dieser  Summe  alle  diejenigen 
Glieder  zusammengefasst,  in  welchen  das  Produkt  n  ■  «i  -n.^  •••«r, 
welches  jeden  positiven  ganzzahligen  Werth  annimmt,  derselben 
Zahl  m  gleich  ist: 
(53)  nnifi^  .  .  .  nr—iiir  =  m, 

so  ergiebt  die  Anwendung  des  obigen  Hilfssatzes  sogleich  die 
Verallgemeinerung  der  Formel  (52)  in  der  (Gleichung: 

(52a)   ^,  <p{n)  (p{n^)  . . .  (p{)ir-i)  ■  rf—^n\~'^ . . .  n,-2  =  'h'", 

wenn  die  Summatiou  auf  alle  Lösungen  der  Gleichung 

(53)  erstreckt  wird. 

Ist  m'  eine  zu  m  prime  Zahl,  und 

(54)  n'  llj' 7^2     .  .  .    Hr  —  iHr  =  m' 

eine  Zerlegung  von  m'  in   r  -\-  1  Faktoren,   so  ist 

(55)  ^^1^2  ■  ■  ■  /^/  —  1,"/  =  ww' 

eine  solche  Zerlegung  des  Produktes  mm' ,  wenn   man  setzt: 

(56)  ju.  =  nn' ,     u^  =  ti^n^' ,  .  .  .  {i,  =  ihn',] 

aber  auch  umgekehrt  gewinnt  man  aus  jeder  Auflösung  der 
Gleichung  (55)  ein  System  von  Gleichungen  wie  (5G),  in 
denen  die  ersten  Faktoren  Theiler  von  m,  die  zweiten  Theiler 
von  m'  sind,  welche  die  Gleichungen  (53)  resp.  (54)  befriedigen. 
Nennt  man  daher  fr{m)  die  Anzahl  ganzzahliger 
Losungen  der  Gleichung  (53),  so  genügt  diese  Funk- 
tion der  Bedingung 

(57 )  fr  (m)  •  fr  (m ')  =  fr  {m m') , 

so  oft  w,  ?«' relative  Primzahlen  sind.    Durch  Anwendung 
der  Euler 'sehen  Formel  gewinnt  man  also  die  Gleichung 

Bach  manu,  AnalytiscIiR  Zalileiitheorie.  22 
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Nuu  ist  aber,   wie  unmittelbar  eiiileuclitet,    /)•  (q^) 
d.  i.  die  Auzabl  ganzzaliliger  Lösungen  der  Gleichung 

n  «1  «2  ...  ??,.  =  5^" 

gleich  der  Anzahl  ?/';•(/>■)  der  Zerfällungeu  von  Je  in 
r  -f-  1  nicht  negative  Summanden  oder  der  Lösungen 
der  Gleichung 

h  +  Aj  +  A,  +  •    •  +  //.  =  /.• 

in   nicht  negativen   ganzen   Zahlen.     Da    ferner    offenbar 

(59)  (1  +  ^  4-  ,,2  +  . .  .)'•+!  =^  ;^,(/,)  ^i- 

ist,  so  ist  ^,  (/.)  nichts  anderes,  als  der  Coefficient  von  s^'   in 

1 

(1  _  ^7+1 

von  ^,    d.  h. 

^     ^   ^'■'^  -^  1  •  '2  •  3  •  •  •  Ä  1  •  2  •  3  •  •  •  r 

Hieraus  folgt 

.  ,  /;(«)  ,  ^.(7^)  ,  ,  ,  ^.(1)  ^  ^.(2)  , 

5  9  9  2 

und  also  mit  Rücksicht  auf  (59)  gleich 

1 


der    Entwicklung    von .t    nach    steigenden    Potenzen 


(-7) 


I\r  +  15 


und  durch  solche  Vereinfachung  gewinnt  man  aus  der 
Gleichung  (58)   folgende  interessante  Formel: 

1  « 

in  welcher  der  Werth  des  Coefficienten  fri^n)  nach  den 
Gleichungen  (57)  und  (tiO)  leicht  angebbar  ist. 

8.  Die  Funktion  ^s),  welche  wir  von  Anbeginn  an  eine 
fundamentale  Rolle  in  der  analytischen  Zahlentheorie  sjDielen 
sahen,  hat  diese  Rolle  in  den  zuletzt  dargestellten  Untersuchungen 
vollauf  behauptet  und  auch  fernerhin  werden  wir  sie  als  be- 
sonders wichtig  erkennen,  insbesondere  bei  den  Untersuchungen 
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von  Riemann*)  über  die  Häufigkeit  der  Primzahlen,  die  wir 
im  nächsten  Abschnitte  auseinandersetzen  wollen.  Wir  be- 
schliesseu  daher  diese  Betrachtungen  mit  der  näheren  Erörte- 
rung der  analytischen  Natur  dieser  Funktion.  Wir  haben  sie 
im  ersten  Abschnitte  durch  jede  der  beiden  Formeln  (37)  oder 
(^37  a)  für  alle  diejenigen  Werthe  von  s  definirt,  deren  reeller 
Bestaudtheil  grösser  ist  als  1,  aber  auch  nur  für  solche,  da 
die  unendlichen  Ausdrücke  in  diesen  Formeln  nur  für  solche 
convergent  sind.  Hätten  wir  uns  bei  den  bisherigen  Unter- 
suchungen auf  reelle  Werthe  von  s  beschränken  dürfen,  so 
wird  dasselbe  in  der  Folge  nicht  mehr  der  Fall  sein,  wo  wir 
^{s)  als  Funktion  der  beliebig  veränderlichen  complexen 
Grösse  s  aufzufassen  haben.  Wir  müssen  also  vor  allem  eine 
Definition  von  t,{s)  suchen,  welche  auch  für  die  bisher  aus- 
geschlossenen Werthe  besteht,  d.  i.  wir  müssen  zeigen,  wie 
diese  Funktion  nach  .dem  Gesetze  der  Stetigkeit  über  das  bis- 
herige Gebiet  von  s  hinaus  auf  die  ganze  unendliche  Ebene 
der  complexen  Veränderlichen  fortgesetzt  werden  kann. 

Riemann  hat  dies  in  der  obengenannten  Abhandlunö- 
gethan  und  ist  auf  diesem  Wege  zu  der  charakteristi- 
schen Eigenschaft  der  Funktion  ^(s)  gelangt,  welche 
in  der  folgenden  Formel: 

2  sin  STT  •  r  (s)  •  i;(s)  =  2  .  (27r)'  sin  '^  ■  t{l  —  s) 
d.  i. 
(G2)  ^{\-s)  =  ^'     .cos';.r(s).Us) 

sich  ausspricht.  Zwei  ähnliche  Formeln  hatte  bereits 
1840  Schlömilch**)  gegeben.     Setzt  man  nämlich 


*)  Riemann,  Ueber  die  Anzalil  der  Primzahlen  unter  einer  ge- 
gebenen Grösse,  in  den  Monatsber.  d.  Berliner  Acad.  Nov.  1859  oder 
auch  in  den  ges.  Werken  p.  136. 

**)  Zeitschriit  für  Mathematik  und  Physik  Jahrg.  .3  p.  VW. 

22* 
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SO  bestehen  die  analogen  Beziehungen 

(63)  f{l-^)-{^y-sin'{\-(s).as) 

(64)  (p(l  -  s)  =  ^-^  .  -^^,  ■  cos  f  r  (.)  .  <p  (s) . 

Unmittelbar  erkennt  man  die  Uebereinstimmung  der  letztern 
von  ihnen  mit  Riemann's  Formel,  wenn  man  bedenkt,  dass, 
solange  der  reelle  Bestandtheil  von  s  grösser  als  1  ist,  die 
positiven  Glieder  in  (p  (s)  getrennt  von  den  negativen  conver- 
giren,  man  also  schreiben  darf: 

v«  =  (i  +  i,  +  ^.  +  -)-(7,  +  ~  +  7.+  -) 

oder 

die  stetige  Fortsetzung  der  Funktionen,  wie  wir  sie  geben 
werden,  gestattet  hieraus  die  Gleichung 

9>(1-.)  =  U1  -.).(l-20 

zu  erschliessen,  und  somit  erhält  man  (64)  aus  (62). 

Später  haben  Hurwitz*)  und  Lerch**)  die  Riemann'sche 
Untersuchung  auf  allgemeinere  Funktionen  ausgedehnt  und 
sind  zu  den  entsprechend  allgemeineren  Grundformeln  geführt 
worden;  alle  diese  Formeln  aber  umfasst  eine  Transforma- 
tionsgleichung, welche  von  Lipschitz  gegeben  worden 
ist***).  In  der  sehr  interessanten  Abhandlung,  in  der  er  sie 
entwickelt,  wendet  er  sie  auch  an  auf  die  sämmtlichen  von 
Dirichlet  in  seiner  Arbeit  über  die  arithmetische  Progression 


*)  Hurwitz,  einige  Eigenschaften  der  D iric hl et'schen Punktionen 

2?"  (6)=   ^   ( ) ,  die  bei  der  Bestimmung  der  Classenzahlen  binärer 

.^Lj  \  n  /  n' 
quadratischer  Formen   auftreten,  in  Zeitschr.   f.  Mathematik  u.  Physik. 
Jahrg.  27  p.  86. 

**)  Lerch,  sur  la  fonction  Sc{tv,x,s),  Acta  Math.  11  p.  19. 
***)  Lipschitz,    Untersuchungen   der  Eigenschaften   einer  Gattung 
von  unendlichen  Reihen,    Journal  f.  d.  r.  u.  a.  Math.  105  p.  127,  sowie 
auch  ebendas.  54  p.  313. 
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benutzteu  Reihen  und  bringt  sie  so  in  eine  charakteristische 
Beziehung  zur  Kreistheilung,  welche  ihm  dann  ein  Priucip  an 
die  Hand  giebt,  um  sämmtliche  Zahlen,  insbesondere  alle 
Primzahlen  in  gewisse  Classen  zu  theilen.  Leider  ist  es  un- 
möglich, an  dieser  Stelle  von  seinen  loemerkenswerthen  Unter- 
suchungen, die  wohl  noch  der  Vereinfachung  fähig  sind,  nähere 
Rechenschaft  zu  geben.  Wir  müssen  uns  darauf  beschränken, 
denjenigen  besonderen  Fall  der  genannten  Dirichl  et 'sehen 
Reihen  zu  betrachten,  welchem  die  Abhandlung  von  Hurwitz 
gewidmet  ist-,  indem  wir  seine  Untersuchung  recapituliren,  um- 
fassen wir  zugleich  die  Riemann'sche,  deren  Methode  sie  sich 
aufs  engste  anschliesst  und  deren  Resultat  sie  als  einfachen 
Fall  in  sich  begreift. 

0.  Unter  a,  m  verstehen  wir  positive  ganze  Zahlen,  deren 
letztere  nicht  kleiner  sein  soll  als  die  erstere,  und  unter  dem 
Zeichen  t,{s,a,')}i)  die  für  jeden  Werth  von  s,  dessen  reeller 
Bestaudtheil  grösser  als  1  ist,  convergente  Reihe 

(65)         l{s,  «,  m)  =  i,  -f  — ^^  -f  _i^^  +  . ... 
a         (rt  -|-  «0         (a  -|-  2m) 

Diese  können  wir  zunächst  mittels  der  bekannten  Inte- 
gralformel 


11^  =  /e-»*ic*- 

n'          J 


0 

unter  der  Form  eines  bestimmten  Integrales  darstellen;  in  der 
That  ergiebt  sich  so 


km)xy,s-l  fl^ 


(66)  t (,s,  a,  m)  =  ^^^  -f'^^,  -a^-^dx. 

0 

Betrachten  wir  nun  nach  dem  Vorgange   von  Riemunn 
das  complexe  Integral 
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wenu  OS  läiig's  einer  Linie  genommeu  wird,  die  sich  beliebig 
enge  der  positiven  ^-Axe  anschliesst  und  deu  Nullpimkt  be- 
liebig nahe  umscbliesst,  wie  in  beistehender  Figur  die  Linie  L 


o 


dl 


27i.7v 


I. 


-■f-CO 

-■t-co 


Dies  Integral  ist  in  Folge  der  Potenz  (— £;y-i  =  c(^-i)»°ß(---) 
unendlich  vieldeutig;  damit  es  eindeutig  Averde,  wählen  wir 
den  log(— 5-)  so,  dass  er  für  ein  negatives  2  reell  wird; 
in  Folge  davon  wird,  wenu  —  3  =  re'^'  gesetzt  wird,  während 
—  n^-^  <.%  ist,  log  ( —  z)  =  log  r  +  ipi,  folglich  für  ein 
positives  z  auf  der  oberen  Seite  der  a;-Axe  ^  =  —  it,  auf 
der  unteren  t/j  =  ;r  sein.  Alsdann  hat  das  Integral  (67)  für 
jeden  complexen  Werth  von  s  einen  ganz  bestimmten  end- 
lichen Werth,  da  die  Funktion  auf  der  Linie  L  nirgends  un- 
stetig wird.  Wird  aber  zunächst  der  reelle  Bestandtheil  von  s 
wieder  grösser  als  1  vorausgesetzt,  so  darf  die  Integration 
auch  unendlich  nahe  an  den  Nullpunkt  geführt  werden,  da 
alsdann 

C ^y  — 1  =  g(s  — l)log(— .')  ;=  g(s-l)(log;-  +  V<) 

für  r  =  0  unendHch  klein  wird.  Wir  werden  in  diesem  Falle 
also  das  Integral  (67)  auf  folgende  zwei  Bestandtheile  zurück- 
führen dürfen: 

0  oc 

00  0 

und  finden  somit,  indem  wir 

ß(^-i)ni  _  ^-[s-\)ni  ^  _  2i  sin  sn 
setzen, 
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CO 


0 


folglich  mit  iiiicksicht  auf  ((JG)  und  uuf  die  bekanute  Formel 

{m)  r(s).r(i-s)  =  -.  — 


lie  Gleichung;: 


(60)     j(s,„,,„)  =  '^^^>.j'^.  (-.)—,;.. 

Wird  nuu  diese,  für  jedes  s,  dessen  reeller  Bestandtlieil 
grösser  als  1  ist,  aus  der  ursprünglichen  Definition  der  Funk- 
tion t,{!<^a,ni)  hergeleitete  Formel  zur  Definitionsgleichung 
dieser  Funktion  auch  für  alle  übrigen  Werthe  von  s  ge- 
nommen, so  erhalten  wir  damit  eine  Funktion,  welche  in  der 
ganzen  unendlichen  Ebene  der  complexen  Veränderlichen 
überall  endlich  bestimmt  ist,  mit  Ausnahme  des  Punktes  s=  1, 
wo  sie  unendlich  wird.  In  der  That  bleibt,  wie  bemerkt,  das 
Integral  zur  Rechten  für  jedes  s  endlich,  und  demnach  hat 
auch  l  {s,  a,  m)  für  jedes  s  einen  bestimmten  endlichen  Werth, 
ausgenommen  etwa  die  Werthe  von  s,  bei  denen  r(l  — s)  un- 
endlich wird,  d.  h.  die  Werthe  ö'  =  1,  2,  3,  4,  .  .  .  Ist  aber  n 
einer  dieser  Werthe,  so  kann  man  setzen 

WO    jJ  (s)  für  s  ==  n    endlich   bleibt.     Mittels  (68)   findet  man 
nämlich 


also 
d.  i. 


lim.  Us.a.m)  =  \, — ^^^t-t  •  lim.  1  -~- — ( — zy-'^ch. 


{s- 

n)  r  (1 

N                               71 

s  —  n 
sin  Sit 

lim.  (s  — 

n)r{l- 

>.                   TT 

1 

n  cos  nn 

^{n) 

(-    1)" 

r(«) 

Demnach  wird 

(- 

-  n",-    . 

1      (\ 

Xm  —  a): 
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Nun  ist 

( ^)«  — 1  =  ( ^)"""^  •  t;(^-")log(-:) 

und   man  kann   demnach  das    mit    _  _      multiplicirte  Integral, 

nach  den  steigenden  Potenzen  von  s  —  )i  entwickelt,  l'ülgender- 
massen  schreiben: 

Da  hierbei  n  eine  positive  ganze  Zahl  bedeutet,  so  ist  die 
unter  dem  ersten  dieser  Integralzeichen  stehende  Funktion 
überall  eindeutig  und  mit  Ausnahme  des  Nullpunktes  auch 
endlich,  man  darf  daher  dem  Cauchy 'sehen  Fundamentalsatze 
zufolge  die  Integration,  statt  sie  über  die  Linie  L  auszudehnen, 
auf  einen  den  Nullpunkt  nahe  umgebenden  Kreis  erstrecken. 
Dann  wird  für  n  =  1 

J    e^^-'-l  \  e'"^-lA=oJ    ^  '«   ' 

man  erhält  demnach 

lim.  (s  -  1)  ^  {s,  a,  m)  =  -^ 

d.  h.  t,{s,a,i)i)  ist  im  Punkte  ö' ==  1  unendlich  von  der 
ersten  Ordnung. 

Für  jeden  ganzzahligen  Werth  u  >  1  aber  verschwindet 
das  Integral 

J*    (//(  — a)2  /  ?  \ 

und  folglich  hat  t,{s,  a,  m)  dann  für  s  =  n  einen  endlichen, 
durch  das  zweite  Glied  der  Entwicklung  gegebenen  Werth. 

Nachdem  dies  festgestellt  ist,  denken  wir  nun  unter  s 
einen  Werth,  dessen  reeller  Bestandtheil  negativ  ist,  so  dass 
derjenige  von  1  —  s  grösser  als  1  ist,  und  betrachten  jetzt 
das  Integral 

ausgedehnt  über  die  gesammte  Begrenzung  des  Flächenstücks 
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F,  welches  von  der  uiieiidlielieu  Kreisfläche  um  den  Nullpunkt 
nach  Ausscheidung  des  von  L  begrenzten  Streifens  übrig 
bleibt.  lunerhall)  dieses  Flächenstücks  ist  die  Funktion  überall 
endlich,  mit  Ausnahme  der  Punkte,  in  denen  der  Nenner  Null 

wird  d.  h.  der  Punkte  für    alle    ganzen  Zahlen   Ji   ausser 

Null.  Auf  der  unendlichen  Peripherie  aber  verschwindet  das 
Integral;  denn  der  Modulus  des  Integralelementes  ist,  wenn 
s  =  a  -\-  ri   gesetzt  wird, 

p — (in — a)r  cos  rfJ 

(Jiprc^'^-^y^'-'S'—rrp 


-l/(g-mrcos..Z._i)2^4g- 


;o8  w   gj^j  mr  sin  tj) 
2 

wo  dem  zweiten  Faktor  auch  die  Gestalt  gegeben  werden  kann: 

a  r  cos  yp 


V 


(j  _  gwr  cos  i/^jZ    .    ^  ^„,  r  cos  r^  _  gj^»  mr  Sin   Ij) 


je  nachdem  nun  cos  i^  >  0  oder  <  0  ist,  zeigt  der  erste  oder 
der  zweite  dieser  Ausdrücke,  dass  mit  unendlich  wachsendem  ;• 
der  zweite  Faktor  endlich  bleibt  oder  gar,  wenn  m  >  a  ist, 
unendlich  klein  wird,  welches  letztere  für  den  ersten  Faktor 
immer  der  Fall  ist,  der  Modulus  wird  also  für  r  =^  co  ver- 
schwinden. Aus  dieser  Rücksicht  folgt  mittels  des  Fuuda- 
mentalsatzes  von  Cauchy,  dass  das  über  die  Linie  L  erstreckte 
Integral  (70)  auch  gleich  der  Summe  all'  derjenigen  Integrale 
gesetzt  werden  kann,  welche  —  und  zwar  im  negativen  Sinne 

—  unendlich  nahe  um  die  Punkte  2  = erstreckt  werden. 

m 

Da  aber  das  um  so  erstreckte  Integral  gleich 


2  /j  Ji  i 


2  h  1t  i\ 
m      I  /^     dz 


-lahrti  , 

=  —  2%i  •  c      "'    ( )      •  — 

\      m      I  VI 

d.  i.  gleich 

,„     ,  /«— 1         2a/,  n\. 
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ist,  SO  findet  mau 

Nach  der  von  uns  getroffenen  Bestimmung  ist  aber 

fasst  man  daher  je  zwei  Glieder  der  Summe,  Avelche  gleichen 
aber  entgegengesetzten  Werthen  von  h  entsprechen,  zusammen, 
so  findet  man  einfacher 

Hier  dürfen  wir  endlich,  damit  It  alle  angezeigten  Werthe 
durchlaufe,  h  =  km  -f-  '^  setzen,  wenn  wir  n  alle  Zahlen 
1,  2,  3,  .  .  .  m,  ]c  aber  alle  ganzen  Zahlen  0,  1,  2,  3,  .  .  .  an- 
nehmen lassen;  da 

/s  —  1        ,     2a7ijr\                 /.s — 1        ,     2anit\ 
cos  \-~jr-^  -\ )  =  cos  l-^r— TT  H 1 

\     2  '        VI    /  \     2  '        m    / 

gefunden  wird,  so  ergiebt  sich  die  rechte  Seite  obiger  Glei- 
chung dann  gleich 


H  1— 


.y L ■ 


wo  die  auf  k  bezügliche  Summe,  da  der  reelle  Bestandtheil 
von  1  —  s  grösser  als  1  ist,  nichts  anderes  ist  als  die  Funk- 
tion   £;(!  —  s,n,  m) . 

Durch  Vergleichung  mit  der  Definitionsgleichung 
(69)  findet  man  also  endlich  für  jedes  s,  dessen  reeller 
Bestandtheil  negativ  ist,  die  folgende  beachtenswerthe 
Beziehung: 

m 

71=1 

Vertauscht  man  hier  s  mit  1  —  s,  so  lässt  sich  diese 
Beziehung  auch  folgendermassen  fassen:  Für  jedes  s,  dessen 
reeller  Bestandtheil  grösser  als  1  ist,   hat  man 

iit 

(72)    S(l  -  »,  «,  .»)  =  (^)'--  '^-S^i^'  "'  »)  •  ™«  f-F  -  ¥)■ 


X 
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Für  ii  =  III  =  1  wird  ^(s,a,)n)  mit  der  Funktion  t,(s) 
identisch,  vorstehende  allgemeine  Formel  aber  verwandelt  sieh 
in  die  specielle  Gleichung  (62),  welche  Riemanu  für  diese 
Funktion  aus  gleichen  Betrachtungen  hergeleitet  hat. 

10.  Machen  wir  nunmehr  die  Anwendung  dieser  Resul- 
tate auf  die  Fimktionen,  welche  bei  der  Bestimmung  der 
Classenanzahl  auftreten,  und  zwar  zunächst  für  den  Fall,  dass 
die  Determinante,  die  wir  ohne  c[uadratischen  Theiler  voraus- 
setzen,   D  ==  +  P  ^  1  (mod.  4)    ist. 

Wir  haben  schon  in  Nr.  5  des  8.  Abschnittes  die  Glei- 
chung bemerkt: 

wenn  links  die  Summation  auf  alle  positiven  zu  '2F,  rechts 
auf  alle  solche  zu  F  primen  Zahlen  erstreckt  wird.  Setzen 
wir  also  für  den  vorliegenden  Fall 

so  können  wir  dafür  auch  schreiben 

VI  aber  durchläuft  alle  seine  Werthe,  wenn  man  in  der  Formel 
m  ==  X  -\-  Ic  P  für  A  die  relativen  Primzahlen  zu  P,  welche 
<  P  sind,  für  7t-  alle  nicht  negativen  ganzen  Zahlen  setzt. 
Demnach  kann  man  auch  schreiben: 

(73)  F{s,D)=^{^).t{s,X,P) 

imd  erhält  dann  durch  unmittelbare  Anwendung  der  Formel  (12), 
sobald  der  reelle  Theil  von  s  grösser  als  1  ist,  die  Gleichung 

(74)    FO  -s,B)^ "§  {^r-2i<^, •>, P)2{t) »^ (^ -  v). 

wo  die  Summation  bezüglich  n  auf  alle  Zahlen  1,  2,  3,  ...  P 
zu  erstrecken  ist.  Nun  folgt  aber  aus  der  Gaussischen 
Summenformel 
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2" 


(^)o— =  (-^)A~)>/p, 


wenn  zunächst    D>0    also    Pe^I  (mod.  4)    ist, 

^  (A)  cos  '-^p  =  ( «  )  V7 ,      2  (p)  -"  "^  -  « 

/. 

und  daher 

2j  (p)  ^^^  (-P 2)  =  lpj>^^-  ^^^  T5 

dagegen,   wenn   D  <  0    also    P  =^  3   (mod.  4)    ist,    umgekehrt 

und  daher 

Z  (p)  ^°«  (-p d  =  (p) >^^- «1^  -2-- 

Die  rechte  Seite  der  Gleichimg  (74)  nimmt  also  je  nach  diesen 
beiden  Fällen  die  Gestalt 

n 

oder  die  Gestalt 

:^'(^)'-V?.sin'^2'(7)5(».",P) 

n 

an,    wo    die    Summation    nach    a    auch    nur    über    die    zu   P 

primeu  Zahlen  <  P  ausgedehnt  zu  werden  braucht,  da  \^^ 

für  die  übrigen  verschwindet.     Mit  Rücksicht  auf  (73)  erhält 
man  demnach  die  Beziehungen: 
Wenn   D  >  0    ist: 

(75a)  F{\-s,  D)  =  "^i^-^y^VF-  cos  '-^  •  F{s,  D) , 

wenn    D  <  0    ist: 

(75b)f(l-.,D)  =  '|>(^)'-V?smf  .^-(.,7)). 

Ganz  analoge  Betrachtungen  finden  aber  statt  in  den  drei 
übrigen  Fällen,  welche  die  Determinante  D  darbieten  kann. 
In  ihnen  verstehen  wir  unter  F{s,  D)  den  Ausdruck 
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ausgedehnt  über  alle  positive  relative  Primzahlen  zu  27).  Im 
Falle  Z)  ==  +  P  ;^  3  (mod.  4)  kommen  wir  auf  die  Funktion 
^5,  a,  in)  zurück,  wenn  wir  n  =  APk  -\-  l  setzen  und  A  die 
zu  4P  primen  Zahlen  <42'*  durchlaufen  lassen,  in  den  lieiden 
andern  Fällen,  wenn  n  =  SPk  -\-  l  gesetzt  wird  und  A  die 
zu  8P  primen  Zahlen  <  8P  durchläuft-,  statt  auf  die  Gaussi- 
schen Summen  haben  wir  uns  in  diesen  Fällen  resp.  auf  die 
Formeln  {2\)),  (30)  oder  (31)  des  8.  Abschn.  zu  berufen.  Die 
Formeln,  zu  welchen  wir  so  in  diesen  drei  Fällen  geführt 
werden,  sind  den  Formeln  (75)  vollkommen  analog  und  sie 
können  zugleich  mit  diesen  letzteren  in  zwei  Gleichungen  zu- 
sammengefasst  werden,  welche  demnach  für  jede  Determinante 
D  ohne  quadratische  Theiler  (einschliesslich  Z)  =  1)  Giltig- 
keit  haben. 

Sei  z/  der  Absolutwerth  der  Determinante  D  und  bedeute 
/.•  den  Werth  1  im  ersten  der  vier  Fälle,  den  Werth  4  in  den 
drei  übrigen,  so  ist 

wenn   D  >  0    ist 

(76a)  F{1  -s,D)^  "v  ö'"  V^^  •  cos  '-^-  •  F{s,  7)), 

wenn   D  <  0    ist 

(76b)  Fil  -  s,  D)  =  '-^  il^'-  Vk2  ■  sin  ?f  •  F(s,  D) . 

Die  zweite  dieser  Formeln  umfasst  die  erste  der  Schlö- 
milch'schen  als  einen  speciellen,  der  Annahme  7)  =  —  1  ent- 
sprechenden Fall,  wie  sogleich  daraus  zu  ersehen,  dass  f(s)  auch 

geschrieben  werden  kann,  wenn  die  Summe  auf  alle  ungera- 
den positiven  Zahlen  erstreckt  wird. 

Dem  allgemeinen  Ergebnisse  kann  jedoch  eine  bemerkens- 
werthe  andere  Form  gegeben  werden.  Erinnern  wir  zu  diesem 
Zwecke  an  zwei  bekannte  Formeln  aus  der  Lehre  der  f- Funk- 
tionen: 

r(x)r(l-x)  =  ^-^^ 
\   ■'      ^  '         sin  nx 

und 

r(.r)  r(a-  -f  I)  =  (2 TT)'-  •  2'A-2^  •  r(2Ä-), 
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welche  letztere  nur  einen  besonderen  Fall  des  Gaussischen 
Multiplikationssatzes  ausmacht.  Setzen  wir  in  letzterer  a;==  s/2, 
so  kommt 

u)ul  die  erstcre  Formel  liefert  die  folgenden  zwei: 


r(-)r(i^|)  = 
r(-|')-r(^1  = 


Sn 

cos 

2 


Mit  Benutzung  der  ersten  und  dritten  dieser  Hilfsformeln 
überzeugt  man  sich  ohne  Mühe,  dass 

wenn    7)  >  0    ist,  wegen  (76a)   der  Ausdruck 

(77a)  F(s,D).r{i)(^^f, 

mit  Benutzung  der  ersten  und  zweiten  der  Hilfsformeln,  dass, 
wenn    Z)  <  0    ist,  wegen  (T6b)   der  Ausdruck 

(77  b)  Fis,D)-r{^){'^f 

bei    der  Vertauschung    von    s    mit    1  —  s    ilngeändert 
bleibt. 

Insbesondere  also  ergiebt  sich  für  den  Fall  7)  =  1 ,  in 
welchem  F(s,D)  mit  ^  (s)  identisch  ist,  der  schon  von 
Riemann  ausgesprochene  Satz,  dass  das  Produkt 

(77c)  e(,).r(i-).:r-V. 

bei  der  Vertauschung  von  s  mit  1  —  s  sich  nicht  ändert. 
Wir  fügen  diesen  Sätzen  über  die  Funktion  F{s,  I))  noch 
die  Bemerkung  hinzu,  dass  den  analytischen  Eigenschaften 
zufolge,  welche  wir  für  die  Funktionen  ^  (s,  a,  m)  nachgewiesen 
haben,  für  jede  Determinante  D,  welche  von  1  ver- 
schieden und  frei  von  quadratischen  Theilern  ist, 
die  Funktion  F(s,  D)  für  jedes  s  eindeutig  und  auch 
für  jeden  endlichen  Werth  von  s  endlich  ist.  Denn 
der  einzige  Werth,  für  welchen  letzteres  bezweifelt  werden 
könnte,  wäre  der  Werth  s  =  1 ,   in  Avelchem  wir  fanden 


Zahlentheoretische  Funktionen.  351 

lim.  (s  —  l)t{s,  a,  ?»)==-; 

s  =  1  "' 

dementsprechend  fände  man  hier,  wenn  wir  zuerst  den  Fall 
1)  =  +  Fee^\   (mod.  4)    behandeln,  nach  (73) 

lim.  (.-l)F(.,/^)  =  ^^(},) 

S— 1  ; 

d.  li.  aber,  wenn  7)  nicht  1  ist,  gleich  Null  (s.  Formel  (3)  des 
3.  Abschnitts).  In  gleicher  Weise  fänden  wir  für  diesen  Orenz- 
werth  im  zweiten  Falle 

4P  *  ^  \t)  ' 
und  in  den  beiden  andern  Fällen 

8P  ■  j^  \t)  ' 
diese  Summen  in  demselben  Umfange  genommen,  wie  in  der 
Formel  (6)  ebendaselbst,  entsprechend  den  hier  betrachteten 
speciellen  Formen  von  D,  und  folglich  gleich  Null.  Hieraus 
ist  also  ersichtlich,  dass  F{s,  D),  solange  D  von  1  verschieden 
ist,  auch  für  s  =  1  endlich  bleibt.  Da  somit  F{s,D)  überall 
endlich  ist,  so  folgt  aus  den  Beziehungen  (76),  dass  die  Werthe 

von  s,  für  welche  f  (a)  cos  „    resp.   f  (s)  sin  —    unendlich  sind, 

Nullpunkte  der  Funktion  F(s,  D)  sind. 

Ist  also  D>0,  so  verschwindet  F(s,  D),  wenn 
s  =  0  oder  eine  negative  gerade  Zahl  ist, 

ist  dagegen  Z)  <  0,  so  verschwindet  F(s,  D),  wenn 
i>'  eine  negative  ungerade  Zahl  ist. 

Dagegen  wird  für    D  ^  1 

Fis,D)  =  tis) 
und  man  weiss  nach  Abschnitt  3,  dass  diese  Funktion  für 
s  =  1   unendlich  wird  in  der  Weise,  dass 

lim.  (s-\)^(s)  =  l 
ist. 


Zwölfter  Abschnitt. 


Die  Häufigkeit  der  Primzalileii. 

1.  Die  Wahrscheiulichkeitsreclinung,  deren  Ergebnisse  um 
so  zuverlässiger  zu  sein  pflegen,  je  grösser  die  Anzahl  der 
Fälle  oder  Ereignisse  ist,  aus  denen  sie  erschlossen  werden, 
hat  längst  schon  das  Bedürfniss  empfunden,  die  mit  jener  An- 
zahl immer  wachsende  Complicirtheit  der  Ausdrücke,  mittels 
deren  die  Wahrscheinlichkeiten  zu  berechnen  sind,  vermeiden, 
diese  nämlich  durch  einfachere  ersetzen  zu  können,  welche  den 
augenäherten  Werth  der  ersteren  ergeben.  Damit  dies  zu- 
lässig sei,  müssen  sie  ihnen  mit  der  wachsenden  Anzahl  der 
Fälle  stets  näher  und  näher  kommen,  ganz  ähnlich  wie  die 
Asymptote  einer  Curve  sich  unendlich  der  letzteren  annähert, 
wenn  man  immer  weiter  auf  ihr  fortschreitet.  Man  darf  da- 
her diese  einfacheren  Ausdrücke  auch  als  asymptotische 
Ausdrücke  oder  Gesetze  für  die  zusammengesetzteren  be- 
zeichnen, muss  dies  aber  im  allgemeinen  in  etwas  weiterem 
Sinne  thun  als  in  der  Geometrie:  denn  die  Annäherung  besteht 
hier  im  allgemeinen  nicht  sowohl  darin,  das  der  Unterschied 
zwischen  den  Ausdrücken  und  ihren  asymptotischen  Gesetzen 
gegen  die  Null,  sondern  meist  nur  darin,  dass  das  Verhält- 
nis s  zwischen  beiden  gegen  die  Einheit  convergirt. 

Bei  den  Berechnungen  dieser  Art  spielen  zwei  berühmte 
Formeln  eine  grosse  Rolle,  die  wir  hier  als  bekannt  voraus- 
setzen müssen.  Die  erste  ist  die  Euler'sche  Summen- 
formel, von  welcher  wir  jedoch  nur  den  speciellen  Fall  ge- 
brauchen, der  in  nachstehender  Gleichung  sich  ausspricht: 
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(1)  /■(!)+ /"(S) +•••+ /^W 

=  C  +  j'f{n)dn  +  \  f\n)  +  ^'^  /'OO  •  •  • 

wo  C  eine,  von  der  Natur  der  Funktion  /'  abhängige  Con- 
stante  l)ezeichuet.  Ist  insbesondere  f{x)  =  ,  so  nimmt  sie 
die  besondere  Gestalt  an 

TZ 

1 
worin  E  die  sogenannte  Euler'scbe  Consta nte  ist,   welche 
den  Werth  des  Integrales 


E 


ergiebt.     Ist  ferner  f{x)  =t    .^ ,  so  erhält  man  die  Gleichung 

(1  '0  ^  ^n-  ^  ¥  ~~  M  "•    2>r^  ~  6«^  "^  ■  ■  ■ 

1 

Von    diesen    zwei    Formeln    werden    wir    mehrfach    Gebrauch 

machen. 

Die  andere  der  gedachten  Formeln  ist  die  aus  der  Euler- 

schen  ableitbare  Formel  von  Stirling,   welche   selbst  als  ein 

asymptotisches  Gesetz  angesehen  werden  darf.     Die  Stirling- 

scho  Formel*)    besagt,    dass,    wenn   n  eine    positive    ganze 

Zahl  ist, 

e_ 


(2)       log  1  •  2  •  3  •  •  ■  n  =  [n  +  \)  log«  —  n  +  logl/2 jr  +  ^ 

gesetzt  werden  kann;    unter  0  verstehen  wir  hier  und  in 
allem  Folgenden  einen  jjositiven  echten  Bruch,  dessen 


*)  Serret  hat  die  Stirling'sche  Formel  auf  sehr  einfache  Weise 
nur  durch  Umformung  der  Ijckannten  Gleichung,  durch  welche  Wallis 
die  Zahl  n  als  unendliches  Produkt  definirt  (in  seinem  Handbuch  der 
höheren  Algebra,  deutsch  von  VVertheim,  2.  Bd.  S.  151,  oder  auch 
Lehrhuch  der  Difterenzial-  u.  Integral-Rechnung,  deutsch  von  llarnack, 
2.  Th.  S.  198  ft'.)  hergeleitet. 
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Werth  aber  von  einer  Gleichung  zur  anderen  wech- 
seln kann. 

Mit  Hilfe  dieser  Formel  lässt  sich  z.  B.  sogleich  der 
Coefficient  des  mittelsten  Gliedes  in  der  binomischen  Entwick- 
lung von  (a  -\-  hy",  nämlich 

2rt(2  n  —  l)--{n-{-  1)  __    1  •2-3-  •  ■  •  2n 
1.2-    •  •  •  n  (1  •  2  •  3  •  •  •  •  n)2  ' 

dessen  unmittelbare  Berechnung  mit  wachsendem  n  auf  un- 
überwindliche Schwierigkeiten  stossen  würde,  sehr  einfach  mit 
beliebiger  Annäherung  berechnen.     Denn  aus  (2)  folgt 

log  1 .  2 .  3  .  ...  2fi  —  2 .  log  .  1 . 2 . 3  .  ...  n 

=  '2n  log  2  —  —  log  Tin  -\ , 

o  2       ="  '        24n     ' 

(9,  6'  zwei  echte  Brüche),  also  bis  auf  ein  Glied  von  der  Ord- 

1 
nung  —  genau 

O        «M       O 


l^g  (T:2T3TT:t^  =  2«  log  2  -  -  log  nn 

1  •2-3-  •••    2w  2^" 


d.   i. 

^^^  (1-2.3.  •••  nY  —y,^' 

ein  ofienbar  sehr  viel  einfacherer  asymptotischer  Ausdruck. 

2.  Zu  solchen  asymptotischen  Gesetzen  giebt  nun  auch 
die  Zahlentheorie  ganz  besonders  reichliche  Veranlassung,  wie 
wir  dies  im  folgenden  Abschnitte  bei  der  Betrachtung  der 
sogenannten  mittleren  Werthe  zahlentheoretischer  Funktionen 
näher  ersehen  werden ;  für  den  Augenblick  beschränken  wir 
uns  auf  die  Frage  nach  dem  Vorkommen  der  Primzahlen  in 
der  natürlichen  Zahlenreihe.  Die  Abzahlung  der  Primzahlen 
d.  i.  die  Ermittelung  ihrer  Anzahl  unterhalb  einer  gegebenen 
Grenze  weist  sehr  grosse  Unregelmässigkeiten  auf;  während 
im  allgemeinen  die  Dichtigkeit  derselben  immer  geringer  wer- 
den muss,  da,  je  mehr  Primzahlen  schon  angetroffen  worden^ 
die  Menge  der  dazwischen  tretenden  zusammengesetzten  Zahlen 
sich  häuft,  so  folgen  sich  doch  immer  wieder  zwei  Primzahlen 
in  sehr  nahem  Abstände,  z.  B.  nur  um  zwei  Einheiten  ent- 
fernt-, und  es  ist  schwer  ein  Gesetz  erkennbar,  nach  welchem 
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ihre  Hiiulicrkeit  sich  bestimmt.  Bevor  ein  solches  o;el'uiideii, 
sah  man  sieh  naturgemäss  zur  Aufstelhmg-  eines  Ausdruckes 
aufgefordert,  welcher  wenigstens  annähernd  und  je  weiter  man 
zählt,  um  so  angenäherter  die  Menge  der  vorhandenen  Prim- 
zahlen anzugeben  vermag.  Legeudre  hat  zuerst  durch 
Induction  ein  solches  asymptotisches  Gesetz  für  die 
Häufigkeit  der  Primzahlen  ausfindig  gemacht  und  ihre 
Menge  unterhalb  der  Grenze  x  durch  die  Formel 

^^^  ^^^■'')^lo-.T- 1,08306 

bestimmt.  Dirichlet  hat  sodann  in  einer  Arbeit,  welche 
für  die  Untersuchung  der  asymptotischen  Gesetze  in  der 
Zahlentheorie  den  eigentlichen  Ausgangspunkt  bezeichnet,  von 
der  aber  nur  eine  kurze  Notiz  erschienen  ist''"),  u.  a.  auch  die 
Legeudre'sche  Formel,  wie  er  angiebt,  hergeleitet.  Unab- 
hängig von  ihm  hat  Tschebischeff  sich  mit  der  gleichen 
Frage  beschäftigt**).  In  seiner  bezüglichen  Arbeit  leitet  er 
zunächst  aus  Integralbetrachtungen  folgenden  Hauptsatz  her: 
Ist  n{x)  die  Anzahl  der  Primzahlen  uuterhall)  der 
Grenze  x,  so  werden  die  Ungleichheiten 


log"a; 

2  2 

jede  für  unzählige  Werthe  von  x  zwischen  2  und  oo 
erfüllt,  wie  klein  das  positive  a  und  wie  gross  die 
positive  ganze  Zahl  n  gedacht  werden. 

Aus    diesem    Satze     zieht    Tschebischeff    sodann     den 

8chluss,    dass   „ log  x  für  x==oc  keine  von  —  1  verschie- 

'  Ilx  ° 

dene  Constante   zur  Grenze   haben   und  hiernach  Legendre's 

Formel    nicht    unbegrenzt    zulässig    sein    könne.      Wenn    man 

sagt,     eine    Grösse    A    sei     von     der    Ordnung ,    wenn 

log  a; 

bei  unendlich  wachsendem  x  das  Verhältniss  von  A  zu 


log"'  X 


*)  Dirichlet  in  den  Monatsber.  der  Heil.  Acad.  v.  J.  1838. 
**)  'l'schebischeft,  sur  la  totaliti'  de«  noiiilires  jireiniers  iuterieurs 
a  une  liiuite  doinico,  in   Lioii  vil  I  i'S  .lonniiil   IM.  17  p.  341. 

23  * 
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für  m  >  n  unendlich  gross,  dagegen  für  m  <  n  unendlich  klein 
wird,   so   lässt   sich  zeigen,  dass  Legend re's  Ausdruck  nicht 

o-enau   ist   bis    zu    den   Grössen    von    der   Ordnung  ^j — —  ein- 

O  o      log'X 

schliesslich,  dass  vielmehr  unter  allen  Funktionen  von  der  Form 

.  ^  dies  nur  die  Funktion  -, r  ist.    Man  bemerke, 

A  log  X  -\-  B  log  x  —  1  ' 

dass  zufolge  der,    durch   partielle  Integration  leicht  zu  erhal- 
tenden Gleichung 

J'    dx    X        |l-^'|12-a;,  .1  -2  ■  3  ■■  •  (n  —  l)x 

\ogx         logx  "■    log^a;    '       log=*a;    "■        '    '  log^a; 

+  1  .  2  •  3  .  .  •  (n  -  1)  J-     ''' 


loi 


,«  +  1 , 


die  Ausdrücke die   successiven  Entwicklungsglieder  des 

log™  X 

Integrals 

^  -^  /  loga; 

sind.  Dieser  Umstand  in  Verbindung  mit  dem  vorher  gege- 
benen Satze  veranlassen  Tschebischeff,  statt  des  Legend  re- 
scheu Ausdruckes  das  Integral  ((3)  als  asymptotisches  Gesetz 
für  n(x)  einzuführen.  In  der  That  zeigen  die  Tafeln  der 
Primzahlen,  wie  schon  Gauss  bemerkt  hatte*),  dass  es  zu 
solchem  Zwecke  sich  annähernd  mit  gleichem  Erfolge  eignet, 
wie  die  von  Legen dre  vorgeschlagene  Formel.  Zwar  weicht 
die  Legendre'sche  Formel  innerhalb  der  drei  ersten  Millionen 
weniger  von  der  wahren  Anzahl  der  Primzahlen  ab,  als  das 
Integral,  aber  die  Zählung  innerhalb  dieser  Grenzen  ist  zur 
Feststellung,  welche  der  beiden  Formeln  der  andern  überlegen 
ist,  nicht  zureichend;  erst  eine  Vergleichung  weit  genug  über 
diese  Grenzen  hinaus  könnte  darüber  entscheiden.  Es  ergiebt 
sich  dies  aus  der  einfachen  Bemerkung,  welche  Ts  che  bi- 
sche ff  macht,  dass  der  Unterschied 


*)  Gauss'   Brief  an  Encke  v.  24.12.  1849,  s.  ges.  Werke  Uil.  II 
p.  444. 
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X 

.(  \  ^       ^ i'^l_ 

'^ '  '        log  a;  —  1,08366       J  log  x 

mit  der  Ableitung 

,  ,   .  0,08366  log.f  —(1,08366)^ 

'^  ^^^  ~~     logx-  (log a^^, 08366)*    ' 
welche  für 

(l,U8366)^ 
,  (1,08366)-'         ,      ■      ,,..  0,08366  1   i^AI  ÜAi' 

l«g  ^  =    0,08366  '^-    '■   ^'''  ^"  =  '  =  ^  ^^^  ^^*''   ••• 

verschwindet,  während  -d"  {x)  alsdann  positiv  ist,  für  diesen 
VVerth  von  x  ein  Minimum  ist  und  von  ihm  an  bei  Avachsen- 
dem  X  fortdauernd  zunimmt,  da  z/'  (x)  dann  positiv  ])leibt. 
Neuerdings  hat  Meissel*)  die  Anzahl  der  Primzahlen  nach 
einer  besonderen  Methode  sehr  viel  weiter,  nämlich  bis  an  die 
Grenzen  der  ersten  Milliarde  berechnet,  es  scheint  aber,  dass 
er  der  eben  besprochenen  Frage  dabei  keine  Erörterung  ge- 
widmet hat.  — 

Vermittelst  der  Formel 


n(x)=J' 


i*  dx 
\ogx 

2 

hat  Tschebischeff  zwei  asymptotische  Ausdrücke  bestätigt, 
welche  auch  schon  Legend re  aus  seiner  Formel  für  die  bei- 
den Ausdrücke 


2"  7 "'"'  n 


wenn  sie  über  alle  Primzahlen  unterhalb  einer  gegebenen 
Grenze  erstreckt  werden,  hergeleitet  hatte.  Diese  interessanten 
asymptotischen  Gesetze  wollen  wir  hier  ohne  jede  Annahme 
eines  Ausdruckes  für  Hix)  auf  völlig  strengem  Wege  be- 
weisen,   indem    wir    uns    einer    Arbeit    von  Mertens**)    an- 

*)  Meissel:  Ueber  die  Bestimmung  der  Primzahlenmenge  inner- 
halb gegebener  Grenzen;  Berechnung  der  Menge  der  Primzahlen,  welche 
innerhalb  der  1.  Million  natürlicher  Zahlen  vorkommen;  Berechnung 
der  Menge  der  Primzahlen,  welche  innerhalb  der  ersten  Milliarde  natür- 
licher Zahlen  vorkommen,  in  Math  Annalen  Bd.  2,  3,  25,  s.  auch  Bd. 
21  u.  23. 

**)  Mertens,  ein  Beitrag  zur  analytischen  Zahlentheorie,  Journal 
f.  d.  r.  u.  a.  Mathematik,  Ed.  78  S.  46. 
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schliesseii,  dio  aucli  noch  andere  beacliteuswerthe  Resultate 
enthält.  Sie  beruht  auf  derselben  Grundformel,  Avie  eine  zweite, 
die  Menge  der  Primzahlen  betreflFende  Abhandlung  von  Tsche- 
bischeff*),  von  der  wir  zu  sprechen  haben.  Diese  Grund- 
formel wollen  wir  demnach  zuerst  beweisen,  indem  wir  dabei 
eine  Funktion  zu  Hilfe  nehmen,  welche  Cesaro  eingeführt 
hat**). 

3.  Wir  schicken  einen  allgemeinen  Satz  voraus, 
den  wir  auch  später  gebrauchen  werden. 

Sei  X  ein  positiver  Werth  und  \oc\  das  grösste  darin  ent- 
haltene Ganze,  /"(,/)  und  F{3c)  seien  Funktionen,  zwischen 
denen  für  jedes  positive  x  die  Beziehung  besteht: 

(7)        F{x)  =  /•(!)  +  /(ä)  +  /'(S)  +  •  •  •  +  /T^]  ***)• 

Aus  dieser  Annahme  folgt  für  jede  positive  ganze  Zalil  i 

F  (1)  =  /■(!)  +  /\2)  +  fCo)  +  ■  •  .  +  f[^] 
und  daher  auch 

2^I''(t)=2'(/-(o  +  /-(^)+  •••+/■[ 

/  =  1  !  =  1 

Ist  nun  li  eine  Zahl  <[ä],  so  kommt  in  der  Summe 
rechts  offenbar  das  Glied  f{li)  so  oft  vor,  als  li  <  d.  h. 
i  <;  ~  ist,  also  -^J  Mal,  und  die  Gleichung  lässt  sich  demnach 
auch  folgendermassen  schreiben: 

1  1 

In  (lieser  zuerst  von  Dirichlet  gegebenen  Formel 
besteht  der  gedachte  allgemeine  Satz. 


*)   Tschebischeff,   memoire   sur  les   nombres    premiers,    Liou- 
ville"s  Journal  Bd.  17  p.  366. 

**)  Cesaro,  sur  une  fonction  v,  in  seiner  bereits  erwähnten  Schrift 
sur  diverses  questions  d'arithmotique. 

•**)  f[x\  steht  hier,  wie  im  Folgenden  in  ähnlichen  Fällen,   kürzer 
für  tWx]). 
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Niiumehr  bezeichnen  wir  mit  Tschebi sehet i'  durch  das 
Zeiihen  B  (.r)  die  Summe  der  natürlichen  Logarithmen 
aller  Primzahlen  q  <  a*.  Sei  alsdann  für  eine  solche  Prim- 
zahl (f  die  höchste  Potenz,  welche  noch  nicht  grösser  ist  als 
X,  also 

(f  <X  <  r/'  +  l 
und  folglich 

1  1 

(i  + 1    ^  ^        a 

X  ^   <q  <:x     , 
so  Jiiidet    sich  log  q    einmal    als    Summande  vor    in  jeder   der 

Funktionen  G  {x)j  Q\x    / ,  .  .  .  ^\x'/  ,  aber  nicht  mehr  in  den 

Funktionen  Q\x"),  9  xx"  J ,  .  .  .;  log  q  findet  sich  dem- 
nach in  der  Summe 

(9)  ,/.(:K)  =  o(a-)  +  eU-V  +  eUv+  •••, 

welche  fortzusetzen  ist,  bis  das  Argument  der  Funktion  6 
kleiner  als  2  wird,  wo  dann  die  Funktion  den  Werth  0  hat, 
genau  a  Mal  als  Summande  vor. 

Ferner  setzen  wir  mit  Cesaro  v  (n)  =  0,  so  oft  n  eine 
aus  mehreren  Primzahlen  zusammengesetzte  ganze  Zahl  ist, 
dagegen  v(^)i)  =  ]ogq,  wenn  n  =  q^  eine  Primzahlpotenz  ist; 
V  (1)  wird  entsprechend  gleich  log  1  d.  i.  gleich  0  gesetzt. 
Da  nun  in  der  Reihe  1 ,  2 ,  3 ,  ...  \x\  von  q  nur  die  Potenzen 
(/;  (2">  3^  •  •  •  2"  vorkommen,  so  findet  sich  in  der  Summe 

.     v{\)-\-v{2)  +  v{:^)-\-  ...   -\-v[x\ 
logq  genau  a  Mal  vor. 

Da  dieses,  wie  das  vorige  Resultat,  für  jede  der  Vr'uu- 
zahlen  q  <CX  gilt  und  alle  Zahlen  <;  x  nur  aus  solchen  zu- 
sammengesetzt sind,  so  ergiebt  sich  sogleich  die  Ueberein- 
stimmung  der  bezeichneten  beiden  Summen,  nämlich 

(10)  V'(:c)  =  a,(l)-f  i,(2)  +  i;(3)+   •••  -]-v[x\ 

für  jeden  positiven  Werth  von  x.  Hiernach  folgt  aber  aus 
dem  voraufgeschickten  Hilfssatze  die  Gleichung 


[X]  [.r] 

2 


^*{-)-2[iU''h 
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iii  welcher  man  die  linke  Seite  auch  durch  die  »Summe 

fortgesetzt,  bis  sie  abbricht,  was  geschehen  wird,  sobald  das 
Argument  von  i/;  unter  2  herabsinkt,  und  die  rechte  Seite 
durch 

2'ogK[f]+[f]+m+---) 

q<.  •<•■ 
ersetzen  kann,  da  viji)   nur  für  solche  Werthe  von  /.-,  welche 
Primzahlpotenzen  sind,  von  0  verschieden,  für  alle   Potenzen 
derselben  Primzahl  q  aber  gleich  log  q  ist.     Somit  nimmt  die 
vorige  Gleichung  die  Gestalt  an: 

(11)  t^(.a;)  +  i/.(|)  + 1/^(1-)+  •••  =2^e(^-,  ^)-logg, 
wenn  zur  Abkürzung  gesetzt  wird 

(12)  K^,?)  =  [f]  +  [-^]  +  [|.]+---, 

die  Reihe  fortgesetzt,  bis  sie  abbricht. 

Nun  bezeichnet  aber  der  letztere  Ausdruck  genau,  wie  oft 
die  Primzahl  q  in  dem  Produkte 

1  •  2  •  3  •  •  •  [x\ 
aufgeht  oder  wie  oft  log  q  in  dem   entwickelten  Logarithmus 

log  1  •  2  •  3  •  •  •  [x\ 
als  Summaude  auftritt;  und  da  andere  Primzahlen  als  die  mit 
q   bezeichneten   in   diesem   Produkt    nicht    enthalten    sind,    so 
findet  sich  offenbar  die  Beziehung 

(13)  log  1  ■  2  .  3  •  •  .  \x\  =  ^(x)  +  ^.(1)  +  ./.(!)  +  .. .    . 

Dies  ist  die  Grundformel  von  Tschebischeff.   — 

Diese  Grundformel  benutzt  nun  Tschebischeff  in  der 
eben  genannten  Abhandlung,  um  für  die  Menge  der  Prim- 
zahlen in  einem  gegebenen  Intervall  der  natürlichen  Zahlen- 
reihe zwei  Grenzen  aufzustellen.  Er  leitet  zunächst  aus  ihr 
für  il){x)  zwei  Ungleichheiten  her: 
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in  tleiieu  zur  Abkürzung 

log  1  •  2  •  3  •  •  •  [x\  =  T{x) 

gesetzt  ist.  Schliesst  man  aber  T(x)  selbst  durch  die  Ötir- 
li  Mg 'sehe  Formel  in  Grenzen  ein  (s.  folgende  Nr.),  so  nehmen 
diese  Ungleichheiten  die  Form  an: 

5 

0  (if)  >  Ax  — ^  log  X  —  1 


0  (a)  —  ip  (  g  )  <Äx+  l^logx, 
A  =  log 


wo 

30*'^'° 

ist.  Aus  ihnen  leitet  Tschebische  ff  für  die  Funktion  O(.i') 
die  beiden  Grenzen  her: 

(14)  e.(x)<e{x)<Q^{x), 

wobei 

/^  -N    I  ö,  (x)  =-Ax  —  Ax^^'  4-  -rr—n  log^ a:  4-  -^  log o;  -|-  2 

(15)     I       ^   "^  5  '     4  log  6      ^         '      2       °        ' 

6., (x)  =  Ax ^  A ä;'/^  —  „  ,^  ^  log-^ x r-  log x  —  3 

(_    -  ^  ■^  o  8  log  6      °  4       '=' 

ist.  Sind  aber  /,  Ly>  l  gegebene  positive  Werthe  und  m  die 
Anzahl  der  Primzahlen  >  l  und  <  Z,  so  wird 

m  \ogl  <  e  (L)  —  e (/)  <  m log L 

sein.  Durch  Umformung  dieser  Ungleichheiten  mittels  der 
Ungleichheiten  (14)  erhält  mau  die  zwei  Grenzen,  in  welche 
^Fs  che  bis  che  ff  die  Anzahl  der  innerhalb  des  Intervalls  /  bis 
]j  enthaltenen  Primzahlen  beschlossen  hat.  Ihre  Ausdrücke 
sind  aber  so  arg  complicirt,  dass  sich  aus  ihnen  irgend 
welcher  Schluss  auf  die  Häufigkeit  der  Primzahlen  nicht 
ableiten  lässt.  — 

4.  Indem  wir  uns  daher  nun  den  Untersuchungen  von 
Mertens  zuwenden,  ziehen  wir  zuvörderst  aus  der  Grund- 
formel von  Tschebischeff  in  Verbindung  mit  der  Stirling- 
schen  Gleichung  den  ersten  der  beiden  Mertens'schen 
Hilfssätze. 
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Durch  eine  leichte  Uinformuiig  uimmi  iiäuilich  letztere 
Gleichung  die  Gestalt  au: 

log  1.2.3. ••  n  =  log}/2^  +-i  +  {u-^D  aogn-  1)  +  ^^ 

und,  wenn  man  )i  in  n  -{-  1  verwandelt,  auch  die  folgende 
Gestalt: 

legi. 2-3  •••u  =  log]/2^-|  +  (n  +  l-|)(log(«+l)-l) 

+  --^ 

'    12  (n  +  1) 

Bedeutet  nuu  wieder  x  einen  positiven  Werth  und  [x] 
das  grösste  darin  enthaltene  Ganze,  so  folgen  aus  diesen  bei- 
den Gleichungen  die  folgenden  Ungleichheiten: 

log  1 .2.3  •••  |x]<logl/2^  +  I  -f  {x  +  I)  (log;^-l)  +  1 

d.  i. 

<  log  y27i  -\-x  log X  -  a;  -f  y  log  X  -f  ^ 
und 

log  1-2.3  •••  [:,J>log}/2^-l  +  (^-  1)  i^ogx  -  1) 
d.  i. 

> log  y27C  -\-  X  log X  —  X  —  —  log X. 

Durch  Verwandlung    von    x   in   -      i^    ^^^^'   letzteren   und 

durch  zwiefache  Subtractiou  der  so  entstehenden  Ungleichheit 
von  der  ersteren  geht  die  nachfolgende  hervor: 

log  1 -2.3  •••  M-21og  1.2-3  ••.  [^] 
<Ä;log2  +yloga;-  log]/23r  —  log2  +  - 

d.  i.  <  X,  wenn  x  gross  genug  gedacht  wird;  eine  genauere 
Rechnung  zeigt,  dass  dies  schon  der  Fall  ist,  wenn  :r  >  4  ist. 
Man  findet  daher  alsdann  die  Ungleichheit 

und  da  die  Funktion  6  {x)  und  somit  offenbar  auch  7p (f )  zu- 
gleich mit  X  abnimmt,  einfacher  noch 
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In  gleicher  Weise  aber  ist 


*■(!)- ^C) 


<f 


woraus  durcli   Addition  endlich 

wo     die     Reihe     unendlich     fortgesetzt    werden     darf,     d.    h. 
il'(x)'C2x  hervorgeht.     Umsomehr    also    findet    die   Un- 
gleichheit statt: 
(17)  Q(x)<2x 

oder 

Nachdem  wir  dies  festgestellt  haben,  kehren  wir  zur  De- 
tinitionsgleichung  (12)  zurück,  in  welcher  wir  jetzt  unter  x 
eine  positive  ganze  Zahl  n  verstehen  Avollen.  Zufolge  der  Be- 
deutung der  Symbole  zur  Rechten  ergeben  sich  aus  ihr  un- 
mittelbar die  Ungleichheiten 

O^^O  f  -  ^<c{n,  ri)<n{l  +  ^  -{- ^,  +  ■  ■  ■) 

und  nun  weiter  die  folgenden: 

»  ">f  -  log  ä  <  c  (n,  j)  log  ^  <  '.  C^  +  '"«  «  +  •  ■  ■) 

also  auch,  wenn  über  alle  Primzahlen  (i<Cn  summirt  und  (11) 
wie  (loj  beachtet  wird, 

Ersetzt  man  nach  der  Stirling'schen  Formel  das  mittlere 
Glied  durch 

(«  +  l  )  log  n  -  n  +  log  |/27r  +  j|^ 
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und  tlieilt  die  Uiigleichheiteu  durcli  //,  so  führt  man  sie  ohne 
Mühe  in  die  folgenden  über: 


(20) 


1 


los  27Tn 


12  n- 


^2  log  q  <log  n  —^  -^ 


+2;-°p+ 


1  0 

Nun    ist   1  —   ,    log  27r«  — -,^.  >  0,    wie   sich  ergiebt, 
•In      °  12«''  '  o         > 

wenn  man  erwägt,  dass,  da  n  >  2  gedacht  ist, 

loj,''27r«         log  2«    ,    log  TT        log  4:    ,    log  4 


2« 


+ 


2n    *^     4 


+    r   <log2 


und 
also 


12  u-  ^  48 

ioff2^«         e        j  1 


2« 


48 


ist*).     Andererseits  ist 

^  3  /yiogf?     yiog^z 

aus  der  Euler 'sehen  Formel 


2 


+  ••■); 


2       1 


aber  folgt  durch  logiirithmische  Differenzirung  nach  6" 


^7  Log  n 


2^ 


also  für  s  =  2 


^2" 


log^ 

9* 


2       1  — 


1 


■2"-rA+A  + 

2  (/ 


)' 


*')  Diese  ßemerkung,  durch  welche  die  Beschränkung  auf  die 
Worthe  n^5,  die  in  der  Mertens'schen  Arbeit  seinen  Resultaten 
auferlegt  wird,  aufgehoben  wird,  verdanke  ich  einer  brieflichen  Mit- 
theilung Ton  seiner  Seite. 
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uutl  liier  ist  endlich 


während 


^'V +2 '"'•"  + ■■  — 


2 


^^'/^4.... 
'/    ^ 

VI  log  n 

^     n- 

1 

CO 

1 

1            n- 

^lo|_«  _  0,9375482543  .  .  . 
1 

ist*).     Aus  alle  diesem  geht  hervor,  dass  den  Ungleichheiten 
(20)  die  einfachere  Gestalt  gegeben  werden  kann 


^2'i°g2<'«g"-2"T<2 


^2 
n 


und  da  nach  dem  ersten  Merteus'schen  Hilfssatze  die  linke 
Seite  numerisch  kleiner  als  2  ist,  findet  man  so  den  zweiten 
Mertens'schen  Hilfssatz:  Es  ist  immer,  wenn  c>  einen 
positiven  oder  negativen  echten  Bruch  bedeutet, 

(21)  logn=2"T  +  2***>- 


*)  S.  Gauss  Disqu.  Arithm.  p.  364. 
**)  In  seiner  Abhandlung  sur  diverses  questions  d'arithmetique, 
Note  20  (sowie  auch  in  der  Vorrede)  meint  Herr  Cesaro,  dass  das 
hier  —  nur  mit  einigen  unwesentlichen  Veränderungen  —  wiedergegebene 
Räsonnement  von  Hrn.  Mertens  einen  Fehler  enthalte,  der  es  giinzlich 
umwerfe.     VjV  schliesst  nämlich  folgendermassen :    Aus  (12)  gehen,  wenn 

r/<n<ä«  +  ^ 
gesetzt  wird ,  die  Ungleichheiten  hervor 

"(i  +  fr+-)-"<^'"''><»(7  +  ./+     ) 

oder,  da    a  =  \  r         \    ist,  umsoniehr  die  folgenden: 
Llog  gJ 

ooa)  ji-(-i-4-.)  i^^"<.(.,.)<4;  +  u  •) 

^  \  <J         q  I        log  (i  ^  '1        '1  ' 
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0.    Von    diesen    Sätzen    ausgehend    kann    man   nun   nach 
Hertens  die  Summe 


2 


1<x 

ermittehi;  indem  man  hierzu  die  Summe 

ZU  Hilfe  nimmt.     Das  Princip  dieser  Mertens'schen  Er- 
mittlung   besteht    in    einer    eigenthümlicheu    Umfor- 
mung, welche  mittels  der  einfachen  Bemerkung,  dass 
f{n)-f{n-l)  _^         ,_        1 


los  n 


0     oder 


ist,  je  nachdem  n  eine  zusammengesetzte  oder  eine  Primzahl 
ist,  vorgenommen  werden  kann.  Aus  der  oben  benutzten 
Eul  er 'sehen  Formel  folgt  nämlich  zunächst,  wenn  s  =  1  -|-  p 
gesetzt    und    der   im   3.  Abschnitte    gegebene    Dirichlet'sche 

00 

Satz  vom  Grenzwerthe  der  Summe  q  ^  ,  für  q  =  0  in 
Erinnerung  genommen  wird,  ^ 

n 


-^. 


5 

unter  [q)  eine  Grösse  verstanden,  welche  zugleich  mit  q  un- 
endlich klein  wird.  Durch  Uebergang  zu  den  Logarithmen 
erhält  man  also  diese  Gleichung: 


Indem  er  nun  genau   folgert,   wie  wir  es   getlian  liabon,   kommt  er  zu 

Grenzen  für  den  Unterschied 

'V  log  2 
log  n  -2j  -^  > 

welche  das  störende  Glied 

U  (n)  log  n 
n 
enthalten,  und  schliesst  hieraus,  dass  bei  Hrn.  Hertens  dies  störende 
Glied  durch  einen  fehlerhaften  Schluss  eliminirt  werde.  In  Wahrheit 
aber  liegt  die  Schuld,  dass  es  überhaupt  auftritt,  nur  in  dem  Umstände, 
dass  Hr.  C^saro  statt  der  Ungleichheiten  (19),  die  wir  benutzt  haben, 
von  den  ungeeigneten  Ungleichheiten  (19a)  Gebrauch  macht. 
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(22)  J'-,+,  =  l«gV  +  W-^' 


2       3 

weun  zur  Abkürzuns 


(23)       ii';=+ili+-=^ 

gesetzt  wird.  —  Mit  Hilfe  der  voraufgeschickten  Bemerkung 
aber  kann  luaii  die  auf  alle  Primzahlen  q  ^  (/  -\-  1  erstreckte 
Summe 

yr_]^_  yf(n)-fin-l) 


d.  i.  gleich 


(f/  + 


1)'-'  log  ig  +  1)        ^,  W'  log  n        (»  +  l)P  log  (n  +  1)/ 


setzen,   wobei  g  die  positive  ganze  Zahl  [x]  sei.     Dieser  Aus- 
druck kann  mit  Rücksicht  auf  (21)  durch  den  andern 


-f(9) 


{{,  +  1)?  log  {q  + 


9  + 
d.    i. 


h  /,  log  n  (~ ) 

1)      ^  VwHog«        („  +  i)Viog(«  +  i); 

+  2zr  V  f-^     - ' ^ 

^    VwMogn        («+l)?log(n  +  l)/ 


(24)    ^^^^-Z^-M^  +  Viog  ,^  /     ^ \ \ 

'  {g  +  1)?  log  (9  +  1)       ^      °       V«'^  logn        (n  +  1)C^  log  (n  +  1)/ 

ersetzt  werden,  in  welchem  z/,  d  positive  oder  negative  echte 
Brüche  sind.     Hier  ist 

log  n  ( )  =  — 

Vn^^  log  «        in  +  1)'^  log  (n  +  1)/         n^' 


(n  +  1)C' 


(-„4t) 


(n  +  l)C'log(«  +  l) 
und  mit  Rücksicht  auf  die  für  jedes  a;  <  1  giltige  Formel 
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darf  man  für  jedes  positive  q  bis  q  ==  0  hin 

r.i'L^ii  _4i) = '_     +  _^ 

(n  +  1)"  log  (n  +  1)        (n  +  1)?+^  log  («  +  1)  "^  n-  log  n 

sehreiben,  wenn  0,  wie  immer,  einen  positiven  echten  Bruch 
bezeichnet,  der  mit  dem  vorigen  9  nicht  identisch  zu  sein 
braucht  und  in  den  folgenden  Gleichungen  wieder  ein  anderer 
sein  kann.     Hiernach  wird 


00 

X,  log  n  ( 


^  +  1  ,..    ..^..         (h  +  1)?  log  (w  +  1), 

00  OD 

___i lv       1        1 0  y  ^ 

(^  +  1)"      ,;r+^  (w  +  i)P+Mog(n  +  i)  "^     ^^  »^'^logn 
oder,  da  man  sich  leicht  überzeugt,  dass 


(25) 

ist,  gleich 

1       < 

1 

1 

n-  log  w       («  - 

1        ,       e 

-  1)  log  {n  -^  1) 

CD 

1   N' 

wlog  w 

1 

(fi,  +  l)^    '    O^ogg    '   -.^  (w  +  i)?+Mog(n  +  l) 

Hiernach  wird  der  Ausdruck  (24)   sich   in  den   folgenden  ver- 
wandeln: 

2(z/-d)  +  log(^  +  l)-logfir--i-  - 

^     ^  g^ogg'^  (fi,  +  1)?  log  ig  +  1)  ^  »ii'+^  log  n ' 

dessen    beide     erste    Glieder    zusammengenommen     für    jedes 
positive  Q  Ijis  q  =  0  hin  die  numerische  Grenze 

(2')  ;r^„  +        ' 


g\og  g        log  {g  +  1) 
nicht  ii])erschreiten.     Man  erhält  demnach  endlich 

OO  CO 

wo  B  numerisch  kleiner   ist   als    der  Ausdruck  (27),   der  mit 
wachsendem  g  unendlich  abnimmt. 

Weiter    aber    erinnern    wir    an    die   Ungleichheiten  (39  a) 
und  (30b}  des  dritten  Abschnittes: 
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aus  welchen 


hervorgeht.    Wird  diese  Gleichung  nach  q  zwisclien  den  Gren- 
zen Q  und  1  iutegrirt,  so  findet  sich 

y     ^        y    t    ^r^h  ,  q/  _i L_\ 

-'^n'+nog«      -<^«-log«      J   p^','"r      V^i+^log^       9^^0S9) 

oder  auch,  wenn  das  n  =  g   entsprechende  Glied  der  Summe 
von  links  nach  rechts  geschafft  und  (25)  beachtet  wird, 

C2o^   y       1       ^  /  ^g    I      ^ eV L L^V 

^"^^n^+?logn     Jqg^^9^oS(J  \g^+nog  g       9^'^ogg) 

Hier  kann  aber  endlich  das  Integral,  dessen  Integrationsvariable 
lieber  nun  x  genannt  werde,  durch  die  Differenz 


dx 
xg" 


zweier    Integrale    ersetzt    werden,    deren    erstes,    wenn    statt 
X  log  <j    einfach  x  eingeführt  wird,  in 

/-"-^  -  /Y_J ti)  d. 

'jlogff  ('log;? 

verwandelt  werden  kann.     Nun  ist 

CO  00 

i*  dx      .   i'  dx       -.    .       ,   .  1  9 

f  —  <  I  d.  1.  gleich      — , , 

J   xg''       J     g^  ""  fj^ogg' 

CO 

(Jiogg 

plog?  C'lnß.7 

Bachmann,  Analytische  /ahlcutheorie.  24 
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und    da      log  q  —  log(l  —  g~^')  =  log ^-^7-      für      p  =  0 

l—g    (■' 

gleich    log^^)    wird, 

—  log  (1  —  ry-e)  =  log  ^  —  log  (log  g)  +  (p)  . 

Durch  alle  diese  Bemerkungen  nimmt  die  Gleichung  (29) 
zuletzt  folgende  Gestalt  an: 

00 

(30)   V  -T^ =  log  -  —  log  (logg)  —  E-{-  1^^  4-  (?) , 

3  +  1  '^ 

WO   d   ein  positiver  oder  negativer  echter  Bruch   ist.     Durch 

Verbindung  dieser  Formel  mit  der  Formel  (28)  kommt  nunmehr 


(31)  2  iV.  -  l°g  7  -  l^g  (l*^g^)  -  ^  +  J^  +  (9), 

:/  +  !  2      '  «^ 

wo  T'  eine  leicht  angebbare,  mit  unendlich  wachsendem  g  un- 
endlich abnehmende  Grenze  nicht  überschreitet*).  Wird  diese 
Gleichung  aber  schliesslich  von  der  Gleichung  (22)  subtrahirt 
und  dann  q  seiner  Grenze  unendlich  genähert,  so  findet  man 
die  Summe,  welche  ermittelt  werden  sollte: 

(32)  ^7  =  log  •  log  [x]  ^E-H-y. 

<1  <   X 

Ferner  ist  aber 

5  <  X  1 1  <  X  2  <  -1'  1  <  X 

wo  //  =  [x]  gedacht  ist,  und  ganz  analog  den  Betrachtungen 
der  Nr.  6  des  4.  Abschnittes  findet  man 

2   ^  q^      '      3  ^  (/  ~^  21/' 

r7+i  ^  ff  +  i  -^  -^ 


*)  Die  hier  gegebenen  Grenzen  weichen  in  etwas  von  den  genaueren 
ab,  welche  Mertens  gegeben  hat;  zur  Vermeidung  complicirterer  Be- 
trachtungen haben  wii  hier  auf  die  grössere  Genauigkeit  verzichten  zu 
sollen  gemeint. 
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Folglich  wird 

log//  —  Y  =  log  •  log  [x]  -\-  E  —y', 


(33) 


1 


wo  auch  y'  eine  mit  uneudlich  wachsendem  g  unendlich  ab- 
nehmende angehbare  Grenze  nicht  überschreiten  kann,  oder, 
wenn  von  den  Logarithmen  zu  den  Zahlen  übergegangen  wird, 
entsteht  die  folgende  Gleichuns;: 


(34) 


IJ-'  ,=e^^-y'  .\og[x]. 


1 


Die  Formeln  (32)  uud  (34)  treten  als  genau  erwiesene 
Gleichungen  an  die  Stelle  derjenigen,  welche  Legend re  aus 
seiner  Formel  für  die  Häufigkeit  der  Primzahlen  abgeleitet 
hat*),  nämlich  der  Formeln: 

^  I  =  log  (log  [x]  -  0,08366)  +  C 

q-<X 


ni^-:,)- 


log  [x]  —  0,08366  ' 

in  denen  Ä  und  C  Constanten  bezeichnen.  — 

6.  Diese  Mertens'sche  Untersuchung  gestattet  eine  inter- 
essante Erweiterung,  vermittelst  deren  es  gelingt,  die  Summe 

q-<X 

auch  unter  der  Voraussetzung  zu  ermitteln,  dass  die  Summe 
sich  nicht  über  s ä mm t liehe  Primzahlen  •<ic,  sondern  nur 
über  diejenigen  erstreckt,  welche  eine  vorgeschriebene  Linear- 
form haben,  beispielsweise  in  der  im  4.  Abschnitte  untersuchten 
arithmetischen  Progression    Mx  -\~  N  enthalten  sind. 

Wir  behalten  dieselben  Bezeichnungen  bei,  wie  in  jenem 
Abschnitte,  verstehen  also  insbesondere  unter  dem  Zeichen  «„ 
den  Charakter  %(«)  oder  die  Null,  je  nachdem  n  prim  ist  zu 
M  oder  nicht.  Nach  den  dort  entwickelten  Eigenschaften  der 
Charaktere  wird  dann 


*)  Legeiidre,  theorie  des  nombres,  2.  odition  p.  396  u.  397. 

24* 
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(Söa)  a„  =  an',     wenn     n  ^  n'  (mod.  71/) 

ist,  und 

(35b)  a„+i-fa„+äH -{-  a„  +  ii=0, 

wenn  xi'^)  ^^^  Hauptcharakter  verschieden,  dagegen 

(35c)  On+i  +  a„+2  H -\-  a„  +  M  =  cp(M'), 

wenn  ;t  (")  dem  Hauptcharakter  gleich  ist;  ferner  ist 

(35 d)  a,,  •  «„'  =  ttnn' 

und  endlich  wird  die  auf  alle  Charaktere  bezogene  Summe 

(35  e)  ^  an 

/ 
gleich  Null  sein   für   jede  Zahl  v,   mit   Ausnahme  derjenigen 
Zahlen  »«,    welche    ^  1  (mod.  il/)    sind,    für    welche    sie   den 
Werth  (p(3/)  hat. 

Wir  verstehen  nun  unter  %  in)  einen  vom  Hauptcharakter 
verschiedenen  Charakter.     Von  jeder  Reihe   von  der  Form 

n  =  l    " 

gilt  dann  wegen  (35  b),  was  dort  bezüglich  der  Reihen  der 
dritten  Kategorie  hervorgehoben  wurde,  offenbar  aber  auch 
auf  die  der  zweiten  Kategorie  anwendbar  ist,  dass  sie  sowohl, 
wie  auch  ihre  nach  s  =  1  +  p  genommene  Ableitung,  nämlich 
die  Reihe 

»  =  i     ^^ 
für  jeden    positiven    Werth    von    s    endlich    und    stetig    ist. 
Demnach  convergiren   auch  die  beiden  Reihen 

y'  —      und       y'  ""  ^°g  "^ 
1  1 

und  es  ist  leicht,  dies  auch  direkt  zu  zeigen.  Z.  B.  lässt  sich 
für  die  erste  Reihe  schreiben: 

^-::="f(i-i)+(''.+''4y-:)+(".+«-^+'")(T-i) 

+  -  +  («i+«,+  -  +  «,_0  (^-  ^)  +  («, +  «,,+  . •.4-r/,)y; 
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wegen  der  Gleichvmg  (35  b)  wird  aber  der  Modulus  von  be- 
liebig vielen  aufeinanderfolgenden  a„,  da  zudem  mod.  a„  gleicb 
1  oder  0  ist,  je  nachdem  n  prim  ist  zu  M  oder  nicht,  nie- 
mals die  Grenze  (p  (31)  überschreiten,  aus  der  vorigen  Glei- 
chung folgt  also  die  andere: 

y 

(36)  mod.2";'<9>(il/); 

und  auf  gleiche  Weise  findet  sieh 

(37)  ^od.J'""<^. 

9  +  1  -^^ 

•^^  a^  log  n 
Aus  der  Convergenz  der  Reihe   ^,      folgern 

2 

wir  jetzt  die  Convergenz  der  nur   auf  Primzahlen  be- 

■"^  rt    log  q 

schränkten   Reihe    >^  — In  der  That,  betrachten  wir 

2  ^ 

zunächst  die  endliche  Reihe 


(38)  ^ 


V  <^n  log 


n 

n 


und  verstehen  unter  q  jede  Primzahl  <  </ ,  so  lassen  sich  durch 
Auflösung  des  log  n  in  seine  Summanden  diejenigen  Glieder 
zusammenfassen,  welche  in  log  q  multiplicirt  sind.  Diese  ent- 
stehen aus  den  Vielfachen 

1-q,     2-q,     3-5,   •■•    [^].(? 

der  Reihe  1,  2,  3,  .  .  .  r/,  aber  diejenigen  dieser  Vielfachen, 
welche  durch  q^  theilbar  sind,  nämlich  die  Zahlen 

1-2%      2-5%       3.r/,  ...  [^JJ.^S 

geben  den  Summanden  log  ^  zweimal,  diejenigen  der  letztern, 
welche  durch  q^'  theilbar  sind,  nämlich  die  Zahlen 

l-q\      2.q\      '6-q\    ••.    [^^  •  2% 

noch  einmal  öfter  u.  s.  f.    Vereinigt  man  also  diejenigen  Glie- 


374  Zwölftor  iVbschnitt. 

der  der  Summe  (38),  welche  log  q  zum  Faktor  haben,   so  er- 
hält mau  log  (/  multiplicirt  iu  die  Summe: 

[f]  [,-1 

^  V  ^  _i_  V  V  ""i  -j 

q  ^J    m     *     q-  .^J    m     ' 
oder  auch  iu  die  Summe 

q     JlmmJ     m         '  ' 

^  1 

wenn 

[f]+' 

gesetzt  wird.     Folglich  ist 

log  (/  . 
Aus   den  Ungleichheiten  (36),   (37)   aber,  nach   deren  zweiter 

ist,  wird  mod.  11  kleiner  als 

9» (-W)  (;+  ,7  +  ?  +  ■■•)  =  V{M) (i-  +  ^j-) , 
folglich 

mod.  ^/;  log  q  <cp{31)  (j^log  q  +  2  o^)  ' 
Hier  ist  nach  dem  ersten  Hilfssatze  x,  log  2  <  2^,  ferner  ist 


•\r-7  a   log  n        «^"i  a„       '^TT  o ,  log  </         •^^-7 

2  1  (/  <  i/  7 


2 
und  demnach 


'J  CK 

y     log  7      ^  y     log  g 
4-'  'i(2-l)       4^  2(2-1) 


d.  i.  kleiner  als 
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mod.  ^  E  log  q<-d(p  (31)  . 
•1 
Da   in  (oJI)   also   das   letzte   Glied  rechts    und    die   Reihe    zur 
Linken,  wenn  (j  unendlich  wächst,  endlich  bleibt,  während  den 

Sätzen    des    4.  Abschnitts    zufolge    ^,  -'"    ein    von   Null    ver- 

1 
schiedener  endlicher  Werth  ist,  so  folgt,  dass  auch  der  Modu- 
lus  der  Summe 

bei  unendlich  wachsendem  x  eine  endliche  Grenze  G  nicht 
überschreitet,  oder  dass,  was  bewiesen  werden  sollte,  die  Reihe 

^  %  log  g 

convergirt. 

7.  Nunmehr  verwenden  wir  wieder  die  Summe  (40) 
zu  einer  analogen  Umformung,  wie  in  voriger  Nr.,  in- 
dem wir  bemerken,  dass 

log  n  q 

sein  wird,  je  nachdem  n  eine  der  nicht  in  31  aufgehenden 
Primzahlen  q  oder  eine  von  diesen  verschiedene  positive  ganze 
Zahl  ist.  Aus  diesem  Grunde  darf  man,  wenn  y  >  (J  -{-  1 
ist,  schreiben: 

'V  JL  =  'V  F{n)  —  F(:n—1) 
.^J    q  ^J  log  n 


log(y  +  l)  ^  log(y  +  l)  ^-^  ^  ^'Mlogn        log(n  +  l)/' 


also  ist 


^od.^    '  <  ^(^log  {0  4-  f)  +  log  (y+ 1)  +-2j  (logn      log(n  +  1))) 


A.  i. 


log(i7  +  l) 
also,  wie  weit  y  auch  über  g  hinaus  liege,  für  ein  hinreichend 
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grosses /y  beliebig  klein,  mit  audeni  Worteu:  die  uiiendliehe 
auf  alle  Primzalileu  q  sich  erstreckende  Reihe 

ist  couvergent  und  man  darf  schreiben: 

so  ;/ 

^'^^)  ^  7=^7  +  iog(flf+i)' 

wo    mod.  A  <  1    ist. 

Nebenbei  schliessen  wir  hieraus,  dass  gleicherweise 
für  jedes  p  >  0  die  Gleichung  gilt 

^   gl  +  Q  jüLj   ,jl  +  Q  ~r  log(<7  +  l)' 

aus  deren  Verbindung  mit  der  vorigen  offenbar  die  folgende 
hervorgeht: 

(42)  lim.    V-^  =  V^. 


Und  da  nach  der  Eul  er 'sehen  Formel 


also  auch 


2^+C' 


VA,  A  v-^i- + .1-  y-'-- 4- . ..  =  10-  y -^ 

2       'i  2       '1  2       ^  1       "■ 

ist,   SO   findet  man   beim  üebergange  zur  Grenze    q  =  0    mit 
Rücksicht  auf  die  Ergebnisse  des  3.  und  4.  Abschnitts 


•i         ^  2        ^  2         ^  1 

oder 

OD 


m  n-a=^- 


1  — ^ 
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Kehren  wir  aber  zu  unserm  Gegenstande  zurück,  so  dürfen 
wir  die  Gleichung  (41)  auch  so  deuten:  Für  jeden  vom 
Hauptcharakter  verschiedenen  Charakter  %  besteht 
die  Beziehung: 

l  ■  2G 


(44)  S-^^^X- 


2      3  log(flr  +  l)' 

wenn  wir  die  aur  vom  Charakter  x   abhängige  Summe 

setzen. 

Ist  aber  %  ^^^  Hauptcharakter  1,  so  ist  a,j  =  1  für  jede 
der  nicht  in  31  enthaltenen,  a.^  =  0  für  jede  der  in  J/  auf- 
gehenden Primzahlen  und  demnach  ist  —  sobald  g  grösser  als 
die  grösste  der  in  M  aufgehenden  Primzahlen  gedacht  wird  — 

2  2 

unter  6  die  Summe  der  reciproken  Werthe  aller  in  JI  auf- 
gehenden Primzahlen  verstanden,  was,  mit  Rücksicht  auf  (32) 
sich  auch  so  aussprechen  lässt:  Ist  %  der  Hauptcharakter, 

so   ist 

(44a)  2^=  log  (log^)  ^E-H-a-y. 

2     -' 

Nmi  sei  vN^l  (mod.  ili);  wird  dann  (44)  mit  a,  multi- 
plicirt,  darauf  über  alle  vom  Hauptcharakter  verschiedenen 
Charaktere  summirt  und  endlich  die  Gleichung  (44  a),  in  wel- 
cher mit  Rücksicht  auf  (35 d)  und  darauf^  dass  für  den  Haupt- 
charakter «,.  =  1  ist,  üqy  statt  a,j  gesetzt  werden  darf,  hinzu- 
gefügt, so  ergiebt  sich 


V  1  2  ^;.  =  log  (log  c,)-^E-H- 
.V 


4^   9 

-f2i'«vX-|-r, 

wo  r  eine  mit  unendlich  Avachsendem  (j  unendlich  abnehmende 
Grösse  bedeutet;  die  Summe 
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bezieht  sicli  dabei  auf  sämmtliche  Charaktere  und  ist  wegen 
(obe)  für  alle  Primzahlen  q  gleich  Null,  mit  Ausnahme  der- 
jenigen, welche  der  Congrueuz 

vq^^l     oder     q^^  N  (mod.  Jlf) 

genügen  d.  h.  in  der  arithmetischen  Progression  Mx  -f-  N.  ent- 
halten sind,  für  welche  letztere  sie  gleich  q){M)  ist.  Und 
somit  erhalten  wir  das  Resultat: 

Die  auf  alle  in  der  arithmetischen  Progression 
3J X  -\-  N  enthaltenen  Primzahlen  q  <  (J  erstreckte 
Summe 


^  (1 


ist  gleich 

.  log  (log  g)    ,    Jg-.g-c-y-|-Za„X+r 

^'^^^  cf{M)      "f"  cp{M) 

Heben  wir  den  Fall  hervor,  in  welchem  J/ =  4  ist. 
Wir  haben  zwar  im  4.  Abschnitt  die  Annahme  festgehalten, 
dass  31  durch  8  theilbar  oder  die  dort  mit  c  bezeichnete  Zahl 
>  3  sei,  jedoch  bleiben  die  Eigenschaften  der  Charak- 
tere, welche  unter  dieser  Annahme  dort  entwickelt  worden 
sind,  auch  für  den  Fall  c  =  2  oder  in  der  Annahme,  dass 
31  nur  durch  4  theilbar  sei,  wie  leicht  einzusehen,  in 
Giltigkeit;  die  gemachte  Annahme  kam  nur  zur  Verwendung 
bei  der  Umformung  der  Reihen  der  zweiten  Kategorie,  von 
letzterer  können  wir  aber  in  dem  besonderen  Falle  i)/  =  4 
"•änzlich   absehen,   da   der  hier  allein  in   Betracht  kommende 

(X- 

Umstand,  dass  ^  —  von  Null  verschieden  sei,  ohne  weiteres 

einleuchtet.     Im  Falle  ilf  =  4  sind  nämlich  nur  zwei  Charak- 
tere  vorhanden,  der  Hauptcharakter  %  (;/)  =  1   und   der  Cha- 
rt—i 
rakter    x{n)  =  ( — 1)   '^    ;    und  demnach  ist 

^    n        jL^  2/1  +  1  3     '     5  7     ' 

1  0 
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(1.  i.   grösser  als  Null.     Die   vorige  Formel    ist  also   auf  den 
besonderen  Fall  3/  =  4   anwendbar. 

Für    die    arithmetisclie    Progression    4x  -\-  \    aber    wird 

I  —1 
v  E^  1   (mod.  4)    also    «,  =  ( —  1)  ^     ==  1 ,    für    die    arithme- 
tische     Progression      4  a;  —  1     wird      v  ^3    (mod.  4)      also 
1—1 

«,==(— 1)^    =  —  1    sein;  ferner  ist    ö  =  -  -    und 


^    q  ^  q 


-1)    2 


Die  obige  Formel  giebt  also,  wenn  man  mit  q  die  Prim- 
zahlen von  der  Form  4jt;  -|-  1;  uii^  Q.'  diejenigen  von  der  Form 
4  a;  —  1  bezeichnet, 


2f  =  4-log(logi/)+ ^^—+(^' 


(46) 


wo 


E-H—~~ 


2"  f  =  .'   log  (log  y)  + ^ +  G" , 


(47)  ^-2"^^ 

Ct' ,  G"  aber  zwei  Grenzen  bezeichnen,  welche  mit  unendlich 
wachsendem  y  unendlich  klein  werden. 

Aus  der  allgemeinen  Euler'schen  Formel   folgt  für  jede 
positive  ganze  Zahl    m  >  1 

j7 — ^-v=-.=i"'""" 


S   (2/i  +  l)" 


(-1)  2 


mid  diese  Gleichung  besteht  auch  noch  für  m  =  \  ,  da  sie 
alsdann  mit  der  Gleichung  (43)  für  den  hier  betrachteten  Fall 
ü/  =  4   identisch  ist.     Setzt  man  nun 

_V  (-1)'"^'  _  V(-i)      2 
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so  findet  man  durch  Logaritlimiriing  der  voraufgehenden  Glei- 
chung für  jede  positive  ganze  Zahl  )ii 

X 

log   Sm  =^  -j:  6km 
k  =  \ 


also  auch 


I  log  5.«  =2^0.., 


Durch  Vergleichung  mit  der  Formel  (6)  vorigen  Abschnittes 
und  mittels  des  Umkehrungsprincips  (8)  daselbst  ergiebt  sich 
hieraus 

^rn=^^   log  Sn,u 

d.  i.   entwickelt: 

Gm  =  log  S,„  —    -  log  S2m  —  ^  log  Ss„c  —  ~r  log  S^m 

(48)  ^  ^  \ 

+  -lOgSg;;, 

insbesondere  für    m  =  1 : 

y.  g  — 1 

(48a)   Q  =^  ^~^)  '    =  log  s,  —  l~  log  0^2  —  y  log 6^3 . 

Nun  haben  die  successiven  s  folgende  Werthe: 

n  TT*  n^ 

^^  "^  96 '  ^5  ^  1536  '       ^6  =  ^  J    •  •  • 

und  daraus  berechnet  sich  der  Werth  der  Constanten  Q  gleich 

—  0,33498132529  ...*). 

8.  Wir  beschliessen  die  Folge  dieser  Betrachtungen  mit 
einem  Reihensatze,  welcher  sich  bei  Tschebische  ff  findet**). 
Dieser  Satz  lautet:  Wenn  f(x)  eine  Funktion  der  reellen 
Veränderlichen  x  ist,  die  für  jedes  über  einen  posi- 
tiven Werth  hinausliegende  x  positiv  bleibt,  während 


*)  S.  Tschebischeff,  note  sur  diflf^rentes  series,  in  Liouville's 
Journal  Bd.  16  p.  337. 

**)  S.  die  oben  angeführte  Arbeit  memoire  sur  les  nombres  premiers. 
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fl^  mit  unendlich  wachsendem  x  unendlich  abnimmt, 
log  X 

so  ist  die  Couvergenz  der  Reihe 

nothwendig  und  hinreichend  zur  Convergenz  der  über 
alle  Primzahlen  q  ausgedehnten  Reihe 

OD 

2 

Ist  nämlich 

L 

die  auf  alle  Primzahlen  q  zwischen  l  und  L  >  l  inclusive 
ausgedehnte  Reihe,  so  kann  man  diesen  Ausdruck  wieder 
umformen  durch  die  einfache  Bemerkung,  dass 

^<''>-^<"-"  =  1    oder    0 

log  n 
ist,  je  nachdem  n  eine  Primzahl  ist  oder  nicht-   denn   sonach 
kann  man  schreiben: 

=  -e(.-i),M+e(L),^4+^(,^„-i^>w. 

Wendet  man  hierauf  aber  die  Ungleichheiten  (14)  an,  so 
findet  man  nach  den  über  f{x)  gemachten  Annahmen  sogleich 


(51) 


Ist  nun  erstens  die  Reihe  (49)  convergent,  so  wird,  wie 
weit  L  auch  /  übersteige,  für  ein  hinreichend  grosses  l 

^J  logn 
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beliebig  klein  sein;  da  andererseits  die  Differenzen 

a;"'»  —  (x  —  1)'^» ,     log  .^•  —  log  {x  —  1) ,     log'^  x  —  log^  {x  —  l) 

mit  unendlicli  wachsendem  x  unendlich  abnehmen,   so  nähern 
sich  nach  (15)  die  Differenzen 

e,  (x)  —  %{x~i),    01  (x)  —  01  (x-  —  1) 

alsdann   unendlich   den  Grenzen  Ä   resp.  —  Ä ;    daher   werden 

wegen  der  unendlichen  Abnahme  von  ',  mit  wachsendem  x 

°  logo; 

die  Grenzen  für  ü  und  somit  U  selbst  für  hinreichend  grosses  l 
beliebig  klein  d.  h.  die  unendliche  Reihe  (50)  couvergent  sein. 
Ist  aber  zweitens  die  Reihe  (49)  divergent,  so  muss  sie, 
da  ihre  Glieder  von  einer  hinreichend  grossen  Stelle  n  =  l  an 
positiv  sind,  über  alle  Grösse  hinaus  wachsen,  also 

fjn) 
log  n 


2 


mit  L  unendlich  werden;  dies  gilt  dann  aber  nach  der  ersten 
der  Ungleichheiten  (51)  auch  von  U  d.  h.  die  Reihe  (50) 
divergirt  auch.  — 

9.  Die  im  Vorigen  angeführten  Untersucliungen  von 
Tschebischeff,  soweit  sie  sich  auf  die  Bestimmung  der  An- 
zahl der  Primzahlen  unterhalb  einer  gegebenen  Grenze  be- 
ziehen, sind,  so  interessant  sie  an  sich  sein  mögen,  doch  über- 
holt Avorden  durch  die  —  nach  einem  Ausspruche  von 
Lipschitz  „an  neuen  Aufschlüssen  und  an  neuen  Räthseln 
reiche"  Untersuchung,  welche  Riemann  derselben  Frage  ge- 
widmet hat  und  mit  der  wir  uns  nunmehr  näher  beschäftigen 
müssen.  Riemann  ist  es  gelungen,  das  verwickelte 
Gesetz  für  die  Häufigkeit  der  Primzahlen  wirklich 
in  eine  strenge  analytische  Formel  zu  fassen,  die 
freilich,  was  nur  natürlich  ist,  in  entsprechender  Weise  ver- 
wickelt ist. 

Heisst  wieder  17  (x)  die  Anzahl  der  Primzahlen,  welche 
kleiner  sind  als  der  positive  Werth  x,  so  wird  diese  Funktion 
jedesmal  unstetig,  sobald  x  durch  eine  Primzahl  p  hindurch- 
geht, und  der  Sprung 
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7l0)  +  O)_77(/)-0) 

ist  gleich  1.  Wird  hiernach  die  Funktion  l''{^)  mit  IT (x) 
gleich  gewählt,  so  oft  x  von  einer  Primzahl  verschie- 
den, dagegen  für  jeden  Primzahlwerth  x  =  p 

prp)  =  n{p-\-o)  +  n{p-o) 
so  ist  für  jeden  solchen  Werth 

Fip)  =  nip)  +  \ 

und  es  hesteht  allgemein  die  Gleichung 

(52)  F{x)  =  Fix-{.0)  +  F(x-0)  _ 

Wir  setzen  alsdann  für  jedes  positive  x 

(53)  fix)  =F{x)  +  ^  F(xy^)  +  l  Fix'l^)  +  •  •  • ; 

die  vorige  Eigenschaft  der  Funktion  F{oc)  überträgt  sich 
augenscheinlich  auf  die  Funktion  f{x),  und  die  eine  wie  die 
andere  verschwindet,  sobald  das  Argument  x  kleiner  als  2  ist. 
Diese  Funktionen  stehen  nun  wieder  in  nächster 
Beziehung  zu  der  in  der  ganzen  analytischen  Zahlen- 
theorie herrschenden  Funktion  t{s).  In  der  That,  ihrer 
Definition  als  ein  unendliches  Produkt  gemäss,  findet  sich  für 
jeden  Werth  von  s,  dessen  reeller  Bestandtheil  grösser  als  1  ist, 

log  t{s)  =^p-^  -f  \^P-''  +  ^^P-''  +  •■', 

wo  die  Summen  auf  sämmtliche  Primzahlen  p  bezüglich  sind, 
und  diese  Gleichung  verwandelt  sich,  wenn  man  sich  der 
Integralformeln 


2>~'  =  s  f  x~''~^  (Ix 
p 

CO 

p—^'  =  s  I  a:~'~'  <Ix 
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bedient,  in  die  folgende: 

0<K  CO  _  CO  V 

r  P^  P'  ^ 

Betrachten  wir  hier  zuerst  die  Summe 

00 

i'     p 

und  denken  uns  das  Integral  durch  Einschaltung  aller  Prim- 
zahlen, welche  grösser  als  ji)  sind,  zerlegt,  so  wird  ersichtlich 
die  Summe  gleich 

3  5  9 

1  •  /  x-'-'-dx  +  2- /  x-'-^dx-\ \-A{p)-i  x-'-'^äx-^-- 

sein,  wenn  q  die  auf  p  folgende  Primzahl  und  A  {p)  bezeichnet, 
die  wievielte  Primzahl  ^)  ist:  für  die  Werthe  x  z^^^schen  p 
und  (j  wird  also    F(x)  =  Ä{p),    also 

?  9 

A{p)  '  t  x-'-^dx=  j  F{x)x-'-^dx 
p  p 

und  jene  Summe  gleich 


/  F{x)x-^ 


dx 


sein,  wofür  man  auch,  da  F(x)  für  x  <  2   verschwindet,  un- 
bedenklich 


fF{x) 


x~'''''^  dx 


setzen  darf. 

In  gleicher  Weise  ist 


^/    /  x~'-^  dx 
=  lJar-'-Ulx-{-2-Jx-'-UIx-{ \-A{ti)-jx-'-'dx-\--- 
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oder,   da    Ä{2i)  =  F{x'')    ist,    solange   x'-^   zwischen  ^)   und  q 
also  X  zwischen  ^)'-  und  q^  Hegt,  gleich 


wofür  auch   wieder 


/ 

2- 


F{x'^^)x-'-^dXy 


F(x'^^)x-'-UJx 


gesetzt  werden  darf,  u.  s.  w. 

Man  findet  mithin  zuletzt 

00 

(65)  !28l»=Jrt^)^. 


dx. 


Diese  Formel  lässt  sich  leicht  umkehren,  nämlich 
f{x)  ausdrücken  durch  ^(.s).  Multip liciren  wir  sie  zu  diesem 
Zwecke,  indem  wir  unter  y  einen  positiven  Werth  verstehen, 
beiderseits  mit  ?/'  d  log  s  und  integriren  bezüglich  s  längs  der 
zur  imaginären  Axe  parallelen  Geraden,  welche  den  positiven 
Abstand  a  >  1  von  ihr  hat,  oder  zwischen  den  Grenzen 
o  —  oo  ■  i    und    a  -]-  oo  ■  i ,   so  entsteht  die  Gleichung 

JM .  y.  ,Uoss  =J%  rf  J%j'  d  log  s . 

a  —  oc  •  j  0  a  — 'J>  -i 

Hier  tritt  aber  die  Integralformel  in  Kraft,  die  wir  im  7.  Ab- 
schnitte (S.  174)  hergeleitet  haben:  für  jeden  Werth  von  x, 
welcher  >  y  ist,  verschwindet  rechts  das  innere,  nach  s  ge- 
nommene Integral,  während  es  für  jedes  x  <Cy  den  Werth 
2711    hat.     Demnach  geht  die    rechte   Seite    in  den   einfachen 

Ausdruck 

y 

2jii-(  f-^'^dx 
J     X 

0 

über,  und  die  Differenzirung  [der  so  entstehenden  Gleichung 
nach  y  ergiebt  weiter 

a  +  coi 

'^^^^^'h,f-^ds  =  27ci-M 
s        ^  y 


a 

I 


a  —  CO  j 
Bach  mann,  Analytischo  /ahleiithcorio. 
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d.  li.,  weim  wieder  x  statt  y  gesetzt  wird, 

(56)  ^(:.)=,-ij.y%i).^rf,. 


Durcli  partielle  Integration  erhält  mau  für  das    unbestimmte 
Integral  den  Ausdruck 

log  X       s         log  X  J         ds  ' 

da    t,{s)   für    s  =  a  -\^yi   einen  endlichen  Werth  behält,   wie 
gross  y  auch  gedacht  werde,  dagegen 


mod. 


mit  wachsendem  y  unendlich  klein  wird,   so  giebt  der  Ueber- 
gang  zur  bestimmten  Integration  die  Formel 

(57) 


2ni  log  xf  ds 


fra:)  =  —  ^—^, /    / xUh, 

'    \    y  Ott*    Incr  rr     I  ds  ' 


mit  deren  weiterer  Umformung  wir  uns  beschäftigen 
wollen. 

10.    Li  dieser  Absicht  erinnern   wir  uns   des   Riemann- 
schen  Satzes  (Formel  77c  vor.  Abschnitts):  das  Produkt 

ändert  sich  nicht  bei  der  Vertauschung  von  s  mit  1  —  s. 
Der  Definition  der  f- Funktionen  gemäss  lässt  sich 

cc 

-^  r  (4-)  7c~^  =  1  e—'""^  •  x^^'dx 

0 

setzen  und  demzufolge  für  jeden  Werth  von  s,  dessen  reeller 
Bestandtheil  grösser  als  1  ist,  für  jeden  Werth  von  s  also, 
der  bei  der  Integration  in  (57)  in  Betracht  kommt, 

00 

(58)  t  (s)  r  (I)  jr"  ^  =f^ix)  x^~'  (Ix  , 
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wenn  man  zur  Abkürzung  schreibt 

(59)  ^  fe- "'  ""^  =  ip(x). 

71=1 

Hier  greift  noch  einmal  die  Jacobi'scbe  Transformatious- 
gleichuug  aus  der  Theorie  der  elliptischen  Funktionen,  die 
wir  im  7.  Abschnitte,  Formel  (öö),  hergeleitet  haben,  in  unsere 
Betrachtungen  ein:  ihr  zufolge  ist 


(00)  „,(.^.)  =  x-V.v(i)  +  ] 


also 

1  V  1 

2  -^  2 

Mit  Hilfe   dieses    Resultates  aber  lässt  sich  das  Integral 
in  Gleichung  (58)  folgeudermassen  schreiben: 

oo  1  „  1  „ 

ip{x)x^      dx-\-ltl){    jx  ^    dx -\-  -  1  \^  ^    — ^^      jdx] 

1  0  0 

und,   wenn  nun   das   mittlere   Integral   durch  Einführuno-  von 

—  an  Stelle  von  x  transformirt,  das  letzte  berechnet  und  der 

entstehende  Ausdruck  statt  des  ganzen  Integrales  in  (58)  ein- 
geführt wird,  so  erhält  diese  Gleichung  folgenden  Aus- 
druck 

00 

(61)  e(,s)  ■  r  (;)  •  ^"^  =  ,(/_T)  +ft  ix)(x'~'-h  x-^~^)dx, 

i 

einen  Ausdruck,   der   in   der  That    ungeändert    bleibt, 
wenn    man   s   in    1  —  s   verwandelt. 
Dasselbe  gilt  von  der  Funktion 

führt  man  also  durch  die  Substitution 

(G2)  s  =  l  -{-ti 

eine  neue  Veränderliche  t  ein,  nennt  den  eben  geschriebenen 
Ausdruck,  als  eine  Funktion  der  letztern  aufgefasst,   |  (/)  und 

25* 
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bemerkt ,  dass  der  Vertauscliuug  vou  s  mit  1  —  s  die  Ver- 
tauschuiig  vou  /  mit  —  f  entspricht,  so  verändert  sich  die 
Funktion 

s 

(63)  Ui)  =  ^^-t{s)r{^Dn~^ 

nicht  hei  der  Verwandlung  von  t  in  —  t,  was  durch 
ihren   aus  (Gl)  hervorgehenden  Ausdruck 

00 

(G4)    1(0  ==  y  -  (''  +  i)  r^ (a^)^-'^^  cos  {^t  log  x) dx 

bestätigt  wird.  Man  überzeugt  sich  endlich  leicht  mittels 
partieller  Integration,  indem  man 

t-  ■  cos  (      t  log  x\  =  —  Ax^  •  -j-7,  cos  (y  t  log  x) 

setzt  und  zugleich  die  Beziehung 

4t^'(l)  +  ^(l)  +  |  =  0 

verwendet,  welche  durch  Differenzirung  der  Gleichung  (60) 
zu  gewinnen  ist,  dass  man  die  voraufgehende  Formel  auch 
durch  diese  andere   ersetzen  kann: 

(63a)     l{t)  =  4:-  j    ^\xp'{x)x^)  ■  X    ^aos^— tlogxj  äx  • 

Bei  der  Herleitung  dieser  Formel  war  der  reelle  Bestand- 
theil  von  s  grösser  als  1  oder,  da  s  mit  1  —  s  vertauscht 
werden  darf,  negativ  vorauszusetzen.  Denkt  man  daher,  ge- 
mäss der  Substitutionsformel  (62),  in  der  Ebene  der  complexen 
Veränderlichen  t  die  zwei  Parallellinien  zur  reellen  Axe,  welche 

den  Abstand  +  —  von  ihr  haben,  so  wird  das  letzte  Inte- 
gral in  dem  Theile  der  Ebene,  der  nach  Absonderung  des 
Parallelstreifens  übrig  bleibt,  überall  die  durch  (63)  de- 
finirte  Funktion  |(f)  darstellen,  aber  auch  ihre 
stetige    Fortsetzung     über    den   Parallelstreifen,     da 
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das  Integral,  wie  luischwer  zu  erkeuiieii,  für  jedeu  endlichen 
Wertli  von  t  endlich  und  stetig  ist.  Die  Nullpunkte  dieser 
Funktion  ^  (/)  liegen  sämmtlich  in  dem  bezeichneten 
Parallelstreifen;  denn,  bildet  man 

log  i  (0  =  log  fc-^  +  log  g  (.)  +  log  r  {^  -  I  log  ;r , 

so  bleiben  die  einzelnen  Bestandtheile  zur  Rechten  für  jedes  s, 
dessen  reeller  Bestandtheil  grösser  als  1  ist,  endlich,  und  i,{t) 
kann  für  keinen  dieser  Werthe  also  auch  für  keinen  der  ent- 
sprechenden Werthe  1  —  s  verschwinden. 

Riemanu  berechnet  nun  die  Anzahl  dieser  Nullpunkte, 
deren  reeller  Bestandtheil  zwischen  0  und  T  liegt,  bis  auf  einen 

Bruchtheil  von  der  Grösse  -jp  genau  auf 

T  ,        T         T 
—  losr 

und  folgert  alsdann  hieraus,  dass  man  setzen  dürfe 

log  ^  (0  =  log  KO) +^  log  (l  -  ^) , 

wenn  die  Summe  auf  die  sämmtlicheu  Nullpunkte  a  der 
Funktion  ^  {t)  mit  i)0sitivem  reellen  Bestandtheil  erstreckt 
wird.  Das  nur  sehr  andeutungsweise  gegebene  Räsonnement 
Riemann's  versuchen  wir  durch  die  nachfolgende  Betrachtung 
zu  ersetzen. 

Denken  wir  uns  um  den  Anfangspunkt  durch  Parallelen 
zu  den  Koordinatenaxen  im  Abstände  T  von  denselben  ein 
Quadrat  mit  der  Seite  2T  abgegrenzt,  indem  wir  dabei  Sorge 
tragen  wollen,  dass  die  zur  reellen  Axe  senkrechten  Seiten 
durch  keinen  Nullpunkt  der  Funktion  |  (f)  hindurchgehen ,  so 

bleibt   ;.-77\   ^-uf  tler  ganzen  Begrenzung  dieses  Quadrates  über- 

all  endlich.  Da  ferner  im  Endlichen  liegende  Unendlichkeits- 
punkte der  Funktion  ^{t)  nicht  vorhanden  sind,  so  ergiebt 
sich   mittels   des  Cauchy'schen  Fundamentalsatzes   leicht  fol- 


gende Formel: 


il(o_^  rm  _di -ITT  1 

I  (Ö         2ni  J    ^(z)     z-t       j^  a  —  V 
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in  wekhor  die  Integration  in  positiver  Richtung  über  die  Seite 
des  Quadrates  und  die  Summation  auf  alle  in  demselben  ent- 
haltenen Nullpunkte  der  Funktion  ^(t)  zu  erstrecken  ist,  jeder 

von  diesen  und  zugleich  mit  ihm  das  entsprechende  Glied r 

der  Summe  so  oft  gezählt,  als  seine  Ordnungszahl  beträgt. 
AVie  gross  nun  auch  t  sei,  man  Avird  das  eben  bezeichnete 
Quadrat  so  gross  wählen  können,  dass  in  jedem  Punkte  der 
Begrenzung  mod.  2  >  mod.  t  ist  und  demnach 

2niJ    ^{z)    z-t  ■2niJ    liz)   ■     z    '^^,2niJ    U^)  "  /+^ 

gesetzt  werden  darf.  Hier  verschwindet  aber  das  erste  Inte- 
gral,   denn   ^  (z)  und    folglich    auch   ytt-!  •  —  ^^^    ^i^^    gerade 

Funktion,  die  in  symmetrisch  zum  Anfangspunkt  liegenden 
Punkten  der  Begrenzung  gleichen  Werth  hat;  da  in  solchen 
aber  die  Integratiousrichtungen  einander  entgegengesetzt  sind, 
heben  die  zwei  entsprechenden  Integralelemente  einander  auf. 
Um  das  Integral 


Uz)  /  •   z 


zu  untersuchen,  leiten  wir  aus  der  Gleichung  (63)  durch  loga- 
rithmische Differenzirung  nach  s  die  folgende  her: 


-d) 


r 


ii) 


und  lassen  s  und  damit  auch  t  unendlich  werden.     Da  hierbei 
J'  (s)  _  _  ^  »  ~'  log  n 

ebenso    wie    die    beiden    ersten    Glieder    zur    Rechten    endlich 
bleibt,  während 

gesetzt  werden  kann,  wo  q)  (s)  für  s  =  00  endlich  und  von  Null 
verschieden  bleibt  (vgl.  Stirling'sche  Formel,  oder  Hankel: 
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die  Eul  er 'sehen  Integrale  bei  unbeschränkter  Variabilität  des 
Argumentes,  Leipzig  1863,  auf  Seite  20),  also 

r(s)  °*  2s   ^    q>{s) 

mit  5  unendlich  gross  wird  wie  log  s,  so  schliesst  man  sogleich, 

dass   .  /,,   mit  t  unendlich  gross  Avird  Avie  log  t  und  dass  folglich 

4  (<)  °  °  ° 

reo  1 

bei  unendlich  wachsendem  t  gegen  Null  convergirt*).     Sonach 
wird  das  Integral 


J 


'^'{z)    1     dz 


bei  unendlich  ausgedehntem  Quadrate  verschwinden  also  auch 


i.ij 


f^'jz)    dz    ^ 
1(5)   z-t 
und 

1(0  ^«-i 

sein,  wenn  diese  Summe  auf  die  sämmtlichen  gleichen  oder 
verschiedenen  Nullpunkte  von  ^(t)  ausgedehnt  ward.  Hierbei 
ist  jedoch  zu  bemerken,  dass  wegen  |  ( —  0  "^  ^  *^0  jedem  Null- 
punkte a  mit  positivem  reellen  Bestandtheile  ein  solcher  mit 
gleichem  negativen  Bestandtheile  und  von  derselben  Ordnung  ent- 
spricht, so  dass  die  zugehörigen  Glieder  der  Summe  zusammen- 
gezogen werden  können,  und  dass  die  Summe  nach  den 
wachsenden  Werthen  dieses  Bestandtheiles  geordnet 
zu  denken  ist,  da  die  Wurzeln  in  dieser  Reihenfolge  bei 
der  Ausdehnung  des  Quadrates  nach  und  nach  auftreten. 

Aus    dieser    Gleichheit    folgert    man    weiter    durch    Inte- 
gration nach  t 

log  ^(0  -  log  |((i)  =2  (log  (1  -  ^)  +  log(l  +  1)), 


*)  Hier  bleibt  streng  genommen  eine  Lücke,  insofern  es  fraglich 
scheinen  kann,  ob  dieser  Umstand  auch  für  die  unendlich  fernen  Theilc 
des  Parallelstreifens  zutreffend  ist.  Die  Rieniann'sche  Formel  (G8a), 
die  wir  sonst  nicht  brauchen,  dürfte  die  Bestimmung  haben,  sie  zu  er- 
gänzen. 
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wo  die  Summe    nun    nur    noch    alle  Nullpunkte  «  mit    posi- 
tivem reellen  Bestancltlieile  umfasst. 
11.  Hiernach  darf  man  setzen 

log  KO  =  log  1(0) +^  log  (1  -  ^) , 

et 

die  Summe  auf  alle  Wurzeln  a  der  Gleichung  |(/)  =  0 
erstreckt,  deren  reelle  Bestandtheile  positiv  sind, 
und  nach  den  wachsenden  Werthen  derselben  ge- 
ordnet.    Da  man 

leicht  in 


c(i  f  \  -J-^"^ 


umformt,  nimmt  diese  Gleichung  auch  folgende  Gestalt  au: 
log  ^(t)=^C -^2 (log  A  --j-A-\  +  log/1  ~- 


— ai  }  \  — -  +  nri 

wo  C  eine  endliche  Coustante. 

Auf  diese  Funktion  lässt  sich  aber  die  Funktion 
log  ^(6)  mittels  der  Definitionsgleichuug  (63)  zurück- 
führen und  so  findet  mau 

log  ^(s)  =  C-\-{  log  ^  -  log  (6^  -  1)  -  log  r  (I  -f  l) 


cci  I  \  \-  ai 

2  /  \  ^  y 


Nun  ist  nach   dem  Gaussischeu  Multiplikatioussatze   der 
P- Funktionen 

r(|+i)=i- 


also 


"-{^+iW+i)-{^+^) 


-  log  r  (  J  +  l)  --=  lim.  (^  log  (l  +  /-)  -  1  log  »  ) 
und 
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d 00     d 


ds  y^  I  ds 


Mit  Hilfe  dieses  Resultates  kommt 


^log^(s) 


Abgesehen  vom  ersten  Gliede  stehen  hier  zur  Rechten  nur 
Glieder  von  der  Form 

ds  s 

Wird  also  der  vorstehende  Ausdruck  in   die  Formel  (57)  ein- 
gesetzt, so  wird  zimächst  ein  Glied  erhalten  von  der  Form 

a-J-oo  4 

C  f'^ds 

^ni  log  xj      s-*    ' 

a  —  <x  i 

welches  durch  partielle  Integration  in 

a-|-ao  j 

- — ;  •    /  icvZ  log  s  =  C 
'im     j  ° 

a —  00  t 

übergeht ;  ausserdem  aber  nur  Glieder  von  der  allgemeinen  Form 
—  27rMoga;/    ds  s  "^  "*' 


welche  sich  durch  partielle  Integration  mit  Rücksicht   darauf, 
dass 


%(-!) 
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an  den  Grenzen  verschwindet,  in  die  einfachere 

a  —  X  i 

verwandelt.  Nennt  man  für  einen  Augenblick  dies  Integral, 
als  eine  Funktion  von  ß  aufgefasst,  cp  (/3),  so  wird  nach  der 
leicht  zu  bestätigenden  Formel 


s)ß 


sein,  und  diese  Gleichung,  wenn  der  reelle  Bestandtheil  von  /3 
mit  h  bezeichnet  und  a  —  b  =  a'  gesetzt  wird,  durch  Ein- 
führung der  neuen  Integrationsvariabein  s  =  s  —  ß  in  die 
folgende  übergeführt: 

ft'-f-<»  i 

9iß)-±^J'^-''llogs. 

Sobald  demnach  «'  >  0  d.  h.  der  reelle  Bestandtheil  von 
s  grösser  ist  als  der  von  /3,  findet  sich 

9''(/3)  =  ±f, 
also,  wenn  der  reelle  Bestandtheil  von  ß  negativ  ist, 

a;" 

OS 

imd 

X 

CO 

dagegen,  wenn  der  reelle  Bestandtheil  von  ß  positiv  ist, 

X 

rp'(ß)  =  +  1  xl^-hlx 

0 

und  entsprechend 
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0 

Man  bat  mm  iii  (66)  successive  für  ß  die  AVerthe  zu 
setzen,  welche  für  die  Formel  (()5)  in  Betracht  kommen. 

Ist  zuerst  /3  =  1 ,  so  ist  a'  =  a  —  1  >  0;  es  tritt  der 
zweite  Fall  ein  und  der  zugehörige  Bestaudtheil  der  Formel 
(ö7)  wird 


+/ifis  +  ^  =  Liw  + 


%i  zweitens  ß  ==  —  2m,  so  ist  a'  ==  a  -\-  2 in  >  0;  es 
tritt  der  erste  Fall  ein  und  der  zugehörige  Bestandtheil  der 
Formel  (57)  wird 


-J 


logx 


dx    , 


die  Gesammtheit   aller,   den   verschiedenen  Werthen   von  m 
entsprechenden  Bestandtheile  aber,  da  a;  >  1  gedacht  ist,  gleich 


CO 

_1_    1  ^'^  l_ 


Ist    endlich    drittens    /3  =  —  +  a-«,     so    wird,    weil    der 

Coefficieut    des    imaginären    Bestand theils    von    «    numerisch 

kleiner  als        ist,    der  reelle   Bestandtheil  von  ß  positiv   imd 

kleiner  als  1,  also  a'  >  0  sein;  es  tritt  der  zweite  der  obigen 
Fälle  ein  und  man  findet  als  den  zugehörigen  Bestandtheil 
der  Formel  (57)  den  Ausdruck 


X 

__  r.T-^^±«'  ■  dx  , 

J  loga;  +^' 


1 
der  durch  die  Substitution  x  =  x    sich  in 


iil  \x  ) 


verwandeln  lässt.  — 
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Alles    in    allem    ergiebt    sich    liieriuicli    die    Rie- 
mauu'sclie  Formel: 

f(x)  =  C+Li  (x)  -^(u{x''^'")  +  Li  G"^"")  j 


(67) 


00 


dx 

i)  X  log  X ' 


und  aus  dieser  so  bestimmten  Funktion  f\x)  gewinnt 
mau  endlich  die  gesuchte  Funktion  2^(0;),  durch  Avelche 
die  Häufigkeit  der  Primzahlen  bestimmt  ist,  durch 
Umkehrung  der  Beziehung  (53),  nämlich  mittels  der 
Formel 

(68)  F(x)=J;^oo|/-Gv. 

Sieht  man  von  den  periodischen  Gliedern  des  Ausdruckes 
f'(x)  ab,  so  wird  augenscheinlich,  von  Theilen  abgesehen, 
welche  mit  x  nicht  unendlich  wachsen  können, 


V  ..  r..^      1 


Ä\x") 


(69)  F{x)=2j('(^^y-n^ 

n 

d.i.  aber  kleiner  als  der  Integrallogarithmus  Li  (.r), 
der  vor  Riemann  als  asymptotischer  Werth  für  Fix)  ge- 
nommen zu  werden  pflegte;  und  in  der  That  hat  die  wirkliche 
Zählung  der  Primzahlen  durch  Gauss  und  Goldschmidt 
diesen  Umstand  schon  ausser  Zweifel  gestellt*].  Weitere 
Zählungen  erst  können  aber  den  Einfluss  erkennen  lassen, 
welchen  die  periodischen  Bestandtheile  von  f{x)  ausüben, 
indem  sie  stellenweise  Verdünnungen  oder  Verdichtungen 
deutlich  machen,  welche  in  der  Reihe  der  Primzahlen  statt- 
finden und  auch  bei  den  bisherigen  Zählungen,  wie  Riemann 
sagt,  bereits  nicht  unbemerkt  geblieben  sind. 


*)  Vgl.  Gauss'  Brief  an  Encke  im  "2.  Bd.  seiner  Werke  p.  445. 
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Die  mittlereu  Wertlie  zahlentheoretisclier  Fnuktioneii. 

1.  Die  zahlentlieoretisclieii  Funktionen  sind,  wenn  über- 
haupt, meist  doch  nur  sehr  schwer  und  umständHch  durch 
einen  analytischen  Ausdruck  zu  definiren,  wie  wir  dies  au  der 
Menge  der  Primzahlen  unterhalb  einer  gegebenen  Grenze  im 
Vorigen  erkannt  haben.  Gleichviel  aber,  ob  ein  solcher  Aus- 
druck vorhanden  ist  oder  nicht,  sind  sie  stets  von  einer  grossen 
Unregelmässigkeit.  Betrachtet  man  z.  B.  die  Anzahl  der  Thei- 
1er  einer  Zahl  «,  die  sich  zwar  mittels  der  Zerlegung  der  Zahl 
in  ihre  Primfaktoreu,  nicht  aber  unmittelbar  als  eine  Funktion 
von  n  durch  einen  allgemeinen  Ausdruck  bestimmen  lässt, 
so  sieht  man  sehr  bald,  dass  bei  wachsendem  n  diese  Anzahl 
im  allgemeinen  ebenfalls  wächst,  doch  aber  auch  immer  wieder 
sehr  kleine  Werthe  —  insbesondere,  so  oft  n  einer  Primzahl 
gleich  wird,  den  Werth  2  —  annimmt.  Dieser  Umstand  führt 
naturgemäss  zur  Betrachtung  der  sogenannten  mittleren 
Werthe  dieser  Funktionen,  in  welchen,  indem  die  Un- 
regelmässigkeiten sich  ausgleichen,  das  Gesetz  der  wachsenden 
Fimktions werthe  sich  deutlicher  ausprägen  muss,  um  so  mehr, 
je  grösser  die  Menge  der  im  Mittel  zusammengefassten  Funk- 
tiouswerthe  ist. 

Sei   /"(n)    eine    zahlentheoretische    Funktion,    so    ist    der 
Quotient 
/|N  /•(!)  +  /'(2)  +  f{ä)  +  •  •  •  +  fjn) 

das  Mittel   der  n  aufeinander  folgenden  Funktions werthe,  und 
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(2)  lim.  AD  +  m  +■+  m 

der  mittlere  Werth  der  Funktion  f (n)  überhaupt. 
Wir  wollen  diesen  letztern  durch  SSI  f{n)  bezeichnen. 
So  haben  wir  in  Nr.  6  des  6.  Abschnittes  die  mittlere  Anzahl 
der  Darstellungen  einer  positiven  ganzen  Zahl  durch  eine  qua- 
dratische Form,  sowie  die  mittlere  Anzahl  aller  ihrer  Dar- 
stellungen durch  das  Formensystem  der  Determinante  D  be- 
trachtet und  ermittelt.  Meist  aber  ist  dieser  mittlere  Werth 
nicht  angebbar  oder  doch  nur  in  der  Weise,  dass  sich  für  den 
Ausdruck  (1)  ein  asymptotischer  Ausdruck  r(j(ii)  angeben  lässt, 
der  geeignet  ist,  ihn  mit  stets  wachsender  Genauigkeit  zu  er- 
setzen, indem  das  Verhältniss  zwischen  beiden  mit  wachsen- 
dem n  sich  der  Euiheit  nähert. 

Neben  dem  mittleren  Werthe  einer  Funktion  /"(»)  über- 
haupt kann  man  aber  mit  Gauss*)  noch  einen  andern 
Mittelwerth  definiren.     Offenbar  darf  man  den  Quotienten 

(3)  fjn  +  1)  -f  /-(n  +  2)  -I-  • .-  •  +  /(w  +  m) 

m 

als  den  Mittelwerth  der  Funktion  /"(«)  an  der  Stelle  n -\ r- — 

ansehen  und  zwar  mit  um  so  grösserem  Rechte,  je  grösser  m 
gewählt  werden  kann.     Wird  aber  n  so  viel  grösser  gedacht 

als    m,    dass    — - —   gegen  n  verschwindet,    so    bestimmt    der 

Quotient  (3)  auch  den  Mittelwerth  der  Funktion  /'(«) 
an  der  Stelle  n,  den  wir  mit  Mf(n)  bezeichnen  wollen, 
und  dies  wird  um  so  zutreffender  sein,  je  grösser  n  gewählt 
wird,  weil  dann  auch  m  entsprechend  grösser  genommen  wer- 
den darf  Geschieht  das  gleichzeitige  Wachsen  von  n  und  m 
in  der  Weise,  dass  n  unendlich  viel  rascher  wächst  als  «?,  so- 
dass       dabei  unendlich  klein  wird,  so  bestimmt  der  Ausdruck 

(3)  mit  stets  wachsender  Genauigkeit  den  Mittelwerth  der 
Funktion  /"(«)  an  der  Stelle  n. 

So  giebt  Gauss  an  den  angeführten  Orten  das  asympto- 
tische Gesetz  für  die  mittlere  Anzahl  der  Geschlechter,  sowie 

*)  S.  Disquisitiones  Arithmeticae  art.  301—303. 
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für    die    mittlere  Anzahl    der    Classen    quadratischer    Formen 
einer  gegebenen  Determinante  D.     Das  erstere  lautet: 

(4)  >^(logZ>  +  2Ji  +  i|?-ilog2), 

WO 

E  =2  ( 1-  -  log  (1  +  {• ))  =  0,5772156649 
die  schon  im  Vorigen    betrachtete  Euler'sche   Constante   und 

CO 

F  =^  i^'  =  0,9375482543 

2 

ist.     Das  asymptotische    Gesetz   von    Gauss   für   die   mittlere 
Anzahl  der  Classen  lautet,  wenn  D  =  —  z/  negativ  ist, 

(5)  yY2-d, 
wo 


1 


ist.  Für  positive  Determinanten  stellt  Gauss  dasselbe  nicht 
auf,  er  bemerkt  nur*),  dass  für  solche  die  mittlere  Anzahl 
der  Classen  viel  langsamer  zunehme  wie  YD,  dass  jedoch  ver- 
schiedene Gründe  es  deutlich  machten,  wie  für  solche  Deter- 
minanten nicht  sowohl  die  Classenanzahl  selbst  als  vielmehr 
ihr  Produkt  in  log  (T+  UYD)  das  Analogon  zur  Classen- 
anzahl negativer  Determinanten  sei,  wie  die  Ausdrücke  für 
die  Classenanzahl,  die  wir  gefunden,  vollauf  bestätigen,  und 
dass  in  der  That  für  den  mittleren  Werth  dieses  Produktes 
sich  das  analoge  Gesetz   m  YD  —  n  herausstelle. 

Indem  wir  später  auf  diese  Fragen  zurückkommen,  be- 
merken wir  hier  nur  noch  im  Allgemeinen,  dass,  wemi  für 
den  mittleren  Werth  einer  Funktion  f(n)  überhaupt,  oder, 
was  auf  dasselbe  hinauskommt,  für  ihr  sogenamites  summa- 
torisches  Glied 

(6)  ■Fin)=f{\)-{-f(2)+  •••  +/•(») 


*)  Ebendaselbst  art.  304  Ende. 
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ein  asymptotischer  Ausdruck  il-'(ji)  gefunden  worden  ist,  so- 
dass sich  setzen  lässt 

(7)  Fin)  =  t{n)-il  +  d), 

wo  d  mit  unendlich  wachsendem  n  unendlich  abnimmt,  dar- 
aus auch  der  asymptotische  Werth  von  f(n)  an  der  Stelle  n 
immittelbar  sich  herleiten  lässt.     Denn  da  alsdann  auch 

(8)  F(w  +  m)  =  t  (n  -f  m)  •  (1  +  ö ') 

sein  wird,  ergiebt  sich  für  (3)  die  Gleichung 

/Q\  F  {n -i- m)  —  F  jn)  ^  tP  {n -\- m)  —  ip  jn)  .^    ,    ^. 

wo  ^^  zur  Abkürzung  steht  für 

QQ\  S'ip(fi-\-m)  —  Stp(n) 

^     ^  ip{n  -\-  m)  —  tp  {ii) 

2.  Nächst  Gauss  ist  es  Dirichlet,  welcher  der  Auf- 
suchung der  mittleren  Werthe  zahlentheoretischer  Funktionen 
und  ihrer  asymptotischen  Gesetze  seine  Kräfte  gewidmet  hat, 
indem  er  auf  dieses  neue  fruchtbringende  Gebiet  seine  ana- 
lytischen Methoden  ausdehnte.  Seine  erste  Untersuchung  dar- 
über, von  welcher  die  kurze,  bereits  früher  erwähnte  Note  in 
den  Berl.  Monatsber.  v.  J.  1838  Nachricht  giebt,  ist  leider  nie 
veröffentlicht  worden,  sodass  man  auf  die  von  Dirichlet  da- 
bei verwendeten  analytischen  Methoden  aus  jener  nur  mit 
Hilfe  einer  andern  Notiz  *)  zu  schliessen  vermag.  Was  wir 
darüber  zu  sagen  haben,  wollen  wir  am  Ende  dieses  Abschnittes 
auseinandersetzen.  Dirichlet  selbst  aber  hat  es  sich  ange- 
legen sein  lassen,  die  Resultate,  zu  denen  seine  analytische 
Untersuchung  ihn  geführt,  soweit  thunlich,  durch  elementare 
Methoden  wieder  zu  gewinnen,  und  so  wollen  wir  hier  auch 
zunächst  diese  letzteren  Methoden  zur  Darstellung  bringen 
und  ihnen  anfügen,  was  seither  Andere  in  gleichem  Sinne 
geleistet. 

Wir  beginnen  unsere  Untersuchungen  mit  der 
Betrachtung  der  Funktion  T(n),  welche  die  Anzahl 
aller  Theiler  einer  ganzen  Zahl  n  bestimmt. 


*)  S.  Dirichlet,  sur  l'usage  des  series  infinies  dans  la  theorie  des 
nombres,  in  Crelle's  Journal  Bd.  18. 
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Ist  (laini 

n 

x  =  i 

die  entsprechende  sumiuatorisclie  Funktion,  so  ist  be- 
reits in  Nr.  2,  2)  des  11.  Abschnittes  gezeigt  worden,  dass  man 
für  sie  auch  setzen  darf 

1 
Nun  ist  aber        J  =  ,7  —  q,    wo   q   einen  Werth  zwischen  0 
und    1   bedeutet,  und  demgemäss  wird 


r(n)  =  n-y^^ 


wo  r   sicher  den  Werth  n  nicht   erreicht.     Da  nun  nach   der 
Euler'scheu  Summenforniel  (la)  des  vor.  Abschnitts 

1 
ist,   liudet  sich 
(11)  T(n)  =  n  log  n  -\-  0  (n) , 

wenn  wir  durch  das  Zeichen  0  (w)  eine  Grösse  ausdrücken, 
deren  Ordnung  in  Bezug  auf  n  die  Ordnung  von  n  nicht  über- 
schreitet; ob  sie  wirklich  Glieder  von  der  Ordnung  11  in  sich 
enthält,  bleibt  bei  dem  bisherigen  Schlussverfahren  dahingestellt. 
Bevor  wir  dies  näher  untersuchen,  betrachten  wir  zwei- 
tens die  Funktion /S'(«),  welche  die  Summe  aller  Theiler 
einer  ganzen  Zahl  n  bestimmt.  Für  die  entsprechende 
summatorische  Funktion 

n 

ain)=^S(k) 
fanden  wir  in  Nr.  2,  3)  des  11.  Abschnittes  den  anderen  Ausdruck 

<,(„)=2''-[f]> 

1 
den    wir    ferner    mit    Hilfe    der    allgemeinen    Formel    (8)    des 
vorigen  Abschnittes  und  wenn  wir  wiinler 

Baclimann,  Analytische  Zahlentheorie.  26 
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V  /    \         n(n-\-  1) 

setzen,  durch  den  folgenden  ersetzen  können: 

„-(,o^^4«]=i^([7;r+[;])- 

Hier  ist  aber  wegen    I  ttJ  =  -yr  —  Q 


i  1  1 

Die    Summen  ^^  q  ,    ^^  q^    erreichen    nicht    die    Grenze    n ; 

n  ■  Jx,    ,    ist  kleiner  als    n  ■  ^^   ,     und  nach  der  schon  vorher 

1       '  1 

benutzten  Eul  er 'sehen  Summenformel  ist 


1 


=  n[E-^\ogn-^-^-^--); 


alle  diese  Summen  zusammengenommen  überschreiten  also 
nicht  die  Ordnunsf  n\os,n\  da  endlich  nach  der  Euler'scheu 
Formel  (Ib)  des  vor.  Abschnitts 

n 
c,        "VT     1  TT*«*  ,         1 

i 

d.  i.  bis  auf  Glieder,  deren  Ordnung  geringer  ist  als  n  log??, 
gleich  —^  ist,  so  ergiebt  sich  aus  diesem  allen  zuletzt 

(12)  aOO  =  ^)i-+  0(«log«)- 

Aus  diesem  Werthe  von   0(11)   findet   sich   zuerst   bis   auf 
Glieder  von  der  Ordnung  log  n  genau  das  asymptotische  Gesetz 

(1^)  n 12-"' 

ferner  ist,  da 

n 

Z     ^-  =  logn  +  log(l+ J   +log(l+-j, 
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wenn         mit   unendlicli   wachsendem  n,    wie   bei   der  Bildung 

von  J\I  f{n)  vorgeschrieben  ist,  gegen  Null  convergirt,  log  n  -}-  1 
zur  Grenze  hat,  bis  auf  Glieder  von  der  Ordnung  log  n  genau 

c  {n  -\-  vi)  —  G  (n)  71- n  (^     1     w  \ 

m  "6~  \      •"  2  n/  ' 

und  daraus  findet  sich 

(14)  MSin)^"^, 

und  zwar  in  dem  Sinne,  dass  das  Verhältniss  beider 
Seiten  bei  unendlich  wachsendem  n  gegen  die  Einheit 
convergirt. 

3.  Wir  haben  bei  der  zweiten  Aufgabe  uns  auf  eine  Um- 
formung gestützt,  welche  in  der  Formel  (8)  des  vorigen  Ab- 
schnitts zum  Ausdrucke  kommt.  Die  weiteren  ähnlichen  Unter- 
suchungen Dirichlet's  beruhen  auf  einer  viel  allgemeineren 
Transformationsgleichung*),  in  welcher  die  eben  genannte  als 
einfacher  Fall  enthalten  ist.  Wir  werden  daher  vor  allem 
diese  allgemeine  Umformung  eingehend  erörtern. 

Zu  diesem  Zwecke  verstehen  wir  unter 

(lö)  a==W{s) 

eine  Beziehung  zwischen  s  und  6,  bei  welcher  diese  Grössen 
sich  eindeutig  entsprechen,  während  "^I^iß)  von  s  =  1  bis  zur 
positiven  ganzen  Zahl  .9  =  p  hin  eine  Reihe  stetig  abnehmen- 
der positiver  Werthe  darbietet;  die  umgekehrte  Funktion 

(16)  S=i'{6) 

wird  dann  dasselbe  Verhalten  zeigen,  während  6  von  ^i^(j)) 
bis   'i''(l)   hin  wächst. 

Werden  alsdann  zwei  zahlentheoretische  Funktionen  [{ti), 
F{n)  betrachtet,  welche  durch  die  Beziehung 

(17)  F{x)=2m 

k=l 

*)  S.  Dirichlet's  Abhandlung  „Ueber  die  Bestimmung  der  mitt- 
leren Werthe  in  der  Zahlentheorie"  in  den  Abhandlungen  der  Berl. 
Acad.  V.  J.  1849,  sowie  seine  Notiz  „Ueber  ein,  die  Division  betrettendes 
Problem"  in  den  Monatsber.  der  Berl,  Acad.  v.  .T.  1851  S.  20. 

26* 
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mit  einander  verbunden  sind,  so  ergiebt  sieb  daraus 

(18)  F[W{s)]=^fik) 

1 
und  folglieb 

(19)  ^F[-^F{s)]  =^  (/■(!)  +  ^(2)  +  .  .  .  +  f[^F{s)])  . 

S  =  l  .v=l 

Bezeicbnet  nun  Ic  irgend  eine  positive  ganze  Zabl  <  [y^(l)], 
so  kommt  die  Funktion  /'(/<),  solange  k  <[*J^(?>)]  ist,  in  jedem 
Gliede  der  Summe  einmal,  in  der  ganzen  Summe  mitbin  genau 
^)  mal  vor;  ist  dagegen  Z:>[^(;))],  so  kommt  f(k)  nur  vor 
bis  zu  demjenigen  Gliede  der  Summe  inclusive,  in  welcbem 

ist;  diese  Bedingungen  sind,  da  Je  ganzzablig,  mit  den  anderen 
gleicbbedeuteud : 

W{s+l)<Jc<Wis) 

und  fübren  uacb  der  vorausgesetzten  Bescbaffenbeit  der  Funk- 
tion W  zu  den  folgenden: 

s-\-  l>tQ<:)^s, 

aus  welcben  sieb  für  s  die  Bestimmung  ergiebt: 

Ist   also    A;  >  ['P"(p)],    so    kommt   die    Funktion   /"(/.)    in   der 
Summe  nur  genau   [ip  (A)]  Mal  vor.     Hieraus   ergiebt  sieb   für 

(19)  die  neue  Gestalt: 

P  i'f'd')}  ['f'(i)] 

(20)  2f[W(s)]  =p.^f(k)  +2[^(/,)l  ./"(/O  . 

1  1  viHpn+i^ 

Ist    ferner   q    eine    positive    ganze    Zabl    <  ^^ ,    so    findet    man 
gleicberweise 

(21)  2f[-^-{s)]  =  q  .^f{k)  +2"  [^  (^Ol  •  m  ■ 

1  1  V'i'jl  +  i- 

Zur  Abkürzung  setzen  wir 

(22)  ['l'ip)]=ß.      [^^^■(7)]  =  r, 
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wird  daim  die  lUeiclmug  (21)  von  (20)  subtniliirt,  so  geht  mit 
Rücksiclit  auf  (IS)  folgende  sehr  allgemeine  Transfor- 
mationsgleichuug  hervor: 

I'  y 

(23)  ^F[<iy{s)\  =p.F{ß)-q-Fir)  -\-^[n^m-m, 

der  mau  auch  diese  Gestalt  geben  kann: 

■/  ,^ 

(23a)     ^[Hk)]  m=-aF{y)~-pF{ß)+^[tmm 


+^F[Wis)-]. 

7+1 

Nehmen  wir,  um  eine  erste  Anwendung  von  dieser  Formel 
zu  machen,  a  =  ^^  (^0  =  —  an,  wo  x  ein  beliebiger  positiver 
Werth  sei;  die  für  '^F{s)  gemachten  Voraussetzungen  sind 
offenbar  erfüllt  und  man  hat  ip{o)  =  — ,  sowie  ß  =  — J , 
7=  ,  die  allgemeine  Formel  (23a)  nimmt  daher 
die  besondere  Gestalt  an: 

1  -^  -^  1 

und,    wenn    (/  =  1    d.   h.    y  =  [x]     gewählt    wird,    wo    dann 
^  2*'  I  —  =  2*  I  ^     zur  letzten  Summe  hinzugezogen  werden  kann, 

(25)i'[:]/-('o=-i.4f]+2'K]/w+i'^"[:]- 

1  -^       1  1 

In  dieser  letztern  Formel  AvoUen  wir  für  die  bisher  be- 
liebige ganze  Zahl  jj  das  grösste  Ganze  wählen,  welches  in 
Yx  enthalten  ist,  sodass  die  Ungleichheiten  stattfinden 

(26)  /<^'<0^+  1)'-'. 
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Ist  dauu  erstens  x   eine  Qnaclratzahl,  so  wird  p^  =  x , 
—  =  p  =z-.  I  -     sein  uud  die  Gleichung  (25)  erhält  die  Gestalt: 


[<] 


(2-)  2 K]  /■('•■)  -  - i'f  ('')  +2 [f ]«'-■)  +2'^[t] • 

Ist  aber  zweitens  x  keine  Quadratzahl;  so  wird 
(  r  <  X  <{p-{-  1)- 

sein.     Also  ist 

entweder    — =i^    ^^^^^^  ^^^^  kommt  dann  zu  derselben 
Gleichung  (27)  zurück; 

oder      —  =i^4-  1;    hieraus   folgt  > j) ,    aus  (28) 

aber    -nr7<i^4-l;    folglich   ist   i^  =  L7-+ iJ '     D'^^^^'   '^^^^ 
man   schreiben 

=  -p Fip)  -Pf  iP  +  1)  +2 KJ  /'(^^^  +  i>  •  /■  (P  +  1) 

1 

1 
und  die  Gleichung  (25)  geht  wieder  in  die  Gleichung  (27)  über; 
oder      — J=j|94-2-     Hieraus  folgt 

aus  (28)  aber 

also 

daher   wird 
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[7] 


7'  +  2 


•^  i  1 

p 

=  -ri'\p)-i>fXp  +  1)  -i'/O^  +  2)  +^[^]/X/0 

1 

sein,  imd  mau  erliält  statt  der  Gleichimg  (25)  auch  jetzt 
wieder  die  Gleichung  (27). 

Wird  also  ^)  als  grösstes  iu  Yx  euthalteues  Ganzes 
gewählt,  so  besteht  immer  die  specielle  Gleichung  (27). 

Wir  zeichnen  einen  besonders  interessanten  Fall 
derselben  hier  aus,  der  aus  der  Annahme  f(Jc)  =  1  und 
der  entsprechenden  Annahme  F  (A)  =  Je  hervorgeht.  D  i  e 
Formel  (27)  verwandelt  sich  dadurch  augenscheinlich 
in  die  folgende  einfache  Gleichung: 

(29)         2[f]=2.2'[f]-[>^r 

1  1 

oder,  wenn  mau  sich  der  Formel  2,  2)  des  11.  Abschnittes 
erinnert,   auch  in  die  nachstehende: 

(29a)  ,(^.)  =  2.2'[|]-[]/^r. 

1 

4.  Diese  besonderen  Formeln,  welche  der  Annahme 
])  =  \^ x\  entsprechen,  freilich  unter  einer  von  der  hier  ge- 
wählten etwas  verschiedenen  Form,  haben  nun  bei  den  Di- 
richlet' sehen  Untersuchungen  der  Mittelwerthe  zahlentheore- 
tischer Funktionen  eine  hervorragende  Bedeutung.  Es  mag 
deshalb  von  Interesse  sein,  auch  noch  einige  andere  Beweise 
insbesondere  der  letzten  merkwürdigen  Formel  hier  vorzuführen. 

Wir  fügen  also  zunächst  einen  einfachen  Beweis  nach 
Cesaro*)  hier  an,  der  x  als  eine  Quadratzahl  voraus.sctzt. 
Für  diesen  Fall  ist  nämlich  die  Formel  (21))  eine  unmittelbare 

*)  Cesaro,  sur  un  theoreme  de  Mr.  Stieltjes,  in  Comptes  Ren- 
dus  96  p.  1029. 
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Folge   aus  einer  allgemeineren   Gleichung,   die   wir  folgender- 
masseu  herleiten  können. 

Sei  [x]j  in  zwei  Faktoren  zerlegt,  gleich  a  •  h .  Die 
sämmtlichen  ganzzahligen  Systeme  ^,  >? ,  für  welche  |ij"<^ 
ist,  lassen  sich  folgendermassen  darstellen: 


1,1;     2,1 

1,2-,     2,2 

1,3:     2,3 


3,1;  ...  [:*:],  1; 

3,2;...  [-|],  2; 

••[fJ^3; 


Ihre  Menge  aber  lässt  sich  auf  verschiedene  Weisen  abzählen. 
Erstens,  indem  mau,  sei  es  nach  den  Horizontal-  oder  nach 
den  Vertikalreihen  zählt,  durch  die  Summe 

1 

Zweitens,  wenn  man  die  ersten  rt  Horizontalreihen  nimmt 

und  zugleich  die  ersten   1    H  ==  ^  Vertikalreihen,  wobei  jedoch 

diejenigen  rt6-Systeme,  welche  diesen  Horizontal-  und  Vertikal- 
reihen gemeinsam  sind,  doppelt  gezählt  werden;  die  Gesammt- 
menge  der  Systeme  ist  hiernach  auch  gleich 


M+2'[f]+^[f] 


Setzt  man  diesen  Ausdruck  dem  vorigen  gleich,  so  entspringt 
die  Cesaro'sche  Gleichung 

1  1  1 

Ist  nun  X  eine  Quadratzahl,    x  =  j/"^ ,    so  folgt  ohne  wei- 
teres, indem  man    a  =  h  =  p    setzt, 

2 


^H"2.2'[f]-ii/5]- 
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Eiueu  andern  Beweis  der  Formel  (29)  verdankt 
man  Hermite*).  Indem  wir  n  als  positive  ganze  Zahl  und 
P  =  [V "^  annehmen,  betrachten  wir  den  Ausdruck 

1 
Ist  gleicherweise    q  =  [Yn  —  l]  ,    so  wird  man  haben 

1 
Nun   können  nur  zwei  Fälle   statthaben:    entweder   ist  n    ein 
Quadrat  oder  nicht.    Im  zweiten  dieser  Fälle  ist  2>  =  3';  denn 
aus  den  IJjigleichheiten 

p^  <n  <  {p  +  1)"^ 

q'^^n—K  (q  +  1/ 
folgt  _ 

also   p  —  1  <  {/  <  i^  +  1 ;    wäre   aber  jj  —  1  =  (Z>    ^^   Avürde 

F  =  {q  -{-  ly  >  n  —  l  :^  n 

sein  gegen  die  Voraussetzung,  und  somit  folgt  p  =  q.  Durch 
Subtraktion  der  obigen  beiden  Gleichungen  von  einander  er- 
hält man  demnach 

(31)        F(n)  -  F(n  _  1)  =  2  ■^{[•;^  -  ^^])  ■ 

Ist  aber  1 — ^;— 1  =  i  d.  h.  n  —  1  =  ki  -f-  r ,   wo  r  <  /.; ,   so  folgt 
n  =  Jci  -f-  '■  +  1        also       v  =  ^  H 7^ 


ein 


und  folglich    !  ,  J  =  r    ,     J  +  1 ,   wenn  r  -j-  l  =  k  d.  i.  n  ei 
Vielfaches    von    /.;    ist,    sonst    aber     -j~\  =    — r—   •     Hiernach 

verschwindet    das    allgemeine    Glied    der   Summe    in  (31)    für 
alle  /.•,  ausgenommen  für  diejenigen,  welche  Theiler  von  n  sind, 


*)  S.  Acta  Matheni.  Bd.  2  p.  298:  Sur  quelques  poiuts  dans  la  theorio 
des  nombres,  par  Ch.  Heriuite  et  K.  Lipscliitz. 
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WO  es  gleich  1  ist;  man  findet  daher  die  rechte  Seite  gleich 
der  doppelten  Anzahl  der  Theiler  h  von  n,  welche  <jj  d.  h. 
<l/w  sind,  also,  weil  jedem  Theiler  It  von  n,  der  grösser  als 
y«  ist,  nach  der  Formel  n  =  h  •  h  ein  solcher  kleiner  als  ]/n 
entspricht  und  umgekehrt,  gleich  der  Anzahl  aller  Theiler 
von  )i  •,  mithin  ist 

(32)  F{n)^F{n-\)==T{^n), 
woraus  sol'oii 

n 

(33)  l\n)=^T{l^) 

erschlossen  wird. 

Im  ersten  Falle  aber,  wo  ii  =  p-  eine  Quadratzahl  ist, 
findet  sich  (f  <  jr  <  (q  +  1)^  d.  h.  i?  =  (/  +  1  •  In  diesem 
Falle  wird  also 

d.  h.,  da  dem  Obigen  zufolge 

i'-[;7-]=[~^]+i 

ist,  einfacher 

Foo-2'X«-i)=2.2'([;']-[-r-])-i 

d.  h.  gleich  der  doppelten  Anzahl  aller  Theiler  h  von  n,  welche 
<j)  sind,  weniger  Eins,  was  im  vorliegenden  Falle  der  Anzahl 
aller  Zerlegungen  von  n  in  zwei  Faktoren  d.  i.  Avieder  der 
einfachen  Anzahl  aller  Theiler  von  n  gleich  ist.  Somit  ge- 
langt man  wieder  zu  den  Gleichungen  (32),  (33),  deren  letztere, 
wenn  n  =  [a;]  gewählt  wird,  mit  der  Formel  (29  a)  identisch  ist. 

Wir  dürfen  hier  eine  interessante  Verallgemeiner*ung 
dieser  Formel  nicht  unterdrücken,  welche  von  Lipschitz 
gegeben  worden  ist*). 

Sei  T,{k)  die  Anzahl  aller  Theiler  von  /j,  welche  6*°  Po- 
tenzen sind,  und 


*)  Am  vorher  angegebenen  Orte. 
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n 

k  =  l 

Ist  /t'  irgend  eine  6*°  Potenz  der  Reihe  1,2,'d,  .  .  .n,  so  wird 
sie  so  oft  als  Theiler  dieser  Zahlen  auftreten,  als  es  Vielfache 
von  /i"  in  ihrer  Keihe  giebt,  also  f  1  Mal.  Schreibt  man 
dalier  folgende  Zahlen  auf: 

1",     2-  P,     3-  1',  ■••  H-  1' 

2',     2  ■2-,    3.2',  .■•[{i].2' 

3%     2.3....[^].3.      " 


WO  yu'  die  grösste  s*"^  Potenz  <  «  ist,  so  ist  die  Anzahl  aller 
dieser  Zahlen  gleich  t,{)i).  Man  kann  ihre  Menge  aber  auf 
verschiedene  Weisen  abzählen.  Zählt  mau  zuerst  nach  Ilori- 
zontalreihen,  so  erhält  mau 


(34)  ^'(")=2[T.]i 

zählt   man   zweiteus  nach  Vertikalreiheu,    so   kommt   offenbar 

(35)  ^.00=2' [(;:)'■]; 

k=i  "-        -■ 

nimmt  mau  aber  endlich  die  Horizoutalreihen  bis  zur  [/''"  in- 
clusive und,   indem   man  zur  Abkürzung    T   H  =  (j    setzt,    die 

Vertikalreihen  bis  zur  g*'"  inclusive  zusammen,  so  umfasst 
mau  sämmtliche  Zahlen,  diejenigen  2^Q  von  ihnen,  welche  zu- 
gleich jenen  Horizontal-  und  Vertikalreihen  angehören,  aber 
zweimal.  Man  erhält  demnach  bei  dieser  Zählung, 
welche  die  beiden  ersteren  Arten  als  besondere  Fälle 
in  sich  begreift, 

(3C)  r.in)^-M+2[i\+2[ij)'"} 
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Die   bislier   beliebige   Zalil   p   wollen   wir  nun    als 
das  srösste  in  «^+'  enthaltene  Ganze: 


i> 


[„i+J 


wählen,  sodass  die  Ungleichheiten  bestehen 

(37)  y+^<:«<(i>+i/+%  • 

während  zugleich 
(38) 


Q<-,<(1  +  1 
P 


ist.     Mittels   der  ersteren  von  jenen   erschliesst  man  aus   der 

zweiten   von    diesen   i^  <  —  <  g  +  1 ,    also    entweder   p  =  q 

p' 
oder  iJ  +  1  <  Ö  •     ^^  ersteren  Falle   nimmt  die  Formel  (86) 
die  Gestalt  an: 

(39)  r.(,0  =  -/+2'[p]+i'[(f)'']- 

1  '"  1         ^  -' 

Im  andern  Falle  aber  folgt  aus  der  ersten  der  Ungleichheiten 
(38),  welche  auch  so  geschrieben  werden  kann:  j)  <  {—)  , 
a  fortiori  p<C[     ■  -,)    ;    ^^^^^  nach  der  zweiten  der  Ungleich- 

p<(:)"'<ijhf'<"+'' 

sodass  die  sämmtlichen  grössten  Ganzen 

den  gemeinsamen  Werth  p  haben.  Zerlegt  man  also  in  der 
Gleichung  (36)  die  zweite  Summation  in  eine  von  1  bis  p 
und  eine  von  p  -\-  l  bis  q  reichende,  so  lässt  die  Gleichung 
sich  folgendermassen  schreiben: 


tsin) 


heiten  (37) 


1    *-  '•'  1 


d.  h.  sie  nimmt  die  dem  vorigen  Falle  zukommende  Gestalt  (39) 
auch  hier  Avieder  an. 
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Bei  der  getrofl'eneu  Wahl  der  Zahl  j)  besteht  also 
allgemein  die  Gleichung  (39).  In  ihr  ist  die  Hermite- 
sehe  Formel  ersichtlich  als  einfachster  Fall  enthalten  und  er- 
giebt  sich,  sobald  man  für  s  den  Werth  1  wählt.  — 

ö.  Kehren  wir  nunmehr  zur  allgemeinen  Formel  (27)  wieder 
zurück,  um  sie  für  den  vorgesteckten  Zweck  zu  verwenden, 
so  wollen  wir  von  vornherein  den  Vortheil  hervorheben,  den 
sie  dafür  gewährt.  Während  zur  Linken  die  Summe  bis  zur 
Grenze  x  reicht,  dehnen  sich  diejenigen  zur  Rechten  nur  bis 
zu  der  Grenze  Yx  aus;  werden  daher  die  Summen  nur  an- 
genähert bestimmt  mit  Vernachlässigung  von  Grössen,  welche 
in  Bezug  auf  die  oberen  Grenzen  von  einer  gewissen  Ordnung 
sind,  so  werden  bei  Einführung  der  Transformation  rechts  nur 
solche  Grössen  vernachlässigt,  die  nicht  in  x,  sondern  in  Yx 
von  dieser  Ordnung  sind,  und  so  Avird  eine  grössere  Annähe- 
rung erreicht  werden. 

Um  dies  sogleich  am  einfachsten  Falle  zu  zeigen,  gehen 
wir  noch  einmal  zur  ersten  Aufgabe  zurück,  welche  den  mitt- 
leren Werth  der  Anzahl  aller  Theiler  einer  Zahl  n  suchte. 
Wir  haben  in  diesem  Falle  für  die  summatorische  Funktion 
T  (w)  die  Gleichung 


K«)=2'[f]; 


durch    Anwendung    der    Transformationsgleichung  (29  a)    aber 
geben  wir  ihr  die  Gestalt 

r(«)=22'[;:]-iy"r 

d.  i. 

r(n)  =  2n-^^-n-\-0{Vn), 
1 

und  finden  nun  mittels  der  Eul  er 'sehen  Summenformel  sogleich 

r  (n)  =  2«  {e  +  log  [j/^^]  +  -~^^  .  .  .)  -  n -\-  0  (Vn) 
oder,  wie  leicht  zu  übersehen,  einfacher 
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(40)  T  (li)  =  n  log  n-{-{2E  —  \)  n  +  0  ()/«) ,  *) 

eine  Formel,  welche  lehrt,  was  bisher  unentschieden  blieb, 
class  im  asymptotischen  Ausdrucke  wirklich  ein  Glied  von  der 
Ordnung  n  vorhanden  ist.  Aus  dieser  Formel  findet  sich 
nunmehr 

z[n-\-m)  —  T  («)       (n  +  »w)  log  (w  -j-  m)  —  n  log  w   ■   q  T-t       i    i  ^  (]/«) 
wofür  man  auch  schreiben  kann 

log  „  +  log  (l  +  ^f  +  log  (l  +  '»)  +  2£  _  1  +  0  {^)  ■ 
Lässt  man  also  m,  n  gleichzeitig  wachsen  in  der  Weise,  dass 

—  zugleich  mit  ^ —    abnimmt,  was  z.  B.  geschehen  wird,  wenn 

1  l-rf 

man,  unter  der  Voraussetzung   0  <  d  <  — - ,     m  =  n^        setzt, 

so  erhält  man  schliesslich  für  den  Grenzwerth  des 
Quotienten  d.  h.  für  MT {n)  folgenden  Ausdruck: 

(41)  ilf  T(w)  =  log  n  +  2E, 

eine  Formel,  welche  in  dem  Sinne  zu  verstehen  ist,  dass  bei 
jenem  Wachsen  von  n  der  Unterschied  beider  Seiten 
gegen  Null  convergirt. 

Sei,  während  n  eine  beliebig  gegebene  positive  ganze 
Zahl  ist,  T^^Qi)  die  Anzahl  derjenigen  Theiler  von  /i,  welche 
<  []/n]  sind,  T,^(]^)  die  Anzahl  aller  übrigen  Theiler  von  h, 
sodass    T{k)=Tjl]i)  +  T^ijc)    und  folglich 


*)  In  einem  Briefe  vom  23.7.1858,  welchen  Dirichlet  an  Kro- 
necker gerichtet  hat  und  welcher  in  den  Göttinger  Nachrichten  v.  J. 
1885  S.  379  veröffentlicht  ist,   theilt  Dirichlet  mit,    dass    es  ihm  ge- 

n 

lungen  sei,  die  Summe  ^     —    ,    die  er  bisher  nur  mit  einem  Fehler 

1 
von  der  Ordnung  \/n  angegeben,   „bedeutend  in   die  Enge  zu  treiben". 
Das  hierzu  dienende  Mittel  „welches  aller  Wahrscheinlichkeit  nach  auch 
auf  die  folgenden  Fälle  anwendbar  sein  Averde"  giebt  Dirichlet  leider 
nicht  an. 
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n  n  n 

^T(/0=^r,(/.)+2rj/,-) 
1  1  1 

ist.     Aus  (40)  folgt  daim  zunächst  die  Beziehung 

n  n 

(40a)  ^  T,  (/.)  4-^  T,  (k)  =  n  (log  n  +  2E-~l)  +  0  (Vn)  . 
1  1 

Andererseits  ist  nach  (29  a) 

und  mau  überzeugt  sich  durch  die  gleiche  Betrachtung,  welche 
zur  Formel  (lOa)  des  11.  Abschnitts  geführt  hat,  dass 

1  1 

ist.  Die  vorige  Formel  lässt  sich  hiernach  auch  so 
schreiben: 

(29b)  ^  T,  ilc)  -^  T.,  (A)  =  IVnY , 

1  1 

d.  i.,  wenn  9  einen  positiven  echten  Bruch  bedeutet, 
(40b)        ^  1\  (/,)  -^  T,  (/.)  =  ,?  -  26  >/n  +  e^' . 

Wird  diese  Gleichung  mit  der  Gleichung  (40a)  durch  Addition 
und  Subtraction  verbunden,  so  finden  sich  sogleich  folgende 
Formeln: 

n 

2  T,  Q^)  =  }  (log  «  +  2E)  -f  0  (Vn) 
1 

n 

2  ^2  (^0  =  Y  (l^g  n-\-2E-9)^0  (|/„) , 
1 

welche  von  Gegen bauer  gegeben  worden  sind*). 

Ferner  findet  man  aus  (40  b) 

lim. =  lim. • 


*)  Ariilini.  Theoreme  II  in  den  Denkschr.  tl.  Wiener  Acul.  Hd.  49  8.24. 
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Nim  befindet  sich  uutor  den  Tlieilern  einer  Zahl  /.',  Avelche 
<  []/m]  sind,  selbstverständlich  allezeit  die  Ehis,  demnach 
bezeichnet  T^  (Je)  —  1  die  Anzahl  der  von  Eins  verschiedenen 
Theiler  von  Je,  welche  <  []/v?]  sind.  Mit  Rücksicht  hierauf 
zieht  Gegenbauer  aus  der  vorstehenden  Gleichung  den 
Schluss:  Abgesehen  vom  Theiler  1  hat  jede  Zahl  n  im  Mittel 
ebensoviel  Theiler,  welche  >  ]/«  sind,  als  solche,  welche 
^  Yn  sind.  Diese  Folgerung  aus  der  vorigen  Gleichung,  die 
gar  keine  eigentliche  Mittelwerthsgieichung  ist,  würde  nur 
zulässig  sein,  wenn  T^Qc)  die  Anzahl  derjenigen  Theiler  von  k 
bedeutete,  welche  —  nicht  <  []/m]  ,  sondern  <;  [j/^]  sind. 
Der  Satz  ist  auch  nicht  richtig.  Man  findet  nämlich  leicht, 
wenn  T' (Je)  die  Anzahl  derjenigen  Theiler  von  Je  bezeichnet, 
welche  ^  []/^]  sind,  T"(Jc)  die  Anzahl  der  übrigen,  folgende 
Beziehung  (s.  Formel  (111)): 

n 

n 

2  ^' ('^)  =  l  0«g  n  +  2E-^\)-\-0  (]/n) 


d.  h. 


also  auch 


^T"{Je)  =  1  (log  n  +  2i?  -  1)  +  0  (/n) 


und  folglich 


lim.  =  lim.  — 


n  „     „  w 


Jede  Zahl  n  hat  also  im  Mittel  ebensoviel  Theiler,  die  >  ]/n 
sind,  als  solche,  welche  <  ]/«  sind;  man  weiss  ja  in  der  That, 
dass  für  jede  von  einem  Quadrate  verschiedene  Zahl  n  jene 
Anzahl  ebeusogross,  für  jede  Quadratzahl  n  aber  um  1  ge- 
ringer ist  als  diese.  — 
Da 

n 
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ist,  so  findet  sich  aus  (40) 

2'C:-m)=a-^)"+.'  •• 

1 

also  ist  asymptotisch 

(42)  9jz(;; -[!])  =  ! 
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E< 


Setzt  mau  nuu 


(43) 


[t] 


so  köuueu  die  Zahlen  Ic  der  Reihe  \,  2,ö,  ...n  in  zwei 
Classen  getheilt  werden,  iu  die  Classe  K  derjenigen,  für  welche 

Qj  der  im  Quotiouten  -r  verbleibende  Bruehtheil,  klei- 
ner ist  als  ^  ,  uud  iu  die  Classe  K'  der  übrigen,  für  welche 
er  >  —   ist;    die  Anzahl   der   ersteren   sei  A,   die   Anzahl  der 

letzteren  A'.  Die  Formel  (42j  beweist  nuu  zwar  uicht,  aber 
sie  legt  die  Vermuthung  nahe,  dass  bei  wachsendem  n  die 
Anzahl  .1  grösser  sei  als  A' .  üirichlet  hat  diese  Vermuthuug 
bestätigt.  Er  geht  davon  aus,  dass,  wie  aus  (43)  leicht  ein- 
leuchtet*), für  die  Zahlen  der  (Uasse  K 


*)  Es  soll  hier  die  allj^emeine  Beziehung  nicht  unerwähnt  bleiben, 
aus  welcher  dies  Resultat  als  besonderer  Fall  entspringt.     Ist 

oder,  indem  kQ  =  r   gesetzt  wird, 

wo  nun  die  ganze  Zahl   ;•  <;  k  ist,  so  folgt  sogleich 

['T]-"[f]=ra. 

wo  —  also  auch  </«  ist.     Also:    Ist  r  der  Rest  der  Theilnng 

IC  L  A^  —1 

von  n   durch  k,   so  ist     -77      der    Rest   der   Theilung    von 
durch  h  und 


hv-[ 


m 


h 

Bachmanii,  .\nalytische  Zahlentheorie. 


=  [t]. 


27 
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[t]-2.[::]  =  0    d.i.     [^']  gerade, 
für  die  Zahlen  der  Classe  K' 

[x]  -  2  •[ I ]  =  1     d-  i-     [x]  ^°gerade 

ist;  die  erstereu  Zahlen  sind  mit  anderen  Worten  diejenigen 
Zahlen  der  Reihe  1,2,3,...«,  deren  grösste  Vielfache 
unterhalb  2«  gerade  Vielfache,  die  Zahlen  der  Classe  K' 
diejenigen,  deren  grösste  Vielfache  unterhalb  2n  un- 
gerade Vielfache  sind,  wobei  der  Ausdruck  unterhalb  2w 
die  Grenze  2w  mit  einschliessen  soll.  Aus  diesem  Verhalten 
der  Zahlen  K  und  K'  ergiebt  sich  ohne  weiteres 

(«)       ^'=i'([¥]-2-m), 

1 

und  indem  Dirichlet  diese  Summe  mittels  der  obigen  Trans- 
formationen weiter  behandelt,  zeigt  er,  dass  asymptotisch 

A'  =  (log  4  —  l)n,     also     Ä  =  {2  —  log  4)n 

und,  da    3  —  21og  4  >  0    ist,  in  der  That  A>  A'  ist*). 

Dirichlet  hat  aber  in  einer  späteren  Arbeit**)  diese 
Untersuchung  wesentlich  allgemeiner  geführt,  indem  er  — 
p  <  7^  vorausgesetzt  —  den  asymptotischen  Ausdruck  für  die 
Menge  der  Zahlen  /.•  der  Reihe  1,  2,  3,  .  .  .  2>  sucht, 
für  welche 

(45)  T-[i]<'' 

d.  i.  kleiner  als  ein  beliebiger  Werth  zwischen  0  und 
1  ist.  Beschränken  wir  uns  in  unserer  Darstellung  auf  den 
Fall,   wo  2>  =  1^    ist.     Aus  (43)  folgt 


welch'  letztere   Formel  auch  durch  die  Formel  (11)   des   11.  Abschnitts 
bestätigt  wird.     Für  /i=2  ergiebt  sich  hieraus  sofort 


m-^m-m 


also  0  oder  1,  je  nachdem  r  <C,—  oder    >  -  -   d.h.   G  <Cir   oder    >    „ 

2  2  2  <2 

i.st,  wie  oben  behauptet. 

*)  In  der  ersten  der  bei  Nr.  3  genannten  Arbeiten. 
**)  In  der  zweiten  der  bei  Nr.  3  genannten  Arbeiten. 
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|-  _  a  =  [-"]  -1-  p  —  «5 
ist  Dim   ()  >  «  also   (>  —  a   positiv  und  kleiner  als  1,  so  wird 

[:]-[f-'']=o 

sein-,  ist  aber  p<a  also  (>  —  a  negativ  und  numerisch  kleiner 
als  1,  so  findet  sich 

und  demnach  wird  die  Anzahl  %  derjenigen  Zahlen  Je  der  Reihe 
1,  2,  3,  .  .  .  ??,   für  Avelche 

ist, 

(46)  «=!(&] -[!-«]). 

Auf  diesen  Ausdruck  wenden  wir   die   allgemeine  Formel 
(23)  an,  indem  wir  darin  f(Ji)  =  l  also  F(Jv)  =  Jc  voraussetzen. 

Wählen   wir   zunächst    ij,' (k)  =  ,-   also    auch    W(J{^=      ,    so 

werden    ß  =  I  — J  7    7  =  11    ^^^  ^^i^  Formel  nimmt  die  Ge- 
stalt an: 

2  +  i  [i  +  l 

also,  wenn  p  ==  n  ist. 


</  +  !  a 

wofür  sich  einfacher  schreiben  lässt 

w       i'[T]=-*^+^[:]- 

9  +  1  1 

Wählen  wir  zweitens    ib(k)  =  ,   ,      ,  so  wird   W(k)  =    '  —  a 

und  die  Werthe  von  /3,  y,  die  wir  zum  Unterschiede  von  den 
vorigen  mit  ß',  y'  bezeichnen  wollen,  werden 


% 
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d.  b.  für  11  =  2^ : 

r  =  o,      /  =  [f-«]; 

die  Formel  (23)  liefert  so  die  folgende: 

7  +  1  1  ^ 

Mit  Hilfe  dieser  Gleichungen  (47),  (48),  in  denen  q  irgend 
eine  Zahl  <  n  bedeutet,  kann  man  den  Ausdruck  (4G)  in 
nachstehende  Gestalt  überführen: 

1  11 

da     "  J  — a  I  =  y  —  y'   nur  0   oder  1    sein    kann,    so 

darf  man  hierfür  auch  setzen: 

1  1  ' 

wo  E  gleich  0  oder  1  ist. 

Wählt  man  nun  für  q  das  grösste  in  \/n  enthaltene 
Ganze,  so  wird  die  erste  Summe,  Avelche  nicht  grösser  sein 
kann  als  g,  von  der  Ordnung  ]/n,  ferner  kann  y  (vgl.,  was  in 
Nr.  3  zur  Formel  (27)  bemerkt  worden  ist)  nur  einer  der 
Werthe  q,  q  -\-  1,  fZ  +  2  sein  und  folglich  ist  auch  das  dritte 
Glied  zur  Rechten  von  (49)  von  der  Ordnung  Yv,  sodass  Avir 
setzen  dürfen 


oder  noch  einfacher 

(50)  5i  =  .^-J;(J. -,^)  +  0(]/;7). 

Aus  dieser  Formel  eru'iebt  sich  ohne  weiteres 
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cxk'r,  da 


(52)  l  -  ,l,=J\^'-'~^'+"-')dz 

0 

ist,  HUcL  nachstehende  Formel: 

lim.  '   =  I  — — —dpj. 

„  =  00  *^  J       i-2 

0 

Dies  Integral  kommt  auf  eine  Trausseeudente  ''F(2)  zurück, 
welche  aus  der  Gaussischen  (im  3.  Bd.  seiner  Werke  ent- 
haltenen) Abhandlung,  Disquisitioues  generales  circa  seriem  etc., 
her  hekannt  und  zu  deren  Berechnung  dort  eine  Ta])ellc  ge- 
geben  ist;   nach    dieser    letztern   entspricht   z.  B.    dem   Greuz- 

,.'''(         1 
werthe  lim.  —  =  --  der  Werth 

a  =  0,384686  ... 

während  umgekehrt  dem  Werthe  a  =  — ,  für  welchen  51  mit  Ä 
identisch  ist,  der  Grenzwerth 

lim.  -  =  0,6137056 . . . 

zukommt,  ein  Werth,  welcher  mit  dem  oben  angegebenen 
2  —  log  4  übereinstimmt. 

Wir  wollen  aber  direkt  dieses  specielle  Resultat  aus  der 
allgemeinen     Untersuchung    herleiten.       Setzt    man    in     (50) 

a  =  ^    ein,  und  bedenkt,  dass 
auch  gleich 

1  1 

gesetzt  werden  kann,  so  l'olgt  sogleich  mittels  der  Euler- 
schen  Summeuformel 
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)' 


2a-^^=H^o,y-^^-^:.) 


2  —  log  4  + 


2y  +  i 
oder  einfacher  gleich 

jl 2 

2y   ~  2y+l 
und  demnach 

(53a)  Ä  =  n(2  —  log  4)  +  0 (]/m) , 

woraus  dann 

(53b)  Ä'  =  n  (log  4  —  1)  +  0  (|/n) , 

also  die  früher  angegebenen  Formehi  hervorgehen  "'^•). 

6.  Indem  wir  nunmehr  die  zahleutheoretische  Funktion 
tp  (ii)  betrachten  wollen,  welche  die  Anzahl  der  zu  n  primen 
Zahlen  <«  bestimmt,  beginnen  wir  mit  einer  allgemeinen 
Bemerkung. 

Seien  f{n)  und  t(ii)  zwei  Funktionen,  welche  so  mit 
einander  verbunden  sind,  dass 

(54)  ^  (n)  =  /■(!)  +  fid)  +  /•(.?')  +  •  •  •  +  f{n) 

ist,  wo  die  Summation  rechts  auf  alle  Theiler  von  n  sich  er- 
streckt.    Dann  folgt  sogleich 


A^ 


1 


i'(n)  =^  (/-(l)  +  fid)  +  fid')  +  •  •  •  -f  fin))  . 


Nim  ist  jeder  Theiler  der  Zahlen  1 ,  2 ,  3 ,  •  •  •  N  selbst 
eine  dieser  Zahlen  mid  umgekehrt.  Ist  demnach  k  irgend  eine 
dieser  Zahlen,  so  wird  die  Summe  zur  Rechten  /'(/c)  so  oft 
enthalten,    als  Vielfache  von  Je  in  der  Reihe    1 ,  2 ,  3 ,  •  •  •  N 

vorhanden  sind,  nämlich  \-f\  Mal,    und    man    erhält    somit 

die  neue  Gleichung: 


*)  Vgl.  zu  diesem  Gegenstande  aucb  Lebesgue\s  Note  in  Liou- 
ville's  Journal  ser.  II  t.  1  p.  377.  Femer  aucb  einen  allgemeineren 
Satz  von  Gegenbaucr  in  seinen  Aritbmetischcn  Theoremen,  Denkschr. 
d.  Wiener  Academie  Bd.  4'J  2.  Abtb.  S.  108. 
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(55)  2" '^  w  =2"  [f ]/■('■•)' 

1  1 

in  welcher  die  Formeln  (10  a)  und  (14  a)  des  11.  Abschnittes 
als  besondere,  den  Annahmen  f\/c)  =  1  resp.  f(Ji)  =  k  ent- 
sprechende Fälle  einbegriffen  sind. 

Um  zunächst  eine  Anwendung  dieser  Formel  zu 
machen,  welche  an  die  letzten  Untersuchungen  anknüpft,  ver- 
wandeln wir  in  ihr  iV  in  2N,  so  dass 

hervorgeht,  und  finden  alsdann  durch  zweifache  Subtraktion 
der  ursprünglichen  Gleichung  von  dieser,  Avenn  wir  bedenken, 

dass  [yj  =  0  ist,  sobald  Je  >  N, 


2N  2N  N 

1     ■  1  1 


([f]-2m)A/o=2'^'(»)-22*'(") 

oder  auch  gleich 


1 

d.  i.  mit  liücksicht  auf  das  im  Vorigen  Bemerkte    den  Satz: 
Sind  cc,  ß,  y,  •■■  diejenigen  Zahlen  der  Reihe  1,  2,3,  •••  2N, 
deren  grösste  Vielfache  unterhalb  2JV  ungerade   Vielfache 
sind,  so  ist 

N 

/■(«)  +  f(ß)  +  /•(/)  +  •  •  •  =^  {i'  (N  +  n)  -  t  in))  . 

1 

Insbesondere  findet  mau,  der  Voraussetzung  f(ji)  =  1 
also  4'{'>i)=  ^'{n)  entspreche] id,  den  Zusatz: 

Die  Anzahl  derjonigo]i  Zalileji  der  Reihe  1,2,3,  •••  2 N, 
derlSi  grösste  Vielfache  unterhalb  2N  ungerade  Vielfache 
sind,  ist  gleich 

iV 

^{TiN+n)-T(n)) 
1 

d.  i.    gleich   dem   Ueberschuss    der    Anzahl    aller    Theiler    der 
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/alileii  von  N  -\-  1  bis  2N  über  die  Anzalil  aller  Tbeiler  der 
Zahlen  von  1  bis  .Y*). 

Vergleichen  wir  übrigens  die  Formel  (55)  mit  der  Glei- 
chung (8)  des  vorigen  Abschnittes,  so  finden  Avir  eine  gleich- 
falls beachtenswerthe  Beziehung: 

1  1 

zwischen  den  durch  die  Gleichung  (54)  dieses  resp.  (7)  des 
vorigen  Abschnittes  mit  der  Funktion  f{ri)  verbundenen  Funk- 
tionen i'iii)  und  F(ii). 

1.  Wenden  wir  uns  nun  zur  Funktion  qp  (;v) ,  so  besteht 
bekanntlich  für  diese  die  charakteristische  Gleichung 

(57)  n  =  cp  (!)-{-  9)  (d)  -f  <p  {d')  +  •  •  •  +  ^  (,,) , 

aus  welcher  wir  folglich,  wenn  wir  wieder  d  (??)  =  — ^  und 
n  für  iV^  setzen,  nach  (55)  die  specielle  Gleichung 

oder  nach  (56)  die  schon  im  11.  Abschnitte  ohne  Beweis  ge- 
gebene Formel 

n 

(58)  H^^)=2^[tI 

1 
in  welcher 

0(^0^^  9)  (/O 

1 
gedacht  ist,  erschliessen. 

Wir    werden    nun    das    asymptotische    Gesetz    der 

Funktion    <P(«)    auf   zweifachem  Wege   hier   ableiten, 

von  denen  der  erste,  von  Dirichlet  angegebene,  auf  die 

Formel    (58)    sich    stützende    seiner    eigenthümlichen 

Natur  wegen  besonderes  Interesse  verdient**^*.     DUrch 

eine    richtige  Vermuthung  geleitet,   setzt  Dirichlet  für  jene 

Funktion  die  Formel  an: 

*)  S.  Cesaro's  genannte  Arlteit  p.  '291. 
**)  S.  die  erste  der  bei  Nr.  3  genannten  Abhandlungen. 
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(öO)  0{)i)  =  an'  -{-  t-  n^  y 

woiiu  ('.  (.'ine  Constaiite  ist,  deren  Weitli  Avir  bald  bestimmen 
werden,  t,  aber  eine  von  n  abhängige  unbekannte  Funktion, 
ö  wieder  eine,  kleiner  als  2  gedachte  (konstante.  Sei  A  der 
grösste  unter  den  Werthen,  welche  l  für  «  =  1,  2,  3,  •  ■•  N 
annimmt,  und  betrachten  wir  dann  das  Intervall  der  Werthe 
«  =  iV+l,  iY+2,  •••  2N.  Aus  der  Formel  (58)  erhalten 
wir  zunächst 

*(„)  =  ^2'*[T]  +  T  +  f' 

und  wenn  wir  nun  unter  dem  Summenzeichen  den  angentjm- 
meueu  Ausdruck  (50j  der  Funktion  O  einsetzen, 

m  *(")=-'<^[:j-i'f-[i-r+'^+y- 

Hier  ist  mit  Rücksicht  auf  (43) 

n  n  n  n 

2  2  2  :i 

die  erste  dieser  Summen  nach  der  Formel  (1  b)  vorigen  Ab- 
schnittes gleich 

•  !!I  _  1 1 

6  ^  n  ■  ■  ■  ' 

die  zweite  kleiner  als 

n 

die  dritte  kleiner  als  n,  und  somit,  wenn  j;  ein  Werth  kleiner 
als  1  ist, 

n 

^,  [  ,   I   =  Y  w-  —  n-  —  2rjn  log  n  -{-  0  («) . 
Da    andererseits    in    dem    betrachteten    Intervalle  -r    für 

K 


k  =  2,  3,  •  •  •  «  nicht  grösser  als  N  ist,  so  ist 


2^2 

und  man  erhält  aus  (50)  und  (60) 


426  Dreizehnter  Abschnitt. 

^  ^'^  (2  —  ^  +  ")  +  -«^"  ^og  ^  —  ^^'^«''  '^  \  +  0{n), 

wo  auch  1]'  niimeriscli  kleiner  als  1  ist.  Wählt  mau  also 
a  =  — 5 ,  sodass 

CP(«)  =-^  w^  +  t-  »'', 
so  wird  für  alle  n  m  dem  l)etrachteteii  Intervalle 
,         6         logw  ,      ,  "V  1        Ö(«) 

Versteht  man  mm  unter  y  denjenigen  zwischen  1  und  2  lie- 
genden Werth,  für  welchen 

(61)  i;i=i 

ist,  und  wählt  dann  ö  >  y ,  so  ist 

OD 

??  =  « 

eme  endliche  Constante  <  1 ;  da  andererseits  ^dann  das  erste 
und  dritte  Glied  des  obigen  Ausdrucks  von  t,  zusammenge- 
nommen, wenn  N  gross  genug  gedacht  wird,  unter  einer  be- 
liebig kleinen  Grösse  K  bleibt,  A  aber  seiner  Bedeutung  nach 
mit  wachsendem  N  sicher  nicht  abnimmt,  so  darf  man  sagen: 
wird  N  gross  genug  gedacht,  so  bleibt  für  alle  n  von  iV^-}~  1 
bis  2  N  die  Grösse  i,  numerisch  unter  A(i-\-  K  d.  i.  kleiner 
als  A,  mid  folglich  ist  auch  der  gross te  Werth  A\  den  i, 
für  diese  Werthe  annimmt,  kleiner  als  -4,  A  bedeutet  also 
den  grössten  Werth  von  t,  nicht  nur  für  das  Intervall  von  1 
bis  N,  sondern  auch  noch  bis  2N  hin.  Dieselbe  wiederholte 
Betrachtung  lässt  nun  sogleich  A  auch  als  den  Maximalwerth 
von  t,  bis  4JV^,  ^N,  ...  d.  h.  als  Maximalwerth  von  t,  über- 
haupt erkennen. 

Hieraus  folgt  aber  für  ^(w)  das  asymptotische  Gesetz 

(62)  ^{n)=-,n^  -\-0{n^). 
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Unmittelbarer  ist  der  Weg,  welchen  Hertens  zur 
Herleitung  dieses  Gesetzes  eingeschlagen  hat'*").  Aus 
(58)  folgt  nach  Formel  (20)  des  11.  Abschnittes 

n 

d.  i. 

,.o,)=i2'^(")([:t+[t])- 

1 

Hier  ist 

1  111 

1  1  1 

also  kann  man  schreilien 

1  k+l 

1  1 

Aber  man  findet 

CO  CO  oo 

^ti(k)  ^yf  1  ^yr i_ 

^     k'  .    .i— '  Ic'    '  jiLJ  k(k—i) 
x  +  i  /i  +  1  «4-1     ^ 

d.  i.  kleiner  als 

^  \k—l         kJ        w  ' 
«  +  1 

ferner 

i'(i-^)^'<»-2'i<^('o.''+^+i-). 

1  1 

und,  da  numerisch  stets  q{q  —  1)  <^  x  ^^^' 


*)  Hertens,  über  einige  asymptotische  Gesetze  der  Zahlentheorie, 
im  Journal  für  die  r.  u.  a.  Math.  Bd.  77  S.  289. 
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n 

Da  endlich  luuli  (3S)  des  11.  Abscliuittes 

ist,  so  folgt  aus  diesem  Allen 

wo 

also 

(62a)  0(»)  =  J^  n^  +  0  («  log  n)  . 

Diese  asymptotische  Formel  ist  noch  genauer  als  die- 
jenige von  Dirichlet,  da  die  Ordnung  von  w  log  w  geringer 
ist  als  die  Ordnung  von  Ji'*. 

Aus  dem  asym|)totischen  Ausdrucke  für  cD  («)  folgert  man 

$  (h  +  in)  —  0{n)  ^"^  (i   _i     '"  \   _i_  / )  ("'  ^^S  'A 

m  jr-    \     "'    2w/  \      m     J 

also,  wenn  nun  m,  n  gleichzeitig  wachsen  in  der  Art,  dass 

aber  auch  -^  gegen  Null  convergiren,  was  z.  B.  geschehen 
wird,  wenn  m  ==  n^  und  a  <  1  gesetzt  wird,  kommt 

^  (n-{-m)  —  $  (n) 
lim. =  1 

71,  m  =  CO  

oder 

(63)  M<p{n)  =  '^, 

was  in  der  Weise  zu  verstehen  ist,  dass  das  Verhältniss  bei- 
der Seiten  bei  solchem  Wachsen  von  n  gegen  die  Einheit 
convergirt. 
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8.  Hieran  können  wir  zwei  Bemerkungen  knüpfen,  welclie 
Sylvester  ausgesprochen  bat'-'j. 

Sueben     wir     alle     verschiedenen      gewölinlicheu 

Brüche   — ,    deren   Zähler    und    Nenner    nicht    grösser 

sind  als  U]  wir  dürfen  dal)ei  x,  y  ohne  gemeinsamen  Theiler 
voraussetzen  und  erhalten  sie  also  offenbar  sämmtlich,  wenn 
wir  setzen 

y  =  n,  X  gleich  einer  der  qD(w)  rel.  Primzahlen  zu  n,  welche  <« 
y  =  n —  1,  X  gleich  einer  der  (p{ii  —  1)  rel.  Primzahlen  zu  n  —  1 , 

welche  <,n  —  1 


y  =  2,  X  gleich  einer  der  9 (2)  rel.  Primzahlen  zu  2,  welche  <  2 

sind,  ihre  Anzahl  ist  demnach 

9(2) +  9)  (3)+   •••  +g:,(;0     d.  i.     ^(n)  -  1. 

Der  asymptotische  Ausdruck  dieser  Anzahl  ist 
nach  dem  Vorigen 

3 

Suchen  wir  ferner  die  Wahrscheinlichkeit,  dass 
zwei  Zahlen  x,  y<^n  relativ  prim  sind,  so  ist  nach  den 
Regeln  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  die  Anzahl  der  dieser 
Voraussetzung  günstigen  Fälle  durch  die  Anzahl  aller  übei- 
haupt  möglichen  Fälle  zu  theilen.  Die  letztere  ist,  da  x  S(  - 
wohl  als  y  jede  der  n  Zahlen  1,  2,  o,  •  •  •  11  bedeuten  darf, 
gleich  rr.  Die  Anzahl  der  günstigen  Fälle  ist  nach  dem  eben 
Bemerkten,  da  jetzt  x  nicht  kleiner  als  y  zu  sein  braucht  und 
die  Combination  x  =  \ ,  ^  =  1   noch  hinzutritt,  gleich 

2  (00?)  —  1)  +  1  =  2  ^  (»)  —  1  . 

Die  gesuchte  Wahrscheinlichkeit    IT  ist  also 


*)  Sylvester  C.  R.  96  p.  409,  sur  le  nombre  de  fractious  orili- 
naires  inegales  qu'on  peut  exprimer  en  se  servant  de  chittres  qui  n'ex- 
cedent  pas  un  nombre  donu^. 
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6 

und  ihr  asymptotischer  Werth   ist  gleich  -^• 

Dieses  Resultat  ist,  wie  Sylvester  augieht,  auf  folgende 
Weise    von  Franklin    bestätigt    worden.      Die    Anzahl    aller 

möglichen    Fälle    war   n^ ,    darunter    giebt    es    —      Fälle,    in 

welchen  x,  y  beide  durch  eine  Primzahl  p^n  theilbar  sind, 

also   «-  —  I  —  J    Fälle,  in  denen  sie  es  nicht  beide  sind,  und 

die  Wahrscheinlichkeit  hierfür  ist  also  1  —    —  1    •  -^  •       Sind 

Lp  J       n^ 

nun  2,  3,  o,  •  •  •  g  die  sämmtlichen  Primzahlen  <  «,  so  ist 
die  Wahrscheinlichkeit,  dass  x,  y  relativ  prim  sind,  die  zu- 
sammengesetzte Wahrscheinlichkeit,  dass  sie  durch  keine 
jener  Primzahlen  beide  theilbar  sind,  und  nach  den  Regeln 
der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  also 

p  =  2 

d.  i.  für  unendlich  wachsendes  n 


w=n{^'^), 


wofür  auch 


p  =  2 


gesetzt  werden  darf. 

9.  Dirichlet  behandelt  in  der  oben  erwähnten  Arbeit 
noch  eine  weitere  zahlentheoretische  Funktion  auf  eine  der 
vorher  auseinandergesetzten  ganz  ähnliche  Weise.  Ist  nämlich 
die  ganze  Zahl  n,  in  ihre  Primfaktoren  zerlegt, 

(C4)  n  =^)«j/«j/'ö"  .  . . 

und  oj  die  Anzahl  der  verschiedeneu  Primfaktoren,  so  kann, 
wie  schon  erwähnt,  sie  auf  P(u)  =  2^  verschiedene 
Weisen  in  zwei  rohitive  Primfaktoreu  zerlegt  werden. 
Wir  suchen  den  mittleren  Werth  dieser  Funktion  l\n) . 
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Dazu  sei  tc  (n)  ihre  summatorische  Funktion: 

(G5)  ^(,,)=2/P(/0. 

1 

Offenbar  drückt  diese  Funktion  7i(n)  die  Anzahl 
der  Systeme  relativ  primer  Zahlen  |,  i]  aus,  welche 
der  Ungleichheit  genügen 

I  ^;  <  « , 
und  kann  leicht  auf  die  Funktion  t  (n)  zurückgeführt 
werden.     Diese  Funktion  nämlich  bezeichnet  die  Anzahl  aller 
ganzzahligen  Systeme  x,  y,  für  welche 

ist,  die  letzteren  aber  lassen  sich  in  Gruppen  vertheileu,  in- 
dem man  stets  diejenigen  Xy  y  in  eine  Gruppe  vereinigt, 
welche  denselben  grössten  gemeinsamen  Theiler  li  haben,  und 
indem  man  unter  h  successive  sämmtliche  Zahlen  1,  2,3,  ...  []/)/J 
versteht,  werden  solcher  Weise  alle  x,  y  so  vertheilt,  dass 
jedes  System  nur  einer  einzigen  Gruppe  angehören  kann.  Die 
der   Gruppe  h  angehörigen  seien 

x  =  lh,       y  =  'tj]c; 

I,  r]  werden  dann  relative  Primzahlen  sein,  welche  die  Un- 
gleichheit 

erfüllen,  und  da  umgekehrt  aus  jedem  System  |,  tj  solcher 
Zahlen  wieder  ein  System  x,  y  der  Gruppe  Ic  hervorgeht,   so 

ist  die  Anzahl   der  Systeme  x,  y  dieser  Gruppe  gleich  te     A 
und  man  gewinnt  daraus  die  Gleichung 

(GG)  -W^^'^I']- 

1 
Daraus  a])er  folgt  nach  (40)  die  asymptotische  Gleichung 

(67)  ^^[rJ  -  «  log  n  +  (2/^-  1)  n, 
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welche  für  die  jetzige  Aufgabe  die  Rolle  der  Formel  (58)  bei 
der  früheren  vertritt.  Wird  dieselbe  nun  ganz  analog  be- 
handelt, wie  jene,  indem  man  für  7c(n)  den  Ansatz  macht 

7C  («)  =  an  log  n  -\-  ßn  -\-  ^  ■  n^ 

unter  a,  ß,  ä  Constanten,  imter  t,  eine  unbekannte  Funktion 
von  n  verstanden,  so  ergeben  sich  für  die  erstem  beiden  die 
Werthe 

wo 

CO 

2 

die  schon    in  Nr.  4  des  vorigen  Abschnittes   angegebene  Con- 

stante  ist,    und   indem  für  b  ein  Werth   zwischen  —  y  und  1 

genommen  wird,  findet  sich,  dass  t,  stets  unter  einer  festen 
Grenze  verbleibt,  mit  anderen  Worten,  es  findet  sich  füi-  n  (») 
folgendes  asymptotische  Gesetz: 

(GS)     ^  (.)  =.  ^?  (log  n  +  2  J5;  -  1  +  ^f )  +  0  («'>) . 

Statt  näher  auf  dieses  Dirichlet'sche  Verfahren  einzu- 
gehen, wollen  wir  es  wieder  durch  ein  direkteres  ersetzen, 
welches  Merteus*)  angegeben  hat.  Zu  diesem  Zwecke  be- 
merken wir,  dass  der  Funktion  V{)i)  noch  eine  andere 
Bedeutung  beigelegt  werden  kann.  Die  Anzahl  der  Zer- 
legungen von  n  in  zwei  relative  Primfaktoreu  stimmt  ersicht- 
lich mit  der  Anzahl  der  Zerlegungen  von 

vi^'v"  •  •  • 

in  zwei  Faktoren  überhaupt,  d.  h.  mit  der  Anzahl  aller  Theiler 
dieses  Produktes  oder  endlich  auch  mit  der  Anzahl  aller  der- 
jenigen Theiler  von  n  überein,  welche  durch  kein  Quadrat 
(ausser  Eins)  theilbar  sind. 

Betrachten  wir  andererseits  die  auf  alle  Divisoren  d  von  li 
bezogene  Summe 

*;  In  der  bei  Nr.  7  angegebenen  Abhandlung. 
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^'^'(^o, 


so  besteht  sie  der  Definition  der  Funktion  ft  gemäss  genau 
aus  soviel  Einheiten,  als  /.;  Theiler  besitzt,  die  durch  kein 
Quadrat  aufgehen,  und  demnach  wird 

(d  Theiler  von  Ä.) 
also 

(G9)  ^(n)=^^^^{d) 

{k=l,  2,  3,  •••  n). 

Sei  nun  ä  =  q  .  /l'^,   vpo  /i"^  das   grösste  in  ä  aufgehende 
Quadrat  bezeichnet,  so  kann  man  schreiben 

wenn  man  hier  über  alle  Theiler  d  von  z/  d.  i.  über  alle 
Zahlen  d  summirt,  deren  Quadrate  in  d  aufgehen;  in  der  That 
verschwindet  diese  Summe  nach  den  Eigenschaften  der  Funk- 
tion /u,  ausgenommen,  wenn  A  =  \  ist,  wo  sie  den  Werth  1 
hat,  und  stimmt  also  durchaus  mit  ^^  (d)  überein.  Hiemach 
nimmt  die  vorhergehende  Gleichung  die  Gestalt  an 

wenn  diese  Summation  sich  auf  alle  ö  erstreckt,  deren  Qua- 
drate in  den  einzelnen  Theilern  d  von  l-  aufgehen,  d.  h.  auf 
alle  d,  deren  Quadrate  in  /.-  aufgehen,  jedes  Ö  aber  so  oft  ge- 
nommen, als  es  durch  d-  aufgehende  Theiler  von  /.:  oder  Theiler 

von  ~  giebt,  also  Ti-^A  Mal.     Man  darf  daher  auch  setzen: 


P{Jc)=2t^{d)-T{^,) 


wo   nun   über   alle  Zahlen  d  einfach  zu  summiren   ist,    deren 
Quadrate  in  k  aufgehen.     Und  hieraus  folgt 


^in)=2^{d).T{-l,), 


wo  Jv  alle  Zahlen   1,  2,  3,  ■  •  •  n  und  jedesmal  d'^  all«'  (iiuidra- 

}'a  eil  man  u,  Analytische  Zahlentlieorie.  28 
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tischen  Theiler  von  h  zu  durchlaufen  hat.  Hierbei  durchläuft 
nun  offenbar  8  alle  Zahlen,  welche  <  l/**  sind;  fasst  man 
aber  eine  dieser  Zahlen  8  ins  Auge,  so  werden  die  ihr  ent- 
sprechenden Zahlen  li  die  Zahlen 

l.d%     2-8',     3.d%  •••  [^]'8-' 

und  der  ihr  zugehörige  Bestandtheil  der  Summe 

a  {8)  .  [t(1)  +  J(2)  -f  •  •  •   +  ^[~])  =  /*  {^)  ■  r  [I] 

sein.     Folglich  erhält  man  endlich 

(69a)  ^00=2f^W-r[|,]*). 

Indem  wir  nun  das  asymptotische  Gesetz  für  n  (??)  suchen, 
dürfen  wir  nach  (40)  für  t  \-^\  seinen  asymptotischen  Werth 

einsetzen  und  erhalten  dann,  wenn  zur  Abkürzung  v  für  [}/w] 
gesetzt  wird, 

.(„)  ^2" <« (^)  [[^]  log  [^]  +  (2i^  -  »  •  [|J  +  "T^''  ■ 

1 

Wird  hier  1 -^J  durch  -^^  —  q  ersetzt,  wo  p  <  1 ,  so 
lässt  sich,  wie  ohne  Schwierigkeit  zu  übersehen  ist,  mit  Ver- 
nachlässigung von  Grössen,  welche  die  Ordnung  ]/n  log  n  nicht 
überschreiten,  statt  dieses  Ausdrucks  der  folgende  setzen: 

*)  Da  man  nach  (55)  der  Gleichung  (69)  die  Gestalt  geben  kann; 

1 
so  entsteht  durch  Vergleichung  mit  dem  Ausdrucke  (G9a)  die  Beziehung 

Eine  Verallgemeinerung  derselben  findet  sich  in  Gegenbau er's  Arith- 
metischen Theoremen  11  in  den  Denkschr.  d.  Wiener  Academie  Bd.  49 
S.  10  Formel  (32). 
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n  (,.)  =  (« log  u  +  (2  /^  -  1)  n)  -2!  '-P-2n  -^^ ,,.(«)  •  '^  ■ 

1  1 

Nun  ist 

v+l  v-\-l 

d.  i.  uacli  der  Formel  (39  b)  des  3.  Abschnittes  kleiner  als       •, 
ferner  ist 


d.  b.  kleiner  als  die  Summe 


und  folglich  kleiner  als 


00 

r+l 

Hiernach  findet  sich 

CO  CO 

(,.  log « +  (2£  - 1) «)  2"  ^i:-'  -  2« J;  ^  (*)  i^* 

1+1  r+l 

höchstens  von  der  Ordnung  ]/«  log  n   und   deshalb   darf  man 
schliessen,  dass  bis   auf  Grössen   von    der   Ordnung  ]/«  log  n 


irenau 


CO  CO 

% («)  ==  («  log  n  +  (2i;  —  1)  n)  2^~  —  ^n^ ;/ (6) 

1  1 

ist.     Nun  besteht  aber  die  Gleichung 

^fi{S)  ^ 1_  _ 

woraus  durch  Differenziruug  nach  s 

28* 
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hervorgeht;  für  s  =  2  kommt  aus  der  ersteren  Gleichuug 

Vft((3t)  ^  6 

^        S'  7t- 

1 
und  aus  der  letztem 

_  ^  /tt  (d)  log  S 36     "^  log^  _MF 

1  1 

und  somit  nimmt  der  vorige  Ausdruck  für  n  (ii)  folgende  Ge- 
stalt an: 

(70;    :r(n)  =  y (log«  +  2E-  1 -^'If-)  +  OiYnlogn) , 

in  welcher  er  mit  dem  Dirichlet'schen  Ausdrucke  (68)  bis 
auf  die  genauere  Bestimmung  der  Ordnung  der  vernachlässigten 
Glieder  übereinstimmt. 

Ohne  Mühe  findet  man  aus  diesen  für  n  (ji)  erhaltenen 
Ausdrücken,  sei  es  dem  Dirichlet'schen,  sei  es  dem  von 
Hertens,  als  mittleren  Werth  der  Funktion  P(w) 

(70a)  MP(;0  =  ^  (log  n  +  2E  +  ''/)  • 

10.  Indem  wir  uns  jetzt  von  den  mehr  elementaren  Me- 
thoden, welche  die  Analysis  eigentlich  nur  insofern  zu  Hilfe 
nehmen,  als  sie  die  Summenformel  und  einige  andere  Formeln 
von  Euler  benutzen,  zu  den  eigentlich  analytischen  wenden, 
beginnen  wir  mit  der  weiteren  Entwickelung  derjenigen  Me- 
thode, der  wir  bereits  bei  einer  früheren  Gelegenheit,  bei  der 
Bestimmung  des  mittleren  Werthes  für  die  Anzahl  aller  Dar- 
stellungen einer  ganzen  Zahl  durch  eine  quadratische  Form 
begegnet  sind.  Wir  erinnern  uns,  dass  diese  Methode  auf 
einem  geometrischen  Hilfssatze  beruhte,  dem  wir  zuletzt  Aus- 
druck gaben  in  der  Formel  (5)  des  6.  Abschnittes  und  den 
wir  in  folgendem  Ausspruche  zunächst  wiederholen: 
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Ist  7^^  ein  ebenes  Fläcbenstück,  das  sieb  nirgends  ins  Un- 
endlicbe  erstreckt  und  dureb  ein  Netz  von  Parallelen  z-ii  den 
Coordinatenaxen,  welcbe  den  Abstand  s  von  einander  baben, 
in  (Quadrate  zerlegt  wird,  und  ist  N  die  Auzabl  der  Netz- 
punkte, welcbe,  die  Begrenzung  mitgereclinet,  ins  Innere  von  F 
fallen,  so  wird  das  über  F  erstreckte  Doppelintegral 

(71)  (  j  dx  dy  =  Ns'  -\-  &  ■  Äs 

sein,  wenn  Ä  die  grösste  Ausdebnung  des  Fläcbenstücks  in 
der  Ricbtung  einer  der  Axen  und  ®  eine  endlicbe  Grösse  ist. 

Dieser  Satz  ist  aber  der  Verallgemeinerung  fäbig.  Nimmt 
man  nämlicb  statt  des  Fläcbenstücks  F  einen  Raumtbeil  h', 
der  vollständig  begrenzt  und  nirgends  ins  Unendlicbe  ausge- 
debnt  ist,  und  ein  System  von  äquidistanten  Parallelebenen 
zu  jeder  der  drei  Coordinatenebenen  mit  dem  gemeinsamen 
Abstände  s  an,  durcb  welcbe  also  R  in  kubiscbe  Tbeile  von 
der  Grösse  S''  zerfällt  wird,  so  wird  eine  Anzabl  N  von 
Schnittpunkten  der  Ebenen  in  das  Innere  oder  auf  die  Begren- 
zung von  R  fallen.  Eine  ganz  der  früberen  äbnlicbe  Betracb- 
timg  lässt  aber  erkennen,  dass  mau  für  das  über  den  Raum  R 

erstreckte  dreifacbe  Jutegr&l  1 1  Idxdy  ds  die  Bestimmung  bat: 

(72)  ffj dxdyds  =  AT.  s=*  +  0  .  Qs, 

wo  unter  Q  die  grösste  Querausdebnung  des  Raumes  7t  senk- 
recbt  zu  einer  der  Coordinatenaxen  und  unter  0  eine  endlicb 
bleibende  Grösse  zu  versteben  ist. 

Werden  mebr  als  drei  Veränderlicbe  in  Betracbt  gezogen, 
so  bin-t  zwar  die  räumlicbe  Anschauung  auf,  offenbar  aber 
werden  die  quantitativen  Verbältnisse  die  analogen  sein,  und 
somit  lässt  sich  der  ursprüngliche  Satz  viel  allgemeiner  fol- 
gendermassen  aussprechen : 

Bedeutet  Cr  ein  Gebiet  der  Veränderlichen  x^^x.^,  .  .  .  Xy, 
das  für  jede  derselben  endlich  begrenzt  ist,  und  N  die  Anzahl 
der  Werthsysteme  x^,  x.^,  .  . .  Xy  innerhalb  d",  welche,  während 
«j,  IL,,  ...Uy  ganze  Zahlen  bedeuten,  von  der  Form  sind 
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SO  gilt  für  das  über  das  gesammte  Gebiet  G  ausgedehnte  viel- 
fache lutegral 

(73^  /  di\  dx^  .  .  .  dxv 

die  Bestimmungsgleicliung 

(74)  Cdx^  dx,  ■  ■ .  dx,  ^  N-8'  -{-&■  Qs, 

wo  &  eine  endliche  Grösse,  Q  aber  die  grösste  der  Aus- 
dehnungen von  G  bezeichnet,  die  man  erhält,  wenn  eine  der 
Veränderlichen  x^,  x.^,  ...  Xy   constant  gesetzt  wird. 

1 1 .  Nachdem  dieser  Hilfssatz  aufgestellt  worden  ist,  kömien 
wir  nun  an  die  folgende  allgemeine  Aufgabe  gehen, 
welche   Lipschitz    sich    gestellt    iind  behandelt  hat*). 

Sei  f{xi,  x^y  ...  Xy)  eine  ganze  homogene  Funktion  ^*®''  Di- 
mension der  Veränderlichen  x^^  x^,  ...  Xv  mit  ganzzahligen 
Coefficienten  und  m  eine  positive  ganze  Zahl,  seien  ferner 
(7j,  Cg,  ...  Cr  ganze  homogene  Funktionen  derselben  Ver- 
änderlichen, wie  /",  und  von  solcher  Beschaffenheit,  dass  für 
jedes  gegebene  m  nur  eine  endliche  Anzahl  ^  (vn)  von 
Systemen  ganzer  Zahlen  x^,  ic^,  ...  Xr  ohne  gemein- 
samen Theiler  vorhanden  ist,  welche  den  Bedingungen 
genügen,  dass  gleichzeitig 

(75)  f{x^,x.^,...Xy)  =  m 
und 

(76)  C\>0,     C,>0,  ...  6V>0 

sei:  es  soll  das  asymptotische  Gesetz  der  Funktion 
il^iiti)  gefunden  werden.  Man  sieht  sogleich,  wie  die  An- 
zahl aller  (eigentlichen)  Darstellungen  einer  Zahl  m  durch 
eine  quadratische  Form  nur  ein  besonderer  Fall  der  hier  defi- 
nirten  Funktion  il)  (m)  ist. 

Offenbar  bedeutet,  wenn  a;  >  1  ist,  die  summatorische 
Funktion 

W{x)=^H^im) 


*)  Lipschitz,  Monatbber.  der  Beil.  Acad.  lbG5  S.  174:  Ueber  die 
asymptotischen  Gesetze  von  gewissen  Gattungen  zahlenthcoretischer 
Funktionen. 
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die  Anzahl  derjcMiigen  Systeme  ganzer  Zalileii  x^,  .^•._,,  ...  rr,. 
ohne  gemeinsamen  Theiler,  welche  die  Bedingungen  (76) 
zugleich  mit  der  folgenden  erfüllen: 

(77)  0  <f\xi,x.,, .  . .  X,)  <::_x. 

Setzen  Avir  U^(x)  =0,  wenn  x  <.  1  ist,  so  hat  W{x)  diese 
Bedeutung  aucli  in  dem  letzteren  Falle.  —  Nun  hezeichue 
ferner  W(^x,  1c)  die  Anzahl  aller  möglichen  Systeme 
ganzer  Zahlen  a^j,  x.>,  .  .  .  Xy,  welche  die  Bedingungen 
(76)  und  (77)  erfüllen  und  zugleich  Vielfache  von  k 
sind,  d.  h.  ofleuhar,  da  jeder  gemeinsame  Theiler  von  x^,  x.^^.-.x, 
aus  den  Ungleichheiten  (76)  sich  heraushebt,  die  Anzahl  aller 
derjenigen  ganzzahligen   Systeme,   welche  den  Bedingungen 

0<f{xi,x,,..  .X,.)  <^ 

C,>0,     C,>0,  ...  Cr>0 

Genüge  leisten;  W{x,Ji)  ist  also  Null,  wenn  /.;>L,/;^J.  Die 
letztern  Systeme  kann  man  aber  nach  den  grössten  gemein- 
samen Theilern,  welche  sie  haben,  gruppiren;  die  Anzahl  der- 
jenigen von  ihnen,  welchen  der  grösstc  gemeinsame  Theiler  d 
zukommt,  ist  ersichtlich  gleich  der  Anzahl  aller  Systeme 
Xy,  x.j,,  ...  Xf  ohne  gemeinsamen  Theiler,  welche  die  Bedingungen 

0<fXx^,x,_,...x,)^-^^ 

0,  >0,     6;>0,  ...  Cr>0 

erfüllen,  und  folglich  gleich    *J^( )•     Hieraus   schliesst 

man  unmittelbar  die  Beziehung: 


'P(x,1c)  =  yUf(~-A, 


d 

in  welcher  die  »Summation  zwar  nur  über  alle 

r    ^  ■ 

_  /r 


d=  1,2,3, 

erstreckt  zu  werden  braucht,  aber  auch  übei-  alle  d  ausgedehnt 

:deu  darf,   da    U^ ( -^^\   für  die  übrigen  verschwindet,  und 
Väkf) 


wer 
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aus  welcher  mittels  des  Uinkelirungspriiicipes  des 
11.  Abscbuittes  «ogleicli  folgende  Beziehung  hervor- 
geht: 

k 

die   Summation   soweit  ausgedehnt,    bis   sie   abbricht, 

nämlich   bis    Je  =lx^J. 

12.    Nun  sei  x  gleich  einer  beliebig  gegebenen  positiven 
ganzen  Zahl  n,  und 

seien  alle  ^F(ii,Jc)  ganzzahligen  Systeme,  welche  den  Bedingungen 
0<f{iii,u.>,-  ■  ■  '''O^-^ 

(\>o,  a>(), ...  a>o*) 

Genüge  leisten.     Setzt  man  dann 

(70)  a-'j  =  sui ,     x.^  =  sv.j ,  ...  rTv  ==  stiv 

und 

_  _k_ 

so  erfüllen 

X^  ,  X2  ,      .     .     .      Xy 

die  Bedingungen 

\0<f(x,,  X.,,  ...  x,)^l 
IC,  >0,     a>0,  ...  6',.>U. 

Durch  die  letztern  ist  aber  für  die  Veränderlichen  a;,,  x.^,  . . .  Xv 
ein  gewisses  Gebiet  G  abgegrenzt,  von  welchem  wir 
annehmen  wollen,  dass  es  für  jede  derselben  endlich 
ausgedehnt  sei;  die  Gleichimgen  (79)  bestimmen  ein  Schnitt- 
system, Win,  Je)  aber  die  Anzahl  der  Schnittpunkte  Xi,  x.,,.  ■  •  x,. 
desselben,  welche  innerhalb  G  vorhanden  sind.  Dem  in  Nr.  10 
voraufgeschickten  Hilfssatze   gemäss   wird  daher  das  Integral 


J  =  i  (^Xi '  dx.2  •  •  •  dXy , 


*)  Die  Grössen  C-  sind  hier  und  im  Folgenden  immer  als  die  ge- 
gebenen homogenen  Funktionen  je  derjenigen  Grössen  anzusehen, 
welche  in  f  auftreten. 
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Gebiet  erstreckt  wird,  gleich 


uuJ  umgekehrt 


wenu    es    über   das    diircli    die  Uiigleicliheiteii  (80)    begrenzte 
wird,  gleich 

(«0  ,.(„,,.)  =j.(f)'_e«. (5;)'   ' 

sein.     Mit  Beachtung  von  (78)  folgert  man  hieraus 
(82)   vir(,)  =  J.^  ^  (/,)  .  [l^]  ^q.^&.^  (/.) 


Die  Summationeu  sind  hier  fortzusetzen  bis    /^  =  L^i'' J  ,    was 
wir  kürzer  N  schreiben  wollen.     Mau  kann  aber  setzen 

1         '"  1         ''^  A'+l     ''' 

die  erste  Summe  zur  Rechten  ist  gleich 

1 

1 

VI 

während  die  zweite  kleiner  ist  als    x,  ,  -    d.  i.   <  ,r  <  ^   ., 
Folglich  wird  ^v+i  L«     1 


2i 

Andererseits  ist 


wo  (-^„   eiji  endlicher  Werth,    d.  i.,    wenn    v>2,    kleiner   als 

v—l  ^ 

n  'J     mal    dem    endlichen    Werthe    ®()'  ^  -jzr[-      Im    Falle 
V  >  2    erhält  mau  also  das  Resultat:       ' 

(s;j  a)  yj-(«)  =  ^^^^  +  0  (n^~)  . 


^  r-l 
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Ist  aber    v  =  2    also 

y  -^  =  log  i\r  -f  ü;  -f-  ,X^ 

1 

SO  ist 

v-l      ^ 

n  y 

1 
1 
von  der   Ordnung  n^  log  u    und    demnach    erhält    man    im 
Falle    v  =  2 

(83b)  U^{u)  =  ^-ß-  +  0  («''^  log  ,0  • 

Aus  dem  asymptotischen  Werthe  der  Funktion  W{}i) 
findet  man  nach  bekannter  Weise  den  mittleren  Werth  der 
Funktion  i^  (n).  Sei  zuerst  v  >  2.  Da,  wenn  bei  gleich- 
zeitigem Wachsen  von  «,  m  das  Verhältniss  —  gegen  0  con- 
vergirt, 

V  V 

—  zur  Grenze  hat, 
9 

r  —  1  f  —  1 

(n  -|-  w*)   ''     —  *i  *' 


aber  gleich 


r/ff-l 


»t  ^  /V  —   1        JK    j^  \ 


geschrieben  werden  kann,  so  wird 

^(n  +  »0  —  ^  (n) 
lim 


1 
sein,  wenn    m  =  /t^    gesetzt  wird,  während  d  zwischen  1  und 
1 liegt.     Man  findet  also,  wenn    v  >  2    ist, 
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(84)  Mt(n)  =  ^—-^»'"-' 

1 

in  dem  Sinne,   dass   das  Verhältniss  beider  Seiten  mit  unend- 
lich wachsendem  n  gegen  die  Einheit  convergirt. 
Ist  zweitens  aber    v  =  2,    so  lässt  sich 


gleich 


(u  -f"  "')    log  (w  +  '")  —  '"^    log  n 


i'-     lO  log«  Im      1 


\n      g     '  I 


schreiben   und   man   erhält   folglich   bei   gleicher  Wahl  von  m 

(S5)  M^{ji)==~^.'-u'-' 

1 

das  ist:   die  Formel  (84)  gilt  auch  noch  für    v  =  2. 

Die  t/>(m)  Werthsysteme,  welche  den  Bedingungen  (75) 
und  (76)  genügen,  sind  Zahlen  ohne  gemeinsamen  Theiler. 
Ist  nun  (j  irgend  eine  Primzahl,  so  lassen  diese  Systeme 
ganzer  Zahlen  x^,  x^,  ...  a:,.  (mod.  q)  genau  (/'  —  1  verschie- 
dene Restcombinationen  zu,  nämlich  die  sämmtlichen  über- 
haupt möglichen  cf  Restcombinationen  mit  Ausnahme  der  ein- 
zigen, für  welche  sie  sämmtlich  ^  0  (mod.  q)  sind.  Die 
^  (/w)  Werthsysteme  lassen  sich  dann  nach  den  Restcombina- 
tionen der  Zahlen  x^,  x.,,  .  .  .  Xy  in  Gruppen  vertheilen;  x  (*'0 
heisse  die  Anzahl  der  Werthsysteme  in  einer  dieser  Gruppen. 
Durch  eine  geeignete  Modifikation  des  obigen  Verfahrens  lässt 
sich  der  mittlere  Werth  auch  von  %  (m)  bestimmen  und  ins- 
besondere einsehen,  dass  er  nur  von  dem  Integrale  J,  nicht 
aber  von  der  besonderen  Restcombination  abhängt,  welche 
man  betrachtet;  er  ist  mithin  für  alle  diese  Funktionen  x  ("0 
der  gleiche  und  folglich,  da  ihre  Summe  gleich  7p(i)i)  ist, 
gleich  dem  {(/ —  1)^'^°  Theile  desjenigen  von  tp[m).  Hieraus 
ersteht  die  Formel: 
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Für  jede  ganze  Zalil    v>2    ist 

(86)  Mx  (m)  =  -/-  .  -^-  n''^ "  ^ . 

1.").  Zur  Anweudiuig  dieser  Formeln  betrachten  wir  zuerst 
die  Anzahl  aller  eigentlichen  Darstellungen  einer 
positiven  ganzen  Zahl  m  durch  eine  positive  quadra- 
tische  Form 

von  V  Veränderlichen  und  von  der  Determinante 

X,  dz  «11  «22  ■  •  •  «•'  =  ^ } 

oder  die  Anzahl  4'{ni)  aller  ganzen  Zahlen  ci\,  x^,  .  .  .  Xy  ohne 
gemeinsamen  Theiler,  für  welche 

ist.  Da  hier  keine  Ungleichheiten  von  der  Art  (76)  vorhanden 
sind,  bestimmt  sich  das  Gebiet  der  Veränderlichen  x^jX.^,  ...Xv^ 
welches  wir  G  genannt  haben,  durch  die  doppelte  Ungleichheit 

(87)  0  <  a^^x^^  +  2a^^XyX.-^  +  •  •  •  +  «r,a;,.^  ^  1 . 

Weil  aber  die  Form  als  eine  positive  vorausgesetzt  ist,  kann 
man  bekanntlich  eine  Substitution 

(88)  Xi  =  KiiX^  +  «,2X2  +  •  •  •  +  airXr 

(für   i=  1,  2,  3,  .  ..  v) 

mit  dem  Substitutionsmodulus  1  anwenden,  durch  welche  sie 
in  die  Gestalt 

A,X,' -\- A,X,' -\- •■■-{- AyXy' 

mit  lauter  positiven,  wenn  auch  nicht  ganzzahligen  Coefficienten 
Ai  übergeht,  während 

^1^2  ••  •  A„==  ^ 
ist.     Das   Gebiet   G    kann  dann  auch  als   das   durch   die  Un- 
gleichheiten 

(89)  0  <  A,X,'  -f  ^^^2^  +  • .  •  +  AyX,'  ^  1 
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deiiuirte  Gebiet  der  Veriiuderliclieu  X^,  Xg,  .  .  .  Xv  angesehen 
werden,  und  es  ist  einleuchtend,  dass  es  in  Bezug  auf  jede 
dieser  Veränderlichen  und  folglich  auch  wegen  (88)  in  Bezug 
auf  jede  der  Veränderlichen  a;,,  x.,,  . . .  rr,.  ein  endlich  begrenztes 
ist.  Die  Voraussetzung  unserer  vorigen  Formeln  ist  also  er- 
füllt und  demgemäss 

1 
wenn  J  das  über  das  Gebiet  G  erstreckte  r-fache  Integral 

/  dXi  dx.^  .  . .  dXf  =  I  dXi  dX2  . .  .  dX, 

bedeutet.  Bei  der  Ermittlung  seines  Werthes  müssen  wir 
unterscheiden,   ob  v  gerade  oder  ungerade  ist. 

Sei  erstens  v  gerade  gleich  2h.     Dann  setze  man 

XiYÄi  =  r^  cos  (pi ,     Xal/^s  =  **i  ^i"  9^1 


Xy-iYAr-i  =  r,,  cos  (p/, ,     Xy  YAv  =  r,,  sin  (p,,, 

wodurch  die  Bedingung  (89)  sich  in  die  folgende  verwandelt : 

(90)  r,'  +  r,'  +  •  •  ■  +  n'  <  1 

und  von  den  Veränderlichen    9?^,  cp.,,  ...  g?/,   unabhängig  wird. 
Daher  erhält  mau 


J 


-J 


Ti  di\  dcpi  ■  udr^dcp^  •  •  •  Tj^dtj^dcpi^ 
{Inf 


Va,ä,-a^ 


Yd    J    ' 


dt\  ■  r.dr.2  .  .  .  ndr, 


mit  der  Bedingung  (90).     Die   successiven  Integrationen   nach 
i\,  i\,,  .  .  .  Vi,   ergebeji  dann  ohne  Mühe  die  Formel 

(2  71)''  1 


(•'^^  ^=w.      2.  4.  6. ..2. 


Ist  zweitens  v   ungerade   gleich    'lli  -\-  \ ,    so  führen 
die  Substitutionen 
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Xj  YÄi  =  i\  COS  cpi ,     Xg  yÄ2  =  ^1  siii  9pj 


Xv_o  1/^-2  =  »A  cos  (ph,     X,,_i  YÄy-i  =  r/,  sin  9?/, 

das  Integral  zunächst  über  in  das  folgende 

•r,  di\  dqp,  •  ■  ■  Vf^  dr^  dtp,^-  dQ 


J  = 


=/ 


mit  der  Bedingung 

(90a)  r,'^r,'-^-.-  +  n'-\-Q'^~^l, 

und  nun  führen  die  successiven  Integrationen  nach  rj ,  r.>, .. .  Vt, 
zu  dem  einfachen  Ausdrucke 

V 
d.  i.  zur  Formel 


(91a)  J  = 


2  ii\  1  /* 

y^  ■  2.46..  .^hj  ^Q  iy  -  r)\ 
—  1 

(2  nf  2 


Beide  Fälle  ziehen  sich  zusammen  in  die  allgemeingiltige 


yj       3-5-  7..-(2/i+  1) 

ide  Fälle  ziehe 
Formel 

(92)  J=  ^  ^ 


V^     .(.-2)(.-4)...(.-2p-i])' 

und  mit  ihrer  Hilfe  findet  man  nach  (84)   resp.  (85),    wenn 
darin  g  =  2  gesetzt  wird,  das  Resultat: 

(93)M^(.)  =  ^ ^     .^      r,_,..—'-~-n^      ■ 

i 
Setzen  wir  in  (81)  g  =  2  und  h  =  \ ,  und  dividiren  dann 
durch  n,  so  giebt  die  entstehende  Formel 

Z(«xi)„j.„T-'  +  o(«^-^) 
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im  vorliegenden  Falle  den  Mittelwertli  Wf(n)  für  die  Anzahl 
aller  Darstellungen  einer  Zalil  n  durch  die  quadratische  Form; 
sein  asymptotischer  Ausdruck  ist 

So  ergiebt  sich  für    i»  =  2 

mf(n)  =  ^ 

yd 

in  Uebereinstimmuug  mit  dem,  was  im  G.  Abschnitte  gezeigt 
worden  ist; 

für    r  =  3     mfin)=    -/- •  l/w 


V  =  4 


V  =  ö 


v  =  8 


f(n)  = 


2yd 


^       2iyd 


u.  s.  w.  — 

14.  Wir  knüpfen  hieran  die  Aufgabe,  den  asymptoti- 
schen Werth  für  die  Anzahl  N  der  positiven  ganz- 
zahligen Systeme  a;,  y  zu  finden,  für  welche,  wenn 
A,  B,  u,  ß    gegebene  positive  Zahlen  sind, 

Ax"  +  ByP  <  n 

ist.     Setzt  man 


(:)' 


so  darf  oflFenbar  y  alle   ganzen  Zahlen   1,2,3, 
und  jedem  solchen  AVerthe  von  y  entsprechen 

1 


h    erhalten 


(^i^)"J 


zulässige  Werthe  von  a:.     Deuniach  wird 

iVr_^(l)_|_^(2)4-..._|_^(/,) 

sein.     Der  IJofinition  von  i^  (y)   gemäss  kann  man  setzen 
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■^^o   Z  (,'/)    stets   zwischen   0   und    1    enthalten    ist.     Da   ferner 
die  Fimktion 

mit  wachsendem  y  abnimmt,  hat  man  die  Ungleichheiten 

y  2/  — 1 

aus  denen  entsprechende  für    ^  (y)    und    mit    ihrer  Hilfe    die 
folgenden  hervorgehen: 

*  ,,  ''-1 

1  1 

1/.  (1)  +  t^  (2)  +  •  •  •  +  ^  (&)  <f{"^P^Ychj  -2x(y). 

0  ^ 

Nun  ist  aber 

wo    Q  <  1    ist,  und 

''  +  (' 

0 

also  umsomehr  kleiner  als  ( -z )     5   i"  Folge  davon  lässt 

sich  die  erste  Ungleichheit  durch  folgende  ersetzen,  welche  in 
verstärktem  Grade  besteht: 

1  1 

und  weiter  durch  die  andere: 

0 

ersetzt    werden    darf;    aus    der    zweiten    aber    folgt    ebenfalls 
a  fortiori 
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(;:)■"' 

0 

sodass  eiullicli 

gesetzt  werden  kaun,  wenn  unter  0  ein  positiver  echter  Bruch 
verstanden  wird.  Durch  eine  einfache  Vertauschuny;  der  Inte- 
grationsvariabehi  gewinnt  man  hieraus  die  Gleichung 

-«■  ((!)■"  + (kO' 

der  man  auch  mittels  der  f- Funktionen  schliesslich  folgenden 
Ausdruck  geben  kann: 

Sind  a,  ß  einander  gleiche,  Ä^B  ganze  Zahlen,  so  fällt 
diese  Aufgabe  ersichtlich  unter  die  allgemeine  Aufgabe  von 
Lipschitz,  indem  N  sich  nach  der  Formel  für  W[n,  1)  be- 
rechnen lässt.  Setzt  man  z.B.  a  = /i  =  2  und  AB  =  ^ , 
so  liefert  die  Formel  (94)  für  N  den  bis  auf  die  Ordnung  ]/n 
genauen  Ausdruck 

was,  wie  leicht  zu  erkennen,  mit  dem  im  G.  Abschnitte  er- 
haltenen Resultate  übereinstimmt,  da  wir  hier  uns  auf  posi- 
tive Werthe  x,  y  beschränkt  haben,  jeder  Auflösung  in  posi- 
tiven Werthen  x,  y  aber  noch  drei  andere:  x,  —  ?/;  — x,y] 
—  X, —  y   zugehören. 

*)  Vgl.  Cusaro's  bereits  erwähnte  Arbeit  i^.  193. 

I!ac  h  innnij ,  Aualytiaclic  /uliluntheoric.  29 
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Setzt  man    a  =  /3  =  3,    so  liefert  die  Formel  (94)  für  2V" 
folgeudeu   bis  auf  Grössen  der  Ordnung    )/n    genauen  Wertli 

{AB)''    6  TT       ^'^^  3 


,7. 


rc/s)^ 


{AB)'''     AnVS 

15.  Wir  wenden  nun  zunächst  die  Methode  von 
Lipschitz  an,  um  nochmals  den  mittleren  Werth  für 
die  Funktion  3r(n)  zu  ermitteln.  Diese  Funktion  be- 
zeichnete in  der  That  die  Menge  aller  positiven  ganzzahligon 
x^,  ^2  ohne  gemeinsamen  Theiler,  welche  der  Ungleichheit 

1     2  ^^ 

Genüge  leisten;  bestimmt  man  weiter,  dass  x^  <  X2  sein  soll, 
so  reducirt  man  die  Anzahl  aller  Systeme  offenbar  auf  die 
Hälfte  (es  macht  nichts  aus,  wenn  man  hier  von  dem  einen 
Werthsysteme   a;,  ==  ^g  =  1    absieht)  und  somit  wäre 

die  Anzahl  aller  ganzzahligen  x^ ,  x^  ohne  gemeinsamen  Theiler, 
welche  den  Ungleichheiten  genügen 

0  <  iCi  ä;^  <  w 
0  <Xi<x.^. 

Folglich  bezeichnet  W(ii,Ti)  die  Anzahl  sämmtlicher  ganz- 
zahligeu    Systeme  ?fj,  v^,    welche    die  Ungleichheiten    erfüllen 

0  <  11^  <  M^  . 

Aus  letztern  folgt  sofort  u^  <.\/-p.  und,  da  v^  eine  von  Null 

verschiedene  ganze  Zahl  sein  soll,    «2  <  "p  >    ^{n,  Je)  ist  also 

eine  endliche  Anzahl  und  wird  Null,  sobald  7b>[|/w].  Setzt 
man  nun  aber 
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wo    6'=    -    seiu   soll,  so  wird  das  Gebiet  G  der  stetig  Ver- 
Vn 

üuderliclieu  ^j,  |^,  durch  die  Ungleichheiten 

0<|J,  <1 

0  <    ^X   <  ^2 

bestimmt    und    offenbar    in  Bezug    auf  I2   unbegrenzt    sein; 

die  Voraussetzung    der  Nr.  12    findet    sich   also   nicht   erfüllt. 

Man    bemerke    aber,    dass    aus    den    Ungleichheiten    für    die 

Grössen  »j,  ?^,  sich 

9         =z  n 
«'r  •  ^'2  <  7..  «1 , 

also,  da  k^  ganzzahlig  ist,  umsomehr 

=  n 

sich  ergiebt;  fügt  man  diese  Ungleichheit  den  früheren  hinzu, 
so  verändert  sich  die  Anzahl  der  denselben  genügenden  ganz- 
zahligen Werthsysteme  ofienbar  nicht,  das  neue  Gebiet  G' 
der  Veränderlichen  |,,  1^  ^^^^r  wird  nun  durch  die  frühereu 
Ungleichheiten  in  Verbindung  mit  der  folgenden 

t  =~^^  t 
?2  <C  "^  fei 

bestimmt  und  ist  dadurch  auch  für  die  Veränderliche  S,  ein 
endlich  begrenztes.     Heisst  folglich  /  das   auf  G'   erstreckte 

Doppeliutegral     /  ^/|jj|^,,    so    findet    sich    nach    Lipschitz' 


Formeln 


^ii■O^/.•)  =  /.f,-0.^^^ 


Man  bemerke  nun,  dass   die  für  |.^  vorgeschriebeneu  Be- 
dingungen 

für   den  Werth    |,  =  |/—   übereinstimmen,   dass   für  Wertbe 

Ij  <  1/  —  die  erste  dieser  Ungleichheiten  eine  Folge  der  zweiten, 

für  tei>|/-^  umgekehrt  diese  eine  Folge  der  ersten  ist.    Dem- 
nach liegt  für  die  erstgenannten  Werthe  von  t,^  die  Variable  |^, 

29* 
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zwisclieu   ii  und      „  ^j ,   für  die  zweitgenaunten  Werthe  von  ^^ 

zwischen  t,^  und    .  ,  in  beiden  Füllen  wird  demnach  ^^  kleiner 

sein  als  1/  -^^  •     Die  Ausführung  der  Doppelintegration  liefert 
hiernach 

0  l/i^ 

n 

d.  i.  vereinfacht 

Andererseits  wird  A  nicht  grösser  als   [/  ts,  da  |j  nicht  über  1, 
1^,  nicht  über  l/-p   hinaus  wächst^  und  somit  findet  sich 

W{n,lc)=.^^,  log  ^,-0-^_- 
Folglich  wird  nach  (78) 

IV^]  [Vn]  [VT.] 

Win)^±n  log  n2 f  -  »2 ^^'  "  »  '^  '-.S« • 


1  1 


Durch  Multiplikation  mit  2  erhält  man  3r(w),  und  wenn  man 
schreibt,  wie  folgt: 

«  (,.)  -  «  log  „  •2'  'f  -  2»  ■2'^- 

1  1 

—  w  log  n  -^j  -^  +  ^^^-Jli        k' 
[v^J+i  [V^]+i 

[Vn] 

und  man  erinnert  sich  der  Bemerkungen  in  Nr.  9  und  bedenkt 
endlich,  diiss,  wenn  0q  einen  endlichen  Werth  bedeutet, 
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ist,   so   ergiebt   sich,    bis  auf  Grösseu,   welche  die  Orduung  )i 
uicht  erreichen,  genau 

WO  ö    ein   endlicher  Werth  ist,    dessen   genauere  Bestimmung 
bei  der  hier  angeAvandten  Methode  nicht  o'elingt:  den  früheren 

9 
zufolge  haben  wir  ihn  gleich    (2E  —  1)  ^    zu  setzen. 

IG.  Lipschitz  hat  in  seiner  Arbeit  die  Formeln,  die 
wir  hergeleitet  haben,  auch  angewendet  auf  die  Anzahl  binärer 
eigentlich  primitiver  quadratischer  Formen  von  positiver 
Determinante,  welche  reducirt  sind.  Indem  wir  auf  diesen 
Punkt  seiner  Arbeit  hier  nur  verweisen,  begnügen  Avir  uns 
mit  seiner  anderen  Anwendung,  welche  dasselbe  für  Formen 
einer  negativen  Determinante  leistet,  wo  es  mit  der  Be- 
stimmung der  mittleren  Anzahl  der  Classen  von  For- 
men gleichbedeutend  ist. 

Zu  diesem  Zwecke  betrachten  wir  die  Anzahl  aller  gunz- 
zahligen  Systeme  x^,  x.^,  x^  ohne  gememsamcu  Theiler,  welche 
folgenden  Ungleichheiten  genügen: 


(1)5) 


0  <  x^x^  —  x^  <  n 
0  <x^<x.^ 


wir  nennen  'i^'C^  ^0  ^^^'  Anzahl  sämmtlicher  diese  Ungleich- 
heiten erfüllenden  ganzzahligen  a-j,  a:^,  %,  welche  zugleich  Viel- 
fache von  li  sind  d.  i.  die  Anzahl  aller  ganzzahligen  Systeme 
r«!,  «2>  ^'3?    welche  diesen  Ungleichheiten  genügen: 

0  <  ?(j  «3  —  u}  <  y-, 
(:»5a)  I       0  <  «1  <  «3 

Diese  Anzahl  ist  endlich;  denn  aus  den  vorstehenden  Un- 
gleichheiten folgt 


«'l    <  "i  »;i  <  /,.  +   ":j    <  -p  +    \ 
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also    ?'i  <!./ OJ7-7  i^^lier  ferner  ^2  numerisch  kleiner  als  I/ö't.I! 

imd  eudlich 

n     ,         9    ^  4n 

umsomehr  also  auch,  da  «j  eine  ganze  von  Null  verschiedene 

Zahl  bedeutet,  «3<^g,  sodass  1(1,1(2,  n._^  nur  eine  beschränkte 

Anzahl  ganzzahliger  Werthe  annehmen  können.  Die  erste 
der  Ungleichheiten  (95a)  zeigt  zudem,  dass  W(n,Ji)  =  0  ist, 
sobald    Ic  ^  Yn  . 

Wird  nun  s  =  ^   und 

gesetzt,  so  sind  ^^,1^0}^   durch  die  Ungleichheiten 

0  <  ^1  <  I3 


(!I6) 


-Y<^2<  + 


bestimmt;  das  Gebiet  G  dieser  Veränderlichen  erfüllt  aber 
nicht  die  Voraussetzung  der  Nr.  12,  für  alle  Veränderlichen 
ein  endlich  ausgedehntes  zu  sein,  da  es  sich  offenbar  für  die 
Veränderliche  ^3  ins  Unendliche  ausdehnt.  Wir  hatten  aber 
für  die  ganzen  Zahlen  i(i,Uj,Us  die  Beschränkung  gefunden 


und  folglich,   wemi   v^  >  1    also 


MjW 

in 
3  <3^°' 

aus  welcher 

<■ 

i(,< 

in 

und  fo] 

mindestens 

2  ist. 

auch 

(95  b) 

^'3 

hervorgeht,  eine  Ungleichheit,  welche  auch  für  den  Fall  u^  =  1 
bestehen  bleibt,   in  welchem   nach  den  Ungleichheiten  (95a) 

sich  «2  =  0  also  «3  < -rg  ergiebt.    Da  diese  Ungleichheit  (95  b) 

aus  (95a)  folgt,  so  wird  die  Anzahl  W(n,  k)  der  den  letzteren 
genügenden  ganzzahligen  «j,  «fg?  ^'3  nicht  verändert,  wenn  wir 
den  Ungleichheiten •(95a)  die  neue  (95b)   hinzufügen.     Den 
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Veräuderlicheii  §i,  ^j,,  1^  entspricht  dann  aber  nieliL  mehr  das 
Gebiet  G,  sondern  dasjenij^e  Gebiet  G'j  welches  durch  die 
Ungleichheiten  (90)  in  Verbindung  mit  der  neuen  Ungleichheit 


(96  a) 


53  <  7.2  5i 


])estimmt  und  jiuii  l'ür  jede  der  Veränderlichen  ^^,h,.,,^.^  nur 
ein  endlich  ausgedehntes  ist.  Nunmehr  also  dürfen  wir  den 
Hilfssatz  zur  Anwendung  bringen  und  erhalten,  wenn  wir 

J'  =  j\n,dl,dl 
das  über  das  Gebiet   G'  erstreckte   dreifache  Integral  nemien, 
(97)  J'=^p-(n,/O-(~lY+0-<?--f. 

Zur  Berechnung  von  J'  führen  wir  durch  die  Substitution 

li  =^  r  sin  cp  cos  -^ ,     ^.^  =  r  sin  (p  sin  ^ ,     i,.,  =  r  cos  rp , 

in  welcher  r>0,  (p  zwischen  0  und  tc ,  ip  zwischen  0  und 
27C  gewählt  werden  darf,  drei  neue  Veränderliche  r,  <p,  tp  ein, 
für  welche  die  Ungleichheiten  (9G)  imd  (96a)  die  Gestalt 

0  <  r^  (siu^  q)  sin  ip  cos  ip  —  cos^  cp)  <  1 
0  <  cos  tp  <  sin  xp 

sm  tp  <C.  -p  cos  ip 

■  cos  il)    ^       .  ^  cos  1b 

-^—  <  cotg  9  <  ^-  , 

das  Integral  J'  aber  die  folfiendc  Gestalt  annimmt: 


(98) 


'^'  =    /  r^dr  dip  sin  (p  d(p. 


Wird  zuerst  nach  r  zwischen  den  Grenzen 

1 


0    und 


(sin*  qp  sin  i/>  cos  tp  —  cos"  qo)" 
integrirt,  so  kommt 

J'  =  1   i'drp  dcp ^^ 

•^  ^J  (sin*  qp  sin  T/)  cos  i/»  —  cos*  qp) 

_  _L    /• dV, /*_ 

•^  J   (sin  jp  cos  ip)'^''J   (1 


sin  qp  dcp 
-  V'  cos*  f/)'^ 
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woiiii  zur  Abkürzung 

•  2 1  -}-  sin  1^  cos  ip 

sin  tp  cos  i/> 

gesetzt  wird.     Für  die  Integration  nach  cp   gelten  die  durch 
die   vierte   der  Ungleichheiten  (98)    bestimmten  Grenzen,    bei 
deren  Berücksichtigung  man  ohne  Mühe  findet: 
jf  1     /*  diii 


u 


sin  i/i  )/sin  ip  cos  ip    1/  1 —  cotg  i/> 


d.  i.,   wenn   man    cotg  f   als  Variable   einführt    und   in  Bezug 
auf  sie  zwischen  den  Grenzen  —   iiud  1  integrirt, 


n 


J'  =  -  I  (arc  sin  |  -  arc  sin  (l  -  |^)) 

oder  einfacher 

(99)  J'  =  A(f-arcsin,^J. 

Der  Raum  G'  dehnt  sich  am  weitesten  in  der  Richtung 
der  Axe  I3,  am  Avenigsten  weit  in  der  Richtung  der  Axe  I2 
und  ist  symmetrisch  zur  Ebene  ^^  =  0]  und  unter  Q  darf 
hier  der  Querschnitt  verstanden  werden,  welcher  letzterer  ent- 
spricht und  dessen  Inhalt  durch  das  Integral 

mit  dem  durch  die  Ungleichheiten 

0<lll3<l 

])estimmten    Umfange    gemessen    wird.      Man    findet    hieraus 
(s.  vorige  Nr.) 

(100)  Q  =  \og^^. 

Und  mit  diesen  Resultaten  ergiebt  sich  aus  (1)7) 

W{n,  /O  =  y  (^  -  arc  sin  ^-^)  .  (^i^ j  _  ö  •  ^  log  ^ 

d.  i.   bis   auf  Grössen,   deren   Ordnung  diejenige  von    n  log  n 
nicht  erreicht. 


(101)      ,.(„,,) =^(fy_0.|,io, 
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Wird  nun  auf  Grund  der  Formel  (78)  die  Rechnung  wieder- 
holt, welche  in  Nr.  12  durchgeführt  worden  ist,  so  ergieljt 
sich  für   W(n)  die  Formel 

(102)  ^F  (n)  =  ^^  .  -4^  +  0  {n  log  u) , 

aus  welcher,  wenn  man  n  und  m  gleichzeitig  so  wachsen  liisst, 
dass  —  und  — — - —  gegen  Null  convergiren,  indem  man  etwa, 

für  ein  zwischen  Yg  und  1  liegendes  d,   m  =^  n'^   setzt, 

1/ 

(103)  M4.'{ii)  = 


hervorgeht,   in  dem  Sinne,  dass  das  Verhältniss  beider  Seiten 
für    n  =  <x>    der  Einheit  sich  annähert. 
Gleicherweise  findet  sich 

(104)  Mx{n)  =  ^-^--^- 

i 

Hiervon  machen  wir  nun  die  Anwendung  auf  die 
reducirteu  positiven  Formen  einer  negativen  Deter- 
minante —  n. 

Nach  Gauss  heisst  eine  positive  quadratische  Form  (o,h,c) 
der  Determinante  —  n,  für  welche  also 

(105)  ac  —  Iß  =  n 

ist,  reducirt,  wenn  a,l,  c  den  Ungleichheiten  genügen 

(       0  <rt<c 
(lor.)  a      ,  -  ^  « 


2    ^      ^     '      2 

und  sie  ist  zudem  eine  eigentlich  primitive  Form,  wenn  a,  h,  c 
keinen  gemeinsamen  Theiler  haben  und  (mod.  2)  nicht  die 
Restcombination  «E^O,  h  ^i.\,  c^O  darbieten ;  die  Com- 
bination  ft^O,  h^^O,  c  ^^  0  ist  schon  durch  das  Vorige 
ausgeschlossen.  Jede  eigentlich  primitive  positive  Form  der- 
selben   Determinante    ist    einer    reducirten    Form    äquivalent. 
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rcihuirte  Formen  imter  einander  sind    aber   niclit   iiqiüvaleut, 
ausgenommen  die  beiden  Formen 

{a,  h,  c),     {a,  — h,  c),     wenn     26  =  +  «, 
und  die  beiden  Formen 

(n,  h,  a),  (n,  — b,  a),  wenn  c  =  a 
ist,  welche  je  einander  äquivalent  sind.  Zählt  man  also  die 
Systeme  ganzer  Zahlen  n,  h,  c,  welche  den  angegebeneu  Be- 
dingungen genügen,  in  den  Fällen,  wo  in  (106)  Gleichheits- 
zeichen gelten,  nur  zur  Hälfte,  so  wird  offenbar  die  Anzahl 
aller  den  Bedingungen  genügenden  Systeme  a,  h,  c  mit  der 
Anzahl  //( — n)  der  Classen  quadratischer  Formen  für  die 
Determinante  —  n  übereinstimmen.  Gälten  nun  in  (lOG)  nur 
die  Ungleichheitszeichen,  so  wäre  offenbar  die  Anzahl  der 
ganzzahligeu  Systeme  a,1),  c  ohne  gemeinsamen  Theiler,  welche 
den  Bedingungen  (105)  und  (106)  genügen,  identisch  mit  ^  («) 
und  daher  die  Anzahl  aller  Systeme  a,h,  c  von  der  angegebenen 
Beschaffenheit  gleich  der  Summe  der  x(n),  welche  den  noch  zu- 
lässigen 6  Restcombinationen  (mod.  2)  entsprechen,  also  gleich: 

7 


Diejenigen  Systeme  «,  h,  c  aber,  welche  den  Gleichheits- 
zeichen entsprechen,  fallen  offenbar  in  die  Grenzflächen 
des  Raumes  G  und  demnach  kann  ihre  Anzahl  höchstens  nur 
von  derselben  Ordnung  sein,  wie  das  zweite  Glied  zur  Rechten 
von  (101),  welches  im  asymptotischen  Gesetze  nicht  mehr  von 
Bedeutung  ist;  der  eben  gegebene  Ausdruck  giebt  somit  auch 
den  Werth  von  H{ — n).  Schreibt  man  mithin  J  für  n,  so 
erhält  man  das  Resultat: 

Die  mittlere  Anzahl  der  Classen  aller  eigentlich 
primitiven  positiven  quadratischen  Formen  der  nega- 
tiven Determinante  —  zJ   ist 

(107)  -<^^ 

1 
eine  Formel,  welche  mit  dem  schon  angeführten  Gaussischen 
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asymptotischen  Ausdrucke  [b)  bis  auf  eine  additive  Consiante 
übereinstimmt.  Uebrigeus  hat  auch  Gauss  bereits  an  einer 
anderen  Stelle*)  diese  Constante  unterdrückt,  avo  er  statt 
des  Ausdruckes  (5)  den  folgenden  giebt: 

(107  a) 


^(•+i+P+-)' 


von  dem  man  sich  leicht  überzeugt,  dass  er  dem  Aus- 
drucke (107)  gleich  ist;  in  der  That  ist 


also 


y-=i+-  4- '  4-  •••  4-^y  ' 


2v-A^  +  l  +  h+   ■)• 


1 
wodurch  jener  Ausdruck  in  den  andern  verwandelt  wird. 

17.  Bei  der  Wichtigkeit  gerade  dieses  besondern  Beispiels 
können  wir  nicht  unterlassen,  auch  noch  die  direkte  Me- 
thode, durch  welche  Hertens  die  Gaussische  Formel 
hergeleitet  hat**),  wenigstens  in  ihren  wesentlichen  Punkten 
hier  auseinanderzusetzen. 

Wir  denken  uns  nach  seinem  Vorgänge  das  System  der 
sämmtlichen  nicht  äquivalenten,  primitiven  und  abgeleiteten, 
reducirten  positiven  Formen  aufgestellt,  welche  den  Deter- 
minanten 

(108)  _  1^  _  2,  -  3,  •  •  •  —  « 
entsprechen.  Die  Gesammtzahl  derjenigen  Formen  dieses 
Systems  S,  in  denen  wenigstens  einer  der  äussereji  Coefficieuten 
ungerade  ist,  heisse  F{ii),  f{fi)  aber  die  Anzahl  derjenigen 
Formen,  welche  eigentlich  primitiv  sind.  Die  F{n)  Formen 
lassen  sich  nach  dem  grössten  (ungeraden)  gemeinsamen 
Theiler  ihrer  Coefficienten  gruppiren,  und  so  ergiebt  sich  zu- 
nächst für  jede  ganze  Zahl  n  die  Beziehung: 

(109)  i'-(")  =  /  ["I  +  /■["  ]  +  f[^]  +  •  •  •  • 

*)  Gauss'  Werke  Bd.  2  p.  284. 
**)  In    seiner  Abhandlung   über   einige    asymptotische   Gesetze    der 
Zahlentheorie,  J.  f.  d.  r.  u.  a.  Math.  Bd.  77. 
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Neiuieii  Avir  andererseits  (l'(s,  n)  die  Anzahl  derjenigen 
Formen  des  Systems  S,  bei  welchen  der  mittlere  Coefficient 
+  s  ist,  X  (s,  w)  aber  die  Anzahl  aller  Formen  dieser  Art,  bei 
denen  die  äusseren  Coefficienten  beide  gerade  sind,  so  leuchtet 
ein,  dass 

(HO)  F(:n)=^{ip{,,n)-x{,,u)) 

sein  wird,  wenn  die  Sninmation  über  alle  zulässigen  s  d.  i., 
weil  bei  reducirten  Formen  der  mittlere  Coefficient  numerisch 
nicht  grösser  als  die  Quadratwurzel  aus  der  durch  o  getheiltcu 

Determinante  ist,  über  s  =  0,  1,  2,  3,  •••  [/;,  erstreckt 
wird. 

Wir  suchen  zunächst  ^(6,«).  Zu  diesem  Zwecke 
haben  wir  dem  Begriffe  reducirter  Formen  gemäss  für  jede 
Determinante  D  =  —  zJ  aus  der  Reihe  (108)  &■''  -f-  zJ  auf  alle 
Weise  in  zwei  jjositive  Faktoren  a,  c  zu  zerlegen,  deren 
erster  nicht  grösser  als  der  zweite  ist,  und  aus  jeder  solchen 
Zerlegung,  wenn  s  =  0  ist,  die  Form  (a,  0,  c),  wenn  s  >  0 
ist,  die  beiden  Formen  (a,  s,  c),  (a, — s,  c)  zu  bilden;  von 
diesen  Formen  sind  aber  diejenigen,  als  nicht  reducirt,  auszu- 
scheiden, bei  welchen  a  <  2s  ist,  und  auch  diejenigen  redu- 
cirten Formen  (a,  —  s,  c),  bei  welchen  a  =  2s  oder  a  ==  c 
(oder  beides)  ist,  weil  dieselben  äquivalent  sind  mit  («,  s,  c). 

Ist  also  erstens  s  =  0,  so  hat  man  alle  Formen 
(rt,  0,  c)  zu  bilden,  bei  denen  a  •  c  eine  solche  Zerlegung  einer 
der  Zahlen 

1,  2,  3,  •••  n 

ist,  deren  zweiter  Faktor  mindestens  gleich  dem  ersten  ist; 
solcher  Zerlegungen  giebt  es  bei  einer  Zahl  m 

T{m)-\-l  T  T(m) 

je  nachdem  m  eine  Quadratzahl  ist  oder  nicht;  weil  es  bis  n 
hin  []/«]  Quadratzahlen  giebt,  ist  also  die  Anzahl  aller  jener 
Zerlegungen  oder 

(111)  ^(0,  n)=|r(«)  +  v[/«]- 
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Ist  zweitens  s  eine  positive  Zahl,  so  giebt  es  redu- 
cirte  Formen   {a,  -j-  s,  c)    nur    für    diejenigen   Determinanten 

7)  =  z/  der  Reihe  (108),  für  welche  l/v^  s  i«t,  d.  h.  für  die 
Determinanten 

—  3s%  -  (3s2  +  1),  •■•  -n. 

Suchen  wir  zunächst  sämmtliche  Formen  (a,  +  s,  c),  bei 
denen  a<:^c  ist,  so  sind  für  a,  c  die  sämmtlichen  Zerle- 
gungen der  Zahlen 

4s-,    4s2-f   1,    •••    72  +  s- 

in  zwei  Faktoren  zu  wählen,  deren  erster  nicht  grösser  als 
der  zweite  ist.  Die  Ajizahl  all'  dieser  Zerlegungen  ist  nach 
dem  beim  vorigen  Falle  Gesagten  gleich  dem  Unterschiede 

V  ^  (^  +  ^)  +  I  \y^^^  -  (y  r  (4.^  -  1)  +  I  [|/4^^"=T]) , 

die  Anzahl  der  Formen  (a,  +s,  c),  welche  diesen  Zerlegungen 
entspringen,  also  doppelt  so  gross.  Al)er  von  ihnen  sind  aus- 
zuscheiden erstens  diejenigen  Formen,  bei  denen  r^  <  2s. 
Sei  nun  a  eine  Zahl  <  2s,  so  giebt  es  in  der  Reihe 

1,  2,  3,  •••  «-fs^ 

^  =    -^ —     Vielfache   von   «,    desgleichen  <Z  =^  1 J     ^^^ 

der  Reihe 

1,  2,  3,  •••  4s-—  1 

und  daher  in  der  Reihe 

4s%  4s2+  1,  ••  •  71  +  s' 

solche  Vielfache,  nämlich  die  Zahlen 

a-{q-\-  1),  a-{q-\-2),  ■■■  a-Q, 

denen  Formen  {a,  +5,  c)  mit  dem  ersten  Coefficienten  a  ent- 
sprechen kimnen,  und  diese  Formen  gehören  auch  sämmtlich 
zu  den  zuvor  gezählten,  denn,  da  2s  >  rt,  so  ist 

>  rr >  a  —  1 
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also  q  ";>  a  —  1  d.  li.  q  -{-  1  ^  a  also  der  zweite  Faktor  der 
vorstehenden  Zerlegungen  grösser  als  der  erste.  Da  diese 
2(Q  —  q)  Formen  auszuscheiden  sind,  sobald  o  <  2s  ist,  so 
müssen  also  von  den  zuvor  gezählten  Formen 

1  1 

ausgeschieden  werden. 

Zweitens  sind  aber  noch  auszuscheiden  diejenigen  Formen 
(a,  —  Sf  c),  bei  denen  entweder  a=  2s  oder  a  =c  ist.  Die 
Anzahl  der  erstem  beträgt,  wie  eben  bemerkt  worden, 


L~2s    J  L      2s      J' 


die  Anzahl  der  Formen  {a,  —  s,  a)  ist  gleich  der  Menge  der 
Quadratzahlen  in  der  Reihe  4s^,  4s^  +  1>  '  •  *  n  -\-  s^,  d.  i. 

[]/»71^2]  -  [1/47^^] ; 

von  den  letztem  Formen  ist  aber  die  Form  (25,  —  s,  2s) 
schon  unter  den  vorigen  enthalten  und  darf  daher  nicht  noch- 
mals gezählt  werden.  Nach  Ausscheidung  all'  der  bezeich- 
neten Formen  aus  den  zuvor  gezählten  bleiben  die  ^  (s,  n) 
gesuchten  reducirten  Formen  übrig  und  folglich  erhält  man 
die  Gleichung: 

t/;(.9,  n)  =  t(m  +  6-2)  -  r(4s2  -  1)  +  1 

-  Si:^']  -  Ptr'] + ^M^-^] + 1"^  ■ 

a  =  1  «  =  1 

Nach  der  Dirichlet'schen  Formel  (29a)  ist  jedoch 

2^  —  1 

r(4s^  -  1)  =  2  -^P'^'l  -  (2s  -  1)^. 

a  =  l 

Dadurch  vereinfacht  sich  die  vorige  Gleichung  und  nimmt  die 
Gestalt  an: 

2.^—1 

(lila)   ^/,(s,n)==r(«  +  .^)-2^P4^]-[*^^]+4s^-2s+l 
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Setzt  man  nuu  in  den  für  tjj  (0,  11)  und  il'  (s,  n)  gefun- 
denen Formeln  den  asymptotischen  Wertli  der  Funktion  t  ein, 
so  kommt,  wenn  zudem  die  Euler 'sehe  Summenformel  ange- 
wendet wird,  bis  auf  Grössen  von  der  Ordnung  ]/«  genau 

,^(0,  n)  =  ]^  n  (log  n  -f  2/i  —  1) 

^.(s,  ^0  =  (» H- -^O  log'-^V  3s^->^  +  e .  *;+^^^ 

wo  6  ein  positiver  echter  Bruch  ist.  Wird  in  der  letztern 
dieser    beiden  Formeln  s=l,  2,  3,   •••       [/^     gesetzt  und 

addirt,  die  Summe  mittels  der  Euler'schen  Summenformel 
durch  ein  Integral  ersetzt,  und  endlich  die  erste  Formel  liinzu- 
tjefügt,  so  entsteht  die  folgende  Gleicliunsc: 


'o"; 


\yf]       m      ^,  ^^  ^^  _ 

^  t  (s,  n)  =  /  (s^  4-  n)  log  ^+ -  ds  -f  n  log  n—^  ]/^ • 

0 
Durch    partielle   Integration    aber  lässt   sich   das   Integral   er- 
mitteln   und    man     findet    sodann    bis    auf  Grössen    von    der 
Ordnung  n  genau 

^  t (s,  n)  =  y  nl^ ' 

Ü 

Ganz  analoge  Betrachtungen  können  bezüglich  der  Funlc- 
tion  ;^(.s,  n)  wiederholt  werden  und  führen  zu  der  entspre- 
chenden Formel: 

m 

\^  Xis,  n)  ==  ~  n'-^ , 
0 

und  somit  folgt  nach  (110) 

(112)  J^(n)=|-wV.  +  //•>?, 

wenn    mit  //  eine   Gr(">sse   bezeichnet   wird,    welche   für  jedes 
noch  so  grosse  n  unter  einer  angebbaren  Grenze  i/„  bleibt.    Da 
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abei-    die  Gleicliuug  (100)  für  jede    ganze  Zahl  n  besteht,   so 
wird  mau,  in  Erinnerung  au  die  Formel 


r-i= 


m 


nud  mittels  des  durch  die  Formel  (7  a)  des  11.  Abschnittes 
ausgesprochenen  Umkehruugspriucipes  die  Formel 

(113)  f{n)=^^{r).Fm 

erhalten,  in  welcher  die  Summation  sich  auf  alle  ungeraden 
Zahlen  y  <  j/«  erstreckt,  d.  i.  nach  Einsetzung  des  asympto- 
tischen Werthes  der  Funktion  F 

1  1 

oder  auch  gleich 

1  [l/«J  +  l  l 

Die    erste    dieser   Summen    ist    gleich   dem   Unterschiede 
zwischen    der    über    sämmtliche    ganze    Zahlen    li   erstreckten 

<X  CO 

Summe   ^,  ^/  und  der  Summe  ^^  (hr^  '^    ^^^^'    fi(2//)    ist 

1  1     ^    "^ 

Null,  wenn  h  gerade,  und  gleich  — fi(^0;  wenn  h  ungerade 
ist,  folglich  wird 

^(ijv)  _    8   V  ft  (/..•) 
1         '  1 

Die  zweite  Summe  in  (114a)  ist  kleiner  als 

00 

[Vn\  +  1 

d,  i.  nach  (30b)   des  3.  Abschnittes    kleiner    als  -      _    ,    das 

2|  yny 

zweite    Glied    also    von  der    Ordnung  ]/w,   die  dritte  Summe 
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CO 

endlich  ist  <  //„  -^  ,  j ,    das  dritte  Glied    also  von    der  Ord- 

i 
nuno-  n.     Alles  in  allem  ers^iebt  sich  hiernach  bis  auf  Grössen 
von  der  Ordnung  n  genau 

(115)  /"(w)  =  — ^— •«^^- 

1 

Da  aber  die  Anzahl  aller  nicht  äquivalenten  eigentlich 
primitiven  reducirten  Formen  einer  Determinante  mit  der  An- 
zahl der  Classen  für  diese  Determinante  gleich  ist,  so  stellt 
f(ii)  die  summatorische  Funktion  für  die  Funktion  H( —  n) 
vor  und  daher  ergiebt  sich  aus  der  vorigen  Formel  in  be- 
karmter  Weise  die  nachstehende: 

(HG)  J/if(-w)  =  ^4^.«V., 

1 

welche,    wenn  ^J  statt  n  geschrieben  wird,    mit  der    früheren 
(107)  identisch  ist.' 

18.  Die  in  den  letzten  Aufgaben  angewandte  Methode  von 
Lipschitz  war  nur  die  Verallgemeinerung  derjenigen,  deren 
wir  uns  im  6.  Aljschuitte  zur  Bestimmung  der  mittleren  An- 
zahl aller  Darstellungen  einer  Zahl  durch  eine  quadratische 
Form  bedient  haben.  Dort  haben  wir  gesehen,  in  wie  innigem 
Zusammenhange  diese  Frage  mit  dem  allgemeinen  Dirichlet- 
schen  Satze  also  auch  mit  der  Theorie  der  Di  rieh  1  et 'sehen 
Reihen  steht.  Auf  die  Wichtigkeit  der  genannten  Reihen  auch 
für  andere  Probleme  analoger  Art  hat  bereits  Dirichlet 
selbst  hingewiesen*),  und  in  der  That  sind  seine  frühesten 
Resultate  über  die  mittleren  Werthe  zahlentheoretischer  Funk- 
tionen   durch   direkte   Verwendung    derselben    gewonnen  wor- 


*)  In  Crelle's  Jouimil  Bd.  18,  sur  Tusage  des  s^ries  infinies  dans 
la  theorie  des  nombres,  sagt  er  darüber:  les  nouvelles  rechercbes  (über 
die  Classenanzahl)  m'ont  t'ait  reconnaitre  (jue  la  consideration  des  series 
de  cette  espece  constitue  uiio  metbode  tros  -  löconde  d'analyse  iudeter- 
miiit^e  et  qui  s'applique  ä  des  questions  tr^s-variees. 

!•  ach  mann,  Analytiscbo  Zalilenthforie.  30 
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den*).  Es  heisst  gewissermasseu,  den  Kreislauf  der  Be- 
tracbtungeu,  welchen  dies  Werk  vorzüglicli  gewidmet  ist, 
vollenden,  wenn  wir  hier  zum  Schlüsse  nach  den  Angaben, 
welche  Dirichlet  über  seine  bezüglichen  Arbeiten  gemacht 
hat,  für  den  Zusammenhang  zwischen  jenen  Reihen 
und  der  Frage  nach  den  mittleren  Werthen  zalilen- 
theoretischer  Funktionen  den  Grund  aufdecken.  Wir 
finden  denselben  in  dem  allgemeinen  Dedekind'schen 
Satze,  den  wir  in  Nr.  7  des  3.  Abschnittes  hergeleitet 
haben.  In  der  That,  bezeiclinen  wir,  wenn  /'(w)»irgend  eine 
zahlentheoretische  Funktion  ist,  durch  J?  die  unendliche  Reihe 


(117)  ^-^?+. 


mid  vergleichen  sie  mit  der  dortigen  Reihe  (21): 


so  wird  die  daselbst  mit  ilJ„  bezeichnete  Grösse: 

Mn  =  «1^1   +  «2^2   +     •   •  •     +   ««  C« 

hier  den  Ausdruck  haben: 

Mn  ^  fil)  +  /•(2)  +  •  .  •  +  f{n) 
d.  h.  gleich  der  summatorischen  Funktion  F  {ii)  und 

c„  n 

sein:  ferner  convergirt  das  Verhältniss  — —  =  — r~T    mit    un- 

endlich  wachsendem   Index  gegen    die  Einheit.     Ist    demnach 
für  die  Funktion  /(*?)  ein  Mittelwerth  Wlf{n)  vorhanden,  d.  h. 

nähert  sich  —^  mit  unendlich  wachsendem  n  einer  bestimmten 
n 

endlichen  Grenze  co,  so  wird  dasselbe  gelten  für  die  Ausdrücke 
—  und  und  folglich  wird  dem  angezoiyeneu  Satze  zufolge 

^n  Si  +  1 

*)  S.  .seine  Note  in  tlen  Monatsb.  d.  ßerl.  Ac.  v.  J.  1838. 
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(118)  lim.  qS  =  lim.  q  11  =  a 

(1  =  0  ^  =  0 

.«^ein.     Hieraus  erkenut  man  den  Satz: 

Ist  die  Reihe  11  nach  Potenzen  von  q  entwickelbar, 
so  beginnt,  falls  d)lf(n)  überhaupt  vorhaiiden  ist, 
diese  Entwicklung  mit  der  ersten  negativen  Potenz 
von  Q  und  dJlf(n)  ist  gleich  dem  Coefficienten  der- 
selben. 

Unter  diese  Kategorie  von  Funktionen  fällt  z.  B.  die 
Funktion  /"(»),  welche  die  Anzahl  sämmtlicher  Darstellungen 
einer  Zahl  n  durch  das  Formensystem  einer  gegebenen  Deter- 
minante ausdrückt,  welche,  wie  wir  gesehen  haben,  einen  end- 
lichen Mittelwerth  hat.  In  der  That  ist  die  wahre  Bedeutung 
der  Grundformel  (G)  und  der  Operationen,  welche  wir  mit  ihr 
vorgenommen  haben,  indem  wir  zur  Rechten  derselben  die 
Grenzwerthe   der  Summen 

aufsuchten,  nur  diese:  die  Reihe  (117)  nach  Potenzen  von  q  zu 
entwickeln  und  den  Coefficienten  der  ersten  negativen  Potenz 
dieser  Entwicklung  zu  ermitteln. 

Aber  in  den  meisten  Fällen  wächst  — ^  zugleich   mit  n 

und  ein  Mittelwerth  in  dem  angegebenen  Sinne  ist  nicht  vor- 
handen; man  kann  vielmehr  nur  nach  einem  asymptotischen 
Ausdrucke  d.  i.  nach  einer  andern  einfachen  Funktion  q){ri) 
mit  der  summatorischen  Funktion  0(?i)  fragen,  für  welche  der 

Unterschied '^ —   mit    unendlich    wachsendem    n    die 

n  n 

Null  oder,  was  nur  auf  eine  Aenderung  von  (p{n)  um  eine 
additive  Constante  hinauskommt,  eine  Constante  zur  Grenze 
hat.  Ist  9'(>')  eine  solche  asymptotische  Funktion, 
und  auch  die  Reihe 

Vqp(n) 

nach  Potenzen  von  q  entwickelbar,  so  luuss  dem  zuvor  Ge- 
sagten zufolge  nachstehende  Entwicklung  gelten: 
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(„9)  2'^-^7+f^>=';  +  c+(>  +  c>^+ ..., 

in  welclier 

(120)  03  =  9)J  (/■(«)  -(piv)) 

ist. 

Diese  Bemerkungen  reichen  vollkommen  aus,  den  Zu- 
sammenbang zu  kennzeichnen,  in  welchem  die  Dirichlet'schen 
Reihen  mit  der  Bestimmung  der  mittleren  Funktionswerthe 
stehen.  Sollten  sie  aber  eine  Methode  charakterisiren 
zur  wirklichen  Ermittelung  einer  asymptotischen 
Funktion  (p(^ii),  so  wäre  offenbar  noch  zu  fragen,  ob 
auch  umgekehrt  aus  dem  Bestehen  einer  Gleichung  von  der 
Form  (119)  auf  (120)  geschlossen  oder,  was  auf  dasselbe  hin- 
auskommt, ob  der  Dedekiud'sche  Satz  auch  umgekehrt 
werdeji  darf.  Insoweit  dies  nicht  nachweisbar  ist,  kann  die 
angedeutete  Methode  nur  als  eine  heuristische,  als  eine  solche 
nämlich  gelten,  welche  Funktionen  cp  (n)  an  die  Hand  giebt, 
die  asymptotische  Funktionen  für  f{n)  sein  können,  für 
welche  aber  streng  genommen  sodann  noch  zu  beweisen  ist, 
dass  für  den  Unterschied  /"(«)  —  9?  ('0  thatsächlich  ein  end- 
licher Mittelwerth  vorhanden  ist. 

19.  Zur  Anwendung  der  Methode  auf  bestimmte  Funk- 
tionen /"(«)  handelt  es  sich  vorzugsweise  um  die  Frage,  auf 
welche  Weise  die  Entwicklungen  nach  den  Potenzen  von  q  zu 
gewinnen  sind.  Der  Zusammenhang  der  verschiedensten  zahlen- 
theoretischen Funktionen  mit  der  Reihe 


(121)  i(^  +  <^)=2^.' 


welchen  wir  im  11.  Abschnitte  festgestellt  haben,  weist  uns  in 
dieser  Hinsicht  vor  allem  auf  die  entsprechende  Entwicklung 
von  ^(1  +  q).  Um  dahin  zu  gelangen,  gehen  wir  aus  von 
der  folgenden  Formel: 

\  n  J  "f"    1       n   ~T"      1  .  2      *  w^     '  1  •  2  ■  3         '  n'-     '  ^ 

die  sich  auch  so  schreiben  lässt: 
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1  +  e      1      ,   (i-|-yH2  +  p)       1 


,2  +  c.    '  23  ,,3+(. 


Aus  ihr  erhält  man,  wenn  man  über  n  =  2,  3,  4,  .  .  .  sum- 
mirt  und  beiderseits  1  hinzufügt 

Lri^V^J i_i±9  V    1     ,  (i+p)(2  +  e)   yr    i 

9    "T"  ^„1  +  '."^      2      "^  ,,2  +  c'"T'  2-3  ^  n''  +  '-'        ' 

Die  Summen  zur  Rechten,  von  der  zweiten  an  gezählt,  sind 
stetige  Funktionen  der  positiven  Veränderlichen  q,  welche  für 
Q  =  0  endliche  AVerthe  erhalten;  denkt  man  sich  also  alle 
Glieder  zur  Rechten  vom  zweiten  an  nach  den  Potenzen  von  q 
entwickelt,  so  wird  keine  negative  Potenz  auftreten,  das  von  q 
freie  Glied  aber  gleich 

er.  cr> 

2  .^   n-  ~    3  jLJ   w*  ~ 

2  2 

sein,  die  vorige  Gleichung  erhält  also  folgende  Gestalt: 

CK 


('=^  -i-V  ^  _1  V  ^  _ 

2  - 

ist.  Dass  der  unendliche  Ausdruck  dieses  Coefticienten  C  con- 
vergirt,  ersieht  man  sogleich  aus  der  iSchlussnummer  des  4. 
Abschnitts;  man  darf  ihn  daher  auch  folgendermassen  schreiben: 

>-±(:-^=+i-:+-)=i+i'a+ioB('-7. 

■i  2 

Nimmt  man  hier  zunächst  die  endliche  Summe 
III 
1+2(1  +  10^(1-1)) 

Hl  in  m 

1  2  1 

wofür  nach  der  Euler'scheu  Summenformel  auch 
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E+  !  +  •  •  • 

gesetzt  werdeil  darf,  und  lässt  nun  nt  unendlich  wachsen,  so 
zeigt  sich  die  Uebereinstimmung  des  Coefficieiiten  C  mit  der 
Eul  er 'sehen  Constanten  F  und  man  erhält  Iblgende  funda- 
mentale Gleichung: 

in  welcher  die  Werthe  der  Constaiiteu  Oj,  Cg,  ...  uns  hier 
nicht  weiter  iuteressiren. 

Unmittelbar  folgt  hieraus  durch  Differenzirung  der  für 
jedes  positive  q  stetigen  Funktion  nach  q  die  fernere  Gleichung: 

20.  Nach  diesen  Vorbereitungen  betrachten  wir  nun  zu- 
nächst noch  einmal  die  Funktion  T{n),  welche  die  Anzahl 
aller  Theiler  von  n  bezeichnet  und  deren  sumoiatorische 
Funktion  r  (n)  genannt  worden  ist.  Nach  (80)  des  11.  Ab- 
schnitts ist 


«  1     "      ^ 

d.  i.  mit  Rücksicht  auf  (122) 

(124)      ^^  =  \.  +  2£.  1  +  E^  +  26',  +  •  .  • 
und  folglich  wegen  (123) 

Diese  Gleichung  charakterisirt  nach  der  vorausgeschickten 
Methode  log  n  als  eine  —  möglicherweise  —  asymptotische 
Funktion  für  T{ri),  sodass 

m[T{n)  -log«)  =2E 
oder  asymptotisch 
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r(;0  =  log  1  .2-3---  n-{-2En 
»I.  i.   nach  der  Stiiling'schen  Formel 

r(n)^{n-{-  J  )  log  «  +  (2i;  -  1)  n 

ist,  eine  Glcicliiiiig,  die  mit  Gl.  (40)  bis  auf  die  Ordnung  der 
veruaehlüssigteii  Glieder  in  Ueberoiustimmuug  ist  und  <hireh 
sie  ihre  Bestütigmig  erhält. 

Wir    luiheu    ferner    in  Nr.  G   des  11.  Abschnitts    die    Be- 
ziehung aufgestellt 

in  welcher  P(/i)  =  2^(")  die  Anzahl  der  Zerlegungen  von  n  in 
zwei   relative   Primfaktoren    bezeichnet.      Nun   convergirt   der 

zweite  Faktor  rechts  mit  ()=^0  gegen  — ,  während  nach  (124) 

ist;  somit  findet  sieh  aus  der  voraufgehenden  Gleichung 

hm.  q^2j  -r+V  =  ^. 
oder 

Andererseits  kaini  man  schreiben 

X  C(J  CO  CD 

1  '*  1  1  1 

=  '^-27.'.,+  .... 
Hierdurch  nimmt  die  Gleichung  (125)  die  Gestalt  aji 

d.  i.  gleicli 
I 


1  >roizehuici 

:  Absc' 

Imitt. 

1 

+(; 

F 

— 

TT-    / 

7  + 

2E 

= 

n^ 
6 

P- 

12  F 

n'- 
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woraus  sich 

also 

lind  schliesslich 

ergiebt.     In  Verbindung  mit  (123)  findet  man  folglich 

2j  — ;h=-^ — -■^A^^  +  ^i^)j+'-- 

1 
Die  obige  Methode  führt  demnach  zu  dem  Ansätze 

d.  i.,  weil 

—  log  1  •  2  •  3  •  •  •  u  =  log  n  —  1  +  ^—  log  n  •  ■  • 

ist,  mit  Vernachlässigung  des  letztern  Gliedes,  asymptotisch 

Diese  Formel  erhält  ihre  Bestätigung  durch  die  Gleichung 
(68)  oder  (70),  mit  der  sie,  abgesehen  von  dem  angemerkten 
Grade  der  Annäherung,  vollkommen  identisch  ist. 

21.  Um  diesen  früheren  Beispielen  nun  aber  auch  noch 
ein  neues,  bisher  nicht  behandeltes  hinzuzufügen,  suchen  wir  mit 
Dirichlet  die  mittlere  Anzahl  der  Geschlechter  quadratischer 
Formen  einer  gegebenen  Determinante  «. 

Nach  der  Formel  (26)  des  9.  Abschnittes: 
6^(7))  =  255+0-1 

und  nach  den  zugehörigen  Auseinandersetzungen  in  Nr.  1  des- 
selben findet  sich  sogleich,  dass,  je  nachdem  n  die  Form  hat 

(126)  n  =  S]c,  n  =  8l-j-4,  «  =  4/.-f  2,  «  =  4Ä;  +  1,  n=47<;-f3| 
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die  Funktion  G  für  negative  Detcrmiuauteu  —  n  durch  die 
Formeln 

(127)  a{-n)==P{n),  G(-n)  =  ^P(n),  G(-n)=  l  P{n), 

G{-7i)  =  P(n),    G(-n)  =  lPiu) 

resp.,  dagegen  für  positive  (nicht  quadratische)  Determinanten  n 
heziehungsweise  durch  die  Formehi 

(128)  G(+n)^P{n),  G(+n)  =  |p(,0,  r.(+ »)  =  |  P(»0, 

G(+n)  =  |P(H),  G{+n)  =  P{n) 

bestimmt  ist.  Hieraus  leiten  sich  ohne  Mühe  für  eine  nega- 
tive  Determinante  die  folgenden  Gleichungen  her,  in  denen 
zur  Abkürzung 


(129)  ^(.s)=^ 


tti  (2Ä;+ir 


x(^- 


yr  (-1)* 


gesetzt  ist: 


(    ^ 
S^  Gj—Sk) 


(130) 


>fti  (2^-+ir 


ris) 


1  — 


J_     ip  (2s) 

2' 


^G{—8k  —  i)__   1      i,''{s) 


\k   +   4:f 


Zj 


(4Z;  +  2)* 


y7(y(— 4/,-  — 1) 


"^  CC— 4Ä;— 3) 


4*" 

^(26-) 

1 

V{^) 

2* 

ip{2s) 

1 

ris)-{-x'is) 

2 

i/»(2s) 

1 

n>'{s)—  xHs) 

i,{2s) 


Es  wird   genügen,    eine    oder   die   andere   dieser  Fonueln 
zu  bestätigen.     Hierzu  bemerke  man,  dass 

1 


ip' 


\^  {2Jc  +  ir j         fj;J  {U-  +  ir  •  (2/.'  +  1/ 
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eiue  Doppt'lriujuuie  ist,  welche,  wenn  alle  Glieder  vereinigt 
werden,  für  welche  (27i;-f-  1)(3'''^ '+  1)  dieselbe  ungerade  Zahl 
y  ist,  sich  iu  Gestalt  der  einfachen  Summe 

(131)  ^.(,)=2'^ 

schreiben  lässt,  in  welcher  über  alle  positiven  ungeraden  Zahlen 
y  zu  summi'ren  ist.     Gleicherweise  findet  man,  da 

Zizl 

(-  1)^  +  *'  (—  1)    2 


(2Ä:+  if^  {2  k'  -^ly 
gesetzt  werden  darf. 


Daraus  folgt  weiter 


(.32)  |(.^W  +  fW)=2'^rFlf 


imd 


(133)  !(,.(,) -f(.))  =2' ^^Ti/ 


Endlich  ist 


Wird  hiernach  die    vorletzte    der  Gleichungen  (130),    in 
welcher  nach  (127) 

G(—U-  1)  =  P(4/j+  1) 

zu  setzen  ist,  mit  t^(2s)  multiplicirt,  so  erhält  man  zur  Linken 
die  Dopi^elsumme 

-^  (4Ä+ir(yT' 

welche,  wenn  diejenigen  Glieder  vereint  werden,  in  denen 
(4/.;  +  1)}"^  derselben  Zahl,  welche  die  Form  4/i  +  1  haben 
muss,  gleich  wird,  auch  als  einfache  Summe: 


^ 


r  (4/^+1)' 
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geschrieben  werden  kann,  in  welcher  der  Coeflicient  C.\/,-^i 
gleich  der  iU)er  alle  quadratischen  Theiler  y^  von  4  h  -\-  1 
ausgedehnten  Summe 

y 
d.  i.   nach   (41  >a)   des    11.  Abschnittes    gleich    T(4h  -{-  1)    ist. 
Die  Vergleichung  mit  (1B2)   bestätigt  dann  die  vorletzte   der 
Gleichungen  (130).  —  Wird   die   letzte   auf  gleiche  Weise  be- 
handelt, so  entsteht  links  die  Doppelsumme 

wenn  gesetzt  wird 

C.,,+3  =2"^  (-7t-')  =  T(4h  4-  3) , 

und  die  Vergleichung  mit  (133)  bestätigt  die  letzte  der 
Formeln  (130). 

Um  noch  die  mittlere  derselben  zu  beAveiseu,  multipliciren 
wir  sie  wieder  mit  ipi2s)  und  erhalten,  da 

F{Ah-\-  2)  =  2-F(2k  +  1) 

ist,  links  die  Doppelsumme 

welche  sogleich  in  die  Gestalt  der  einfachen 

2'     -^^     (2/t-f  ly  2'  ^  ^ 

übergel'ührt  werden  kann.     U.  s.  w.  — 

Für  positive  (nicht  quadratische)  Determinanten  gelten 
die  Formeln  (130)  aus  denselben  Gründen,  nur  dass  statt 
Cr  ( —  n)  eben  die  Funktion  G  (n)  zu  setzen  und  die  Faktoren 

,  -y   auf  den  rechten  Seiten  der  beiden  letzten  Gleichungen 

mit  einander  zu  vertauschen  sind. 

Dies  vorausgeschickt,  betrachten  wir  nun,  indem  wir 
s  =  1  4"  C  setzen,  z.  B.  'die  vorletzte  der  Gleichungen  (130) 
in  der  folu'enden  Gestalt: 
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Oliue  Mühe  bestätigt  mau  die  Beziehung 

also 

t{[  +  9)  =(l  -  ~c-Q'os')-^{l  +  q) 
d.  h. 

'/•(l  +  (>)  =  (i+|?log2-...)(|  +  E'+--) 


also 


^  1    ■   ^-4- log 2 
29"^"  2  ' 


; "  /1     I       \             1        .     E-^log2       1      , 
^-(1+C)  =  4^«  +  2^-7  + 


Andererseits  ist 


gleich 


^a  +  ^) =1^(717?^ 


Vii:!)* . ,^oiog(2*+i)  =  y  (- 1»'  _ o .  y(-i/iog(2^+i)  , 

^■2k-{-i  ^2k-\-l      ^^         2&4-1         ^■■' 

0  0 

WO  die  einzelnen  Suramen  zur  Rechten  sämmtlich  convergiren 

also  endliche  Werthe    haben,    die    erste   den  Werth  — ;    mau 

darf  also  setzen 

z(i  +  (>)  =  |-^c  +  ---, 

wo 

"   (-1/ log  (2^  +  1) 


^-2 


2&  +  1  ' 

u 

folglich 

Und    demnach    nimmt    die   rechte   Seite    der   Gleichung  (134) 
die  Gestalt  an: 

L  j_  -^  +  log  2    \_  , 
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und  zeigt,  dass  die  Entwicklung  auch  der  linken  Seite  nach 
Potenzen  von  q,  oder,  weil  der  erste  Faktor  links  ersichtlich 
eine  stetige  Funktion  der  positiven  Veränderlichen  q  ist, 
welcher  für   ^  =  0   der  endliche  Werth 

^J  (2^+1)-  4    ^^"^  8 

0 

zukommt,  die  Entwicklung  auch  des  zweiten  Faktors  nach. 
Potenzen  von  p  mit  der  zweiten  negativen  Potenz  -^  be- 
ginnt.     Ist 

^  +  f  +  <^o  +  C',?  +  --' 
diese  Entwicklung,  so  gelit  die  Gleichung  (134),  da 

V  1  _  V        1        _c>^  ^logJ2Z,-  +  l) 

0      '-         '      '  0  0 

gesetzt  werden  kann,  wo  imschwer 

y?  log(2A:  +  l)  _  yj  logw  _   yr  log(2Z0  _  ^   -p_''''  lot,  9 

-^     (2Z;  +  1)"-'  ^     n-         jLJ     {-llif  4  24      »  " 

0  1  1  '      ' 

gefunden  wird,  in  die  folgende  über: 

("-(^.r-^><'g2)^  +  -)(^  +  7  +  ^«+^'^-) 

~~  8  e*  "^  4  ■   9      •"      ■  ■  ' 

aus    welcher    sicli    für    die    Coefficienten    A^  B   diese   Werthe 


ergeben: 


Nun  setze  man  f(n)  =  G{—  w),  wenn  die  ganze  Zahl  n 
die  Form  Ah  +  1  hat,  dagegen  /'(«)  =  0  für  alle  andern 
Werthe  von  n ;  dann  geht  aus  dem  Vorstehenden  folgende 
Gleichung  hervor: 

und  diese  giebt  in  Verbindung  mit  (12r)a) 
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^fin)--l>(n) 


-1-  loo-  2.^4-.. 


Nach  Diricblet  setzen  wir  demiiacli 

oder,  wenn  Avir  das  Mittel 

n 
mit  Mf{n)  bezeichnen,  asymptotisch 

N\f(:u)  =  ^  (log  ,i  +  2E  -  1  +  1^  +  I  log  2)  . 

Bedenkt  man  nun,  dass  unter  den  8/i  Zahlen  1,  2,  3,  ...  fi//. 
nur  2  h  solche  von  der  Form  4A:  -j-  1  vorhanden  sind,  so  zeigt 
sich  sogleich 

und  folglich 

MÖ(-4Ä--l)  =  ^,(log..+  27?-l+'-^+|log2) 
oder 
(1.35)        M  G{-U  -  1)  =  ^(iV-  1  +  1  log  2)  , 

weim  zur  Abkürzung  gesetzt  wird 


(135  a) 


N=logn-\-2E-{- 


12F 


Durch  ganz  analoge  Betrachtungen  findet  mau  aus  den 
übrigen  der  Formeln  (130j  die  folgenden  entsprechenden  Re- 
sultate : 

M  (?  (-  4  A:  -  3)  =  ^  (.V  -  1  +  I  log  2) 
N\G(-Rl)  ^-^^^[n-I-  ^log2) 

M  G  (-  8  A-  -  4)  =  ^  (i^  -  1  -  I  log  2) 
MG{-  U  -  2)  =  ^*  (i^-  1  +  4  log  2)  . 


(135) 


Da  a]>er  unter  den  Zahlen   1,  2,  3,  .  .  .  8/a  die  Air/ahl  der 
Zahlen  von  den  Formen  (12G)  resp.  gleich 
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//,  //.,  2h,  2h,  2h 
ist,  SU  wird,  weiiu  man  die  Gleicblieit  beachtet: 

^  (- 1)  ±^hi_2)  +j  ••  +  g(-8fe) 

8/t 
_  1     2:G{—8k)         1     !:(?(— 8Ä:  — 4)    .     1     2;<?(-  ^.-  —  2) 
~"  8  ^^  f"  "8"  *  /t  "'"  4  '  2h 

1_   ZGj—ik—l)   ■     1     ^g(— 4A;— 3) 
"r   4  2/i  "•"  4  "  2Ä  ' 

WO  die  einzelnen  Summen  sieb  über  sämmtlicbe  Zablen  der 
l\eibe  1,  2,  o,  ...  8h  von  der  angegebenen  Linearform  be- 
zieben, deren  Anzabl  im  Nenner  stebt,  offenbar  der  mittlere 
Wertb  der  Anzabl  der  Gescblecbter  überbaupt  bei 
Formen  von  negativer  Determinante  gleicb 

I  M  G  (-  8/0  +  4  M ö  (—  8Z;  -  4)  +  ^  M  (^  (-  4/^  -  2) 

+  |mG(-4/.-1)  +  |mG^(-4Z--3) 
d.  b.  gleicb 

^(ff_l_|log2). 

Hieraus  folgt  in  bekannter  Weise 

(13G)  MG{-n)  =  ±{N-^\og2). 

Da  bei  positiven  Determinanten  keine  Aenderung  weiter 
eintritt,  als  dass  der  erste  und  zweite  der  gefundenen  Aus- 
drücke (loö)  sieb  mit  einander  vertauseben,  solcbe  Vertauscbung 
in  der  Scblussberecbnung  aber  obne  Einfluss  ist,  so  wird 
man  für  die  mittlere  Anzabl  der  Geschlechter  quadra- 
tischer Formen  auch  einer  positiven  (nicht  quadra- 
tischen) Determinante  den  gleichen  Werth  finden, 
wenn  man  annehmen  darf,  dass  die  Vernachlässigung 
der  quadratischen  Determinanten  der  unendlich  viel 
grösseren  Menge  der  nicht  quadratischen  gegenüber 
bei  der  Bestimmung  des  mittleren  Wertbes  obne  merk- 
lichen Einfluss  ist. 

Die  so  gewonnenen  Resultate  bat  übrigens  Dirichlet 
auch  mittels  einer  geeigneten  Abänderung  des  in  Nr.  9 
skizzirten  Verfahrens  gefunden  und  dadurch  die  Ergebnisse 
der  letzteiitwickelten  Methode  bestätigt. 
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22.    Die  Diriclilet'sche  Reihe 

(137)  FO-J^-^, 

welche  eiiier  gegebenen  zahlentheoretiseheu  Funktion  f[}i)  ent- 
spricht, hängt  mit  ihren  analytischen  Eigenschaften  von  der 
Beschaffenheit  eben  dieser  Funktion  offenbar  ab  und  könnte 
so  als  eine  Funktion  nicht  blos  von  der  Veränderlichen  s, 
sondern  auch  von  f{n)  aufgefasst  werden.  Die  voraufgehenden 
Betrachtungen  haben  ausreichend  gezeigt,  wie  umgekehrt  der 
mittlere  W(n'th  von  f(^)i)  von  der  analytischen  Beschaffenheit 
der  Funktion  F(s)  bedingt  wird,  und  haben  so  die  selbstver- 
ständliche Thatsache,  dass  auch  umgekehrt  /"(«)  als  abhängig 
von  F(s)  aufzufassen  ist,  in  helles  Licht  gesetzt.  Dies  führt 
naturgemäss  zu  der  Aufgabe,  den  Ausdruck  der  Funktioü  f{n) 
mittels  der  Funktion  -F(s)  zu  finden  und  sie  auf  solche  Weise 
in  analytischer  Gestalt  darzustellen.  Eine  einfache  Ueberlegung 
wird  genügen,  eine  Lösung  dieser  Aufgabe  zu  finden. 

Wir  wollen  dabei  unter  6  einen  gegebenen  positiven 
Werth  verstehen  und  voraussetzen,  die  Reihe  (137)  sei  nur 
für  alle  s  convergent,  deren  reeller  Bestandtheil  gleich  oder 
grösser  ist  als  6.  Ist  dann  x  ein  positiver  Werth  und  a^  6 , 
so  dürfen  wir  den  Ausdruck 

x'Fjs) 
s 

über  die  Ordinate  s  =  a  —  <x>  •  i  bis  s  =  a  -\-  oo  ■  i  integriren 
und  wollen  setzen 

a+cot  ^  a-l-cci 

(138)  J(.)  =  r~J^Fis)  d  log  .,  =J'^./(f )'  ■  d  log  ,, . 

a  —  CO  j  "       '■  a  —  ^j  i 

Vergleichen  wir  dies  Litegral  mit  dem  Integrale  (GO)  des 
7.  Abschnitts,  so  erkennen  wir  sogleich,  dass  das  allgemeine 
Glied   der   Summe   den  Werth  f{n)    oder  0  hat,   je  nachdem 

a;  >  «   oder  <«  ist,  während  es    y^('')    »^^i^^   i^^;    wenn    x 

den  ganzzahligen  Werth  w.  hat.  Hieraus  entsteht  folgende 
Gleichung: 

(139)  J{x)  =  f(\)  +  fCI)  +  /-(S)  +  •  •    -h  ^  •  f\A , 
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wo  A  =  —  oder  A  =  1  ist,  je  nachdem  x  einen  ganz- 
zaliligen  Werth  hat  oder  nicht.  Vermittelst  derselben 
aber  findet  sich  die  gesuchte  Umkehrung  in  der  Formel 

(140)  /•(«)  =  J{n  +  0)  —  J{n  —  0)  . 

Eine  andere  Art,  f{n)  analytisch  mittels  F{s)  darzustellen, 
findet  sich  in  Cantor's  Notiz:  Zur  Theorie  der  zahlentheore- 
tischen Funktionen,  Mathem.  Annalen  Bd.  16  p.  587,  die  hier 
gegebene  Formel  bei  Halphen*),  der  sie  benutzt  hat, 
um  auf  eine  andere  Weise,  als  wir  bisher  betrachtet 
haben,  die  mittleren  Werthe  zahlentheoretischer 
Funktionen  aus  den  Dirichlet'schen  Reihen  zu  er- 
halten. 

Denken  wir  uns  nämlich,  die  Funktion  F{s),  welche 
durch  die  Formel  (137)  nur  für  diejenigen  Punkte  der  Ebene 
der  complexen  Veränderlichen  definirt  ist,  die  zur  Rechten 
der  Ordinate  s  =  6  liegen,  könne  nach  links  hin  stetig  fort- 
gesetzt werden  und  sei  auf  solche  Weise  für  die  Ordinate 
s  =  b  <Ca   bestimmt,   so  wollen  wir  setzen 

b+xi 

(141)  K(x)  =  ^.f  x^Fis)d  log  s; 

6 OD  / 

x''F(s) 
h  setzen  wir  als  positiv  voraus.    Hat  nun  die  Funktion — 

oder,  was  nach  den  getroffenen  Festsetzungen  dasselbe  besagt, 
die  Funktion  F{s)  in  dem  Stücke  der  Ebene,  welches  zwischen 
den  Ordinaten  .S'  =  h  und  s  =  a  liegt,  keine  andern  Unstetig- 
keitspunkte  als  Pole,  und  können  zudem  bei  einer  Integration 
um  die  Begrenzung  dieses  Stücks  die  im  Unendlichen  gelegenen 
Wegstücke  vernachlässigt  werden,  so  liefert  der  allgemeine 
Cauchy'sche  Satz  die  Beziehung 

(142)  J{x)  =  K{x)+^R{p), 

p 
wo    die    Summation    über    sämmtliche    Pole    s  =  p    zwischen 
jenen  Ordinaten   erstreckt  werden  muss    und    II  {^p)    das   dem 
Pole  p  entsprechende  Residuum  ist.     Setzt  man 


*)  Halphun,  .sur  rapproximation  dc^  sominos  de  tbnclions  nuine- 
riques,  in  Comptes  Rendus  96  p.  634. 

Tiacl)  man  n,  Analytische  /ahlenthooric.  31 


482  Dreizehnter  Abschnitt. 

F{s)  ^      c'      _| c^       c^  .. 


x' 


=  xP .  e^^-p) log*  =  a;^'  (l  +  (s  —  j>)  log  ^  +  (.<?  — i))^  ^^"^  +••■), 


so  findet  sich  It(p)  von  der  Gestalt 

(143)  R 00  =  xP  (P,  log.« -'  ^  +  r,  log" -2  a;  +  . . .  +  P^,) , 

wo    P^,  Pg,  ...  P/(    unabhängig  sind  von  .r. 

Unter  der  Voraussetzung  also,"  dass  für  unendlich  grosse 
Werthe  von  x  die  Funktion  K(x)  von  geringerer  Ordnung  ist 
als  die  Potenzen  x'\  stellt  sich  aus  (142)  sofort  folgendes 
asymptotische  Gesetz  für  t7(,z)  d.  i.  für  die  summatorische 
Funktion  von  f{n)  heraus: 

(144)  fil)  +  f{2)  +  /-(S)  +  ■  •  •  +  f\x]  =^P(p)- 

p 
Wir  machen  mit  Halphen  hiervon  die  Anwendung 
auf  die   Funktion  f(n)  =  q){n),   für  welche   die  Gleichung 
(137)  nach  Formel  (41)  des  11.  Abschnitts  die  Gestalt  annimmt: 

wobei  der  reelle  Bestandtheil  von  s  grösser  als  2  vorausgesetzt 
werden  muss;  daher  setzen  wir  hier  6  =  2.  Da  die  Funktion 
^(s)  in  der  nach  Riemann  angegebenen  Weise  auch  für 
Werthe  von  s,  deren  reeller  Bestandtheil  kleiner  als  1  ist, 
definirt  ist,  nach  den  Eigenschaften  der  Funktion  i,(s)  aber 
in  dem  Flächenstück  zwischen  den  Ordinaten  s  =  1  imd  s  =  a 
für  die  Funktion  F(s)  nur  der  eine  Pol  s  ==  2  erster  Ordnung 
enthalten  ist,  so  giebt  uns  die  Formel  (144),  wenn  wir  h 
zwischen   1  und  2  wählen,  die  Gleichung 

<p(l)  +  9.(2)  +  g)(3)  -f-  .  .  .  +  ^M  =  P(2) 
d.  h.,  da 

^  (2)  =  (t  '-i-ir  (^  -  2)),-.  =  2-^  =  ^ 

gefunden  wird,   in   üebereinstimmung  mit  (02)    das  Resultat 

(145)  rp(l)  +  9^(2)  +  (p(.S)  +  •  •  •  +  ^M  =  ^^ 
sobald  wir  nachweisen  können 
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erstens,  dass  bei  der  Integration  die  unendlich  entfernten 
AVegstrecken  vernachlässigt  werden  können, 

zweitens,  dass  K(x)  von  geringerer  Ordnung  ist  als  x'^. 
Um  das  erstere  zu  zeigen,  führen  wir  die  Funktion 

1  « 

ein,  welche  für  jeden  Werth  von  s,  dessen  reeller  Bestandtheil 
positiv  ist,  durch  diese  alsdann  convergente  Reihe  definirt 
und  von  w^elcher  schon  in  Nr.  (8)  des  11.  Abschnitts  bemerkt 
worden  ist,  dass 

^(■^•)  =  eCs)- (1-2^-0 

ist.     Setzt  man  nämlich  dann 

(146)  ir_(s)=  i|zii)  =  f.(s) .  (1  _  22-..), 

so  lässt  sich  offenbar  F^is)  für  jedes  s  in  dem  angegebenen 
Flächenstücke  in  eine  Reihe  von  der  Gestalt  (137)  entwickeln, 
und  wenn  wir 

a  +  xii 

^i<^^^  ^  ^ij  ^'F,(s)  d  log  s 

a —  oei 
6+00» 

^'^-^^  ^  2^J  ^'^l(^)  ^^  log  S 

setzen,  so  wird  deshalb 

Ä\{x)  =  J,(x). 

x'F  (s) 
Da   ferner   die  Funktion ' —    innerhalb   des  Flächenstücks 

s 

keinen  Unstetigkeitspunkt  hat,  so  folgt  nach  dieser  Gleichung 
aus  dem  allgemeinen  Satze  von  Cauchy,  dass  bei  der  Inte- 
gration um  das  Flächenstück  zwischen  den  Ordinateu  s  =  h 
und  s  =  a  die  unendlich  fernen  Wegstücke  einen  Integral- 
bestandtheil  liefern,  der  Null  ist.  Diese  für  die  Funktion  i'\(s) 
geltende  Thatsache  wird  sich,  da  nach  (14G)  im  Unendlichen 
die  Funktionen  -Z''(-^)  und  F^{s)  übereinstimmen,  auch  auf  die 
Funktion  Fiß)  übertragen. 

31* 


484  Dreizehnter  Abschnitt. 

Zweitens  folgt  uacli  dieser  selben  Formel  luul  weil 

gesetzt  werden  kann,  wenn  der  reelle  Bextandtheil  von  s 
kleiner  als  2  ist,  die  Beziehung 

CO 

(147)  /i:(^0  =  -^4x.-^i(2^-^) 

d.  li.  die  Entwicklung  von  K(x)  in  eine  convergente  Reihe. 
Theilen  wir  diese  Reihe  in  einen  anfänglichen  Theil  A,  der 
die  ersten  m  —  1  Glieder  umfasst,  und  den  Rest  7»*,   so  wird 

^  -=  il; ^.  (2"^)  +  ,-57„!+,j  K,  (2"+- .;)  +  ■    ■ 
oder,  wenn  2"'x  =  |  gesetzt  wird, 

^  =  |(A^xr^)  +  |^x(2|)  +  ---) 
und  folglich  auch 

wenn  m  hinreichend  gross   gedacht  wird,  beliebig  klein   sein 

Ä        .  . 

und,  da      .,    bei    unendlich    wachsendem   x   ebenfalls    beliebig 

klein  wird,  gilt  schliesslich  dasselbe  auch  für  —V  ■ 

Dieser  Beweis  des  zweiten  Punktes  scheint  uns  insofern 
nicht  völlig  überzeugend,  als  der  letzte  Schluss  kaum  anders 
zulässig  ist,  als  wenn  die  Reihe  (147)  gleichmässig  für 
jedes  X  convergirt,  was  nicht  nachgewiesen  ist.  — 

Hiermit  haben  wir  die  wichtigsten  Forschungen  über  die 
mittleren  Werthe  zahlentheoretischer  Funktionen  innerhalb 
der  diesem  Werke  gesetzten  Grenzen  berührt  und  damit 
imsere  Darstellung  der  analytischen  Zahlenthcorie  überhaupt 
vollendet. 


Zusatz  e. 

Zu  Nr.   1  des  2.  Absclinittes. 

Bei  der  Betracbtuug  des  Biiiomialcoefticienteii  ist  der 
bekannte  Ausdruck  desselben  der  Kürze  wegen  der  Combi- 
luitionslehre  entlehnt  worden.  Aber  auch,  dieser  ergiebt  sich 
auf  analytischem  Wege,  wenn,  man  durch  Multiplikation 
der  Formel  S.  14  Z.  1  mit  1  +  ^  folgende  Gleichung  her- 
stellt: 

=  (1  +  ^)  (1  4-  GU-i-  Gl^  +  •  ••  +  Glz'^) 
aus  welcher  die  Recursionsformel 

/T'  +  l  /i"      r_  /-r» 

^  in         ^m  "T  ^iii  —  l 

und   aus   ihr  mittels   des   allgemeinen  Inductions Verfahrens   in 
der  That  der  dort  gegebene  Ausdruck   für  6'"^  sich  ergiebt. 

S.  zu  diesem  Abschnitte  auch  Vahlen,  Beiträge  zu  einer 
additiven  Zahlentheorie,  im  Journal  f.  d.  r.  u.  a.  Math.  Bd.  112. 

Zu  Nr.  7  des  3.  Abschnittes. 

Die  hier  entwickelten  Dedekind'schen  Sätze  werden  von 
uns  nur  zur  Herleitung  des  Dirichlet'scheu  Satzes  in  Nr.  8 
sowie  später  im  13.  Abschnitte  benutzt;  für  diese  Anwen- 
dungen dürfen  die  Coefficienteu  a„  als  reell  angesehen  werden. 
Jedoch  haben  jene  Sätze  auch  im  Falle  complexer  ein.  ihre 
Giltigkeit  und  die  Betrachtungen,  durch  welche  wir  sie  her- 
geleitet haben,  bestehen  allgemein,  wenn  man  sich  nur  erlaubt, 
von  einer  Grösse  a  -\-  ßi  zu  sagen,  sie  liege  zwischen  a-\-hi 
und  a'  -\-  h' i,  wenn  a  zwischen  a,  a'  und  ß  zwischen  h,  1/ 
enthalten  ist;  demgemäss  ist  dann  unter  dem  Mittel werth  einer 
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Keihe  eomplcxer  Wcrtlie  ein  AVertli  zu  verstehen,  dessen  reeller 
und  imaginärer  Bestaudtheil  ein  Mittelwerth  der  reellen  resp. 
imaginären  Bestandtheile  jener  Werthe  ist;  und  unter  dem 
Zeichen  d  ist  ein  eomplexer  Werth  d'  -\-  Ö" i  mit  positiven 
Elementen  zu  denken,  welche  grösser  sind  als  der  numerische 
Werth  des   reellen  Bestandtheils   resp.  des  Coefticienten  von  i 

in  der  Differenz  w  —  i^^ '  — 

Zu  Nr.  4  des  7.  Abschnittes  habe  ich  hinzuv\reisen 
auf  die  mir  erst  nachträglich  bekannt  gewordene  Note  von 
Kronecker:  über  die  Dirichlet'sche  Methode  der  Werth- 
bestimmung  der  Gaussischen  Reihen,  in  den  Hamburger  Mit- 
theilungen II,  32 — 36. 

Zu  Nr.  7  des  7.  Abschnittes. 

Wir   haben    das    Kronecker'sche    Symbol    G( )    in 

etwas  anderem  Sinne  gebraucht,  als  Krön  eck  er  selbst  es 
gethan  hat.     Letzterer  definirt  es  durch  die  Gleichung 


0 

Da  man  nun  für  diese  Summe  auch  schreiben  darf 


2«  — 1 

mni 

0 


i  — 1 


0 

und 

inTti                                         m n  i 
t>(s-f-n)^- nmtiJti  ,  fit^  ■ 

ist,  leuchtet  sogleich  ein,  dass  das  Kronecker'sche  Symbol 

ist,  wenn  w,  n  ungerade  sind,  dagegen  den  von  uns  ange- 
wendeten Sinn  hat,  nämlich 

n  —  l 

ist,  wenn  wenigstens  eine  der  Zahlen  m,  n  gerade  ist. 


Zusätze.  487 

Hieraus  ist  Folgendes  zu  schliesseii:  Weuu  der  rationale, 
rein    imaginiire  ^\'ertll  q,    auf   die  einfachste    Benennung    mit 

positivem  Nenner  gebracht,  q  =  —  ist,  so  Avird  die  Formel 
(38)  S.  161,  so  oft  ni  (oder  auch  )i)  gerade  ist,  für  q^  — 
erfüllt,  gleichviel,  in  welchem  Siime  man  das  Symbol  G  nimmt; 
sind  dagegen  vi  und  n  ungerade,  so  ist  diese  Formel  für  q  =  — 
bei  unserer  Wahl  desselben  unerwiesen,  bei  der  Kronecker- 
schen  aber  illusorisch,  denn  bei  dieser  sind  dann  auf  ihrer 
linken  Seite  Zähler  wie  Nenner  gleich  Null.  — 

Zu  Seite  203  bemerke  man  Hacks:  über  die  Classen- 
anzahl  der  zu  einer  negativen  Determinante  —  q  gehörigen 
eigentlich  primitiven  quadratischen  Formen,  wo  q  eine  Prim- 
zahl von  der  Form  4n  -\-  '3  ist.  Acta  Mathem.  Bd.  14. 

Zu  Nr.  8  des  12.  Abschnittes. 

Diese  Nr.  bedarf  der  berichtigenden  Anmerkung,  dass  der 
dort  ausgesprochene  Satz  von  Tschebischeff  allgemeiner  so 
gefasst  worden  ist:  Wenn  f{x)  eine  Funktion  der  reellen 
Veränderlichen  x  ist,  die  für  jedes  über  einen  posi- 
tiven Werth  hinausliegende  x  positiv  bleibt,  so  ist 
u.  s.  w.  Der  Beweis  ergiebt  sich  durch  eine  leichte  Modi- 
fikation unseres  Verfahrens. 

Zu  Nr.  0  — 11  des  12.  Abschnittes. 

Leider  erst  während  des  Druckes  dieses  Abschnittes  wurde 
ich  mit  der  Habilitationsschrift  von  A.  Piltz:  über  die  Häufig- 
keit der  Primzahlen  in  arithmetischen  Progressionen  und  über 
verwandte  Gesetze,  Jena  1884,  bekannt  gemacht,  von  der  ich 
gern  mehr  Gebrauch  gemacht  hätte,  als  es  hier  noch  thunUch 
ist.  Indem  Piltz  dem  Gedankengange  der  Riemann'schen 
Arbeit  über  die  Anzahl  der  Primzahlen  tiefer  nachspürt,  ent- 
wickelt er  daraus  ein  allgemeines  Prineip,  durch  welches  es 
möglich  werde,  die  asymptotischen  Gesetze  zahlentheoretischer 
Funktionen  vollständiger  zu  ermitteln,  als  es  bisher  geschah, 
indem  es  verstatte,  auch  ihre  periodischen  Schwankungen  zum 
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Ausdruck  zu  bringen.     Dies  Priucip  liisst  sich  folgendermassen 
ausspreclieii,   wenn  wir  von   gewissen   näheren  Bestimmungen, 
welche  dabei  zu  beachten  sind,  der  Kürze  wegen  hier  absehen: 
Sei 

für    alle   a,    deren   reeller    Bestandtheil    grösser   ist,    als    eine 
gewisse  Grösse  (?,  convergeut,  und  i''(s)  in  eine  Summe  zerlegt: 

(2)  Vis)  =  F,  (.)  +  K  (s)  H-  F,  (s)  +  •  •  • , 

deren  einzelne  Glieder  sich  in  der  Form  bestimmter  Integrale: 

(3)  F„,{s)=j  f,„{x)x-uJx 

1 

darstellen  lassen.     Dann  ist  für  jeden  Werth  von  s 


(•'  X 


Dies  allgemeine  Princip  bestätigt  Piltz  —  von  einem 
einfachen,  weniger  interessanten  Falle  abgesehen  —  vornehm- 
lich an  demjenigen  der  Häufigkeit  der  Primzahlen.  Er  führt 
zunächst  die  Funktion  t,{s)  auf  die  folgende: 

in  welcher  z  positiv  vorausgesetzt  wird,  und  welche  für  jedes  s, 
dessen  reeller  Bestandtheil  kleiner  als  —  1  ist,  durch  diese 
Gleichung  definirt  wird,  zurück: 

?(-s)  =  l?(l,s);         - 

ofienbar  kommt  auf  diese  neue  Funktion  auch  die  S.  341 
mit  i,{s,  a,  m)  bezeichnete  zurück.  Anders  als  es  für  letztere 
geschehen  ist,  erweitert  Piltz  die  Bedeutung  der  Funktion 
B(z,  s),  sodass  sie  für  alle  s  gilt,  deren  reeller  Bestandtheil 
kleiner  ist,  als  eine  beliebige  positive  ganze  Zahl.  Indem  er 
dann  diese  so  bestimmte  Funktion  B{z,  s)  in  eine  für  das 
Intervall  z  =  0  bis  z  =  1  giltige  Fourier'sche  Reihe  ent- 
wickelt,  erhält    er  eine  Formel,   welche   den  Riemann 'sehen 


Zusätze.  489 

iSat/  8.  350  über  diu  Funktion  ^(.s)  als  spcciellen  Fall  in  sieh 
scliliesst.  Aus  diesem  ISatze  leitet  er,  auf  die  Uiemanii 'sehen 
Andeutungen  sich  stützend,  deren  Dunkelheit  freilich  auch 
noch  nicht  völlig  erhellt  wird,  die  Null-  und  Unendlichkeits- 
stellen der  Funktion  ^(s)  her,  stellt  darauf 

TT/  \  d  log  J  (S)         1      .       T        et  ^~T  lo"  p 

F(s)  = 1-^-^     d.  1.  die  Summe      >  — ^- , 

^  ■  ds  X  i   p'«ä  ' 

in  welcher  ^>"'  alle  positive  Primzahlpotenzen  anzunehmen  hat, 
in  der  Form  (2)  dar  und  weist  die  Richtigkeit  seines  Priucipes 
d.  i.  die  entsprechende  Formel  (4)  für  diesen  Fall  nach.  Durch 
Integration  nach  s  von  s  bis  oo  erhält  er  daraus  einen  für 
jedes  ö'  giltigen  Ausdruck  für  die  Summe 

und,  indem  dann  s  =  0  gesetzt  wird,  die  Riemaiin'schen 
FVjrmeln  betreffend  die  Anzahl  der  Primzahlen  unterhalb  ic; 
es  findet  sich  hierbei,  dass  die  Constante  C  in  unserer  Formel 
(67)  S.  396,  welche  Riemann  irrthümlich  angegeben  hat,  den 

"VVerth  log  y  hat. 

Von  dem  weiteren  Inhalte  der  Abhandlung,  welche  sich 
andeutungsweise  noch  über  andere  ähnliehe  Probleme,  inslje- 
sondere  über  die  Vertheilung  der  Primzahlen  in  arithmetischen 
Progressionen  verbreitet,  sei  hier  nur  noch  erwähnt,  dass  die 
Untersuchung  der  letzteren  in  dem  besonders  einfachen  Falle, 
wo  di(j  Differenz  der  Progression  eine  ungerade  Primzahl  q 
ist,  auf  die  Funktion 


t{s,v)=^^ 


«liud  n  .  /)', —  s 


ZU  gründen  ist,  in  welcher  v  eine  ganze  reelle  Zahl,  «  =c''~  , 
und  für  n  alle  durch  q  nicht  theilbaren  positiven  gairzen  Zahlen 
zu  setzen  sind,  eine  Funktion,  welche  in  naher  Beziehung  zu 
der  auf  S.  347  mit  i\8^  D)  bezeichneten  steht,  durch  die 
Formel 

7-1 
k—l  ■' 
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auf  die  Funktion  I>  (s,  s)  zurückkommt  uud  daher  eine  gleiche 
Behandlung  gestattet,  wie  die  Funktion  ^.s).  Uebrigens  ge- 
hört sie  zu  denjenigen,  welche  auch  von  Lipschitz  in  der 
S.  340  angeführten  Abhandlung  untersucht  worden  sind. 

Endlich  zeigt  Piltz  nebenbei,  dass  der  S.  51  erwähnte, 
von  Legendre  behauptete  Satz  nicht  richtig  ist,  vielmehr 
schon  aufhört  zu  gelten,  wenn  Ic  =  1  also  p^  =  19  gewählt 
wird.  In  der  That,  werden  die  8  Primzahlen  3,  5,  7,  11,  13, 
17,  10,  23  als  die  gegebenen  angesehen,  so  ist  z.  B.  von  den 
19  aufeinanderfolgenden  ungeraden  Zahlen 

von  140  722  743  bis  140  722  779 
jede  durch  wenigstens  eine  jener  Primzahlen  theilbar.  — 

S.  zu  diesem  Abschnitte  u.  a.  noch 

Poincare,  sur  la  distribution  des  nombres  premiers, 
C.  R.  113  p.  819;  Lorenz,  analytiske  Undersögelser  over 
Primtalmängderne,  Kjöb.  Skrift.  (6);  auch  die  leider  russisch 
geschriebene  und  mir  deshalb  unzugängliche  Arbeit  von 
Preobraschensky,  das  Princip  der  Knotenpunkte,  Kasan 
Ges.  7. 

Zum  13.  Abschnitte,  Formel  (29a). 

In  den  soeben  ausgegebenen  Mittheilungen  der  Mathem. 
Gesellschaft  in  Hamburg,  Bd.  III  Nr.  4  findet  sich  eine  Arbeit 
von  E.  Busche:  über  die  Anzahl  aller  Theiler  der  Zahlen 
von  1  bis  n.  In  derselben  wird  ein  geometrisches  Princip 
verwendet,  um  Theileranzahlen  zu  ermitteln.  Man  denke  näm- 
lich eine  Ebene  durch  die  rechtwinkligen  Coordinatenaxen  und 
die  Parallelen  zu  denselben,  welche  den  Abstand  1  von  einander 
haben,  in  Quadrate  zerlegt;  die  Netzpunkte  dieser  Zerlegung 
mögen  die  ganzzahligen  Punkte  der  Ebene  heissen.  Zieht 
man  dann  vom  Anfangspunkte  durch  die  ganzzahligen  Punkte 
mit  positiver  Abscisse  und  mit  der  Ordinate  -f  1  Strahlen, 
so  werden  die  auf  letzteren  liegenden  ganzzahligen  Punkte 
Theilerp unkte  genannt,  demi  die  Ordinaten  derjenigen  von 
ihnen,  welche  auf  die  durch  den  ganzzahligen  Punkt  (w,  0) 
gehende  Senkrechte   zur  a;-Axe  fallen,  sind  die  verschiedenen 
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Tlieiler  von  ».  Die  Theilerpunktebeiie  kann  nun  als  oine  Ab- 
bikluug  der  gewöhulicheu  a:?/- Ebene  aufgefasst  werden,  ver- 
mittelt durch  die  Gleichungen 

x'==xy,      y'  =  y, 

wo  x' ,  y'  jeden  Punkt  der  Theilerpunktebene  bedeutet;  den 
ganzzahligen  Punkten  der  .r?/ -Ebene  entsprechen  die  Theiler- 
punkte  der  a;'?/'- Ebene.  Denkt  man  sich  dann  die  Theiler  der 
aufeinander  folgenden  ganzen  Zahlen  irgend  einer  Grössenbe- 
dingung  unterworfen,  so  liegen  die  zugehörigen  Theilerpunkte 
innerhalb  einer  geschlossenen  Figur  der  x'y'-Woewe,  der  eine 
ebensolche  in  der  a;?/ -Ebene  entspricht,  und  ihre  Anzahl  ist 
gleich  der  Anzahl  ganzzahliger  Punkte  in  der  letztern  Figur; 
annähernd  kann  sie  also  durch  den  Inhalt  der  letztgenannten 
ausgedrückt  werden. 

Indem  Busche  dieses  Princip  zur  Anwendung  bringt  auf 
die  Anzahl  der  Theiler  der  Zahlen  von  1  bis  n  d.  i.  auf  die 
von  uns  mit  x{n)  bezeichnete  Funktion,  erhält  er  nicht  imr 
auf  einfache  Weise  die  Dirichlet'sche  Formel  (29a),  sondern 
auch  einige  annähernde  Ausdrücke  dieser  Fimktion. 

An  derselben  Stelle  findet  man  eine  Arbeit  von  J.Schröder: 
einige  Sätze  über  Theileranzahlen  sowie  einige  Anwendungen 
der  Geometrie  auf  Zahlentheorie.  Darin  giebt  Schröder  eine 
anderweitige  Herleitung  der  Dirichlet'schen  Formel   mittels 

n 

einer  besonderen  Transformation  der  Summe  ^,  ,    welche 

an  die  von  Dirichlet  verwendete  erinnert.  —  Ausserdem 
aber  leitet  er  eine  Verallgemeinerung  einer  Formel  her,  welche 
zuerst  von  Lerch  (Bulletin  de  la  See.  Roy.  des  Sciences  de 
Boheme  1887)  gegeben  worden  ist.  Setzt  man  nämlich, 
während  r,  m,  s  gegebene  positive  ganze  Zahlen  bedeuten, 

n^)  =2  (^ — ' .^. — ' — 

'  \  n"^^-^''^"'^''^^')  jj(i-.x-'-c+')+') 

so  kann  man  für  x  <  1   die  Summe   sowohl    in   dieser  Weise: 
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1                       1 

^            m-l 

als 

aucli  folgeuder 

massen  sclireiben: 

-(1 

00 

x'''+' 

"  "JJ(l_^'-('+ '•)+') 


=  0 

uml  durch  Gleichsetzmig  beider  Ausdrücke  die  Formel  bilden: 

711 1 


x'-''+'  7=0 


W( —  1 


,=0  i  —  0 

Wird  nun,  da  a;  <  1  angenommen,  beiderseits  nacli  steigen- 
den Potenzen  von  x  entwickelt  und  mit  C'n''^''^  der  Coefficient 
von  x""  in  der  Entwicklung  der  rechten  Seite  bezeichnet,  so 
findet  sich  ohne  Mühe  für  denselben  folgende  Bedeutung: 
Cn'''''  ist  die  Anzahl  aller  derjenigen  Theiler  der 
Zahlen 

n  —  r  ■^,  iQi     für  alle  Werthe  0,  1,  2,  3,  ...  der  qi, 

1=1 

m 

welche  grösser  sind  als  ^  Qi    und    zugleich    Comple- 

t=i 
mentärtheiler  von  der  Form  rv -\- s  (für  v=0,  1,  2,  3,...) 
besitzen.     Nennt  man  ipy(^a-^ß)   die  Anzahl  der  Theiler    von 
a,  welche  >  ß  sind  und   einen  Complementärtheiler  y  haben, 
so  ist  also 

(in  m  \ 

n  —  r-^  ^Qr^     ^  Qi  1 
1=1  i=i      / 


'  /  ? 


wenn    die   Summe    auf  die    genannten  Werthe    der  Zeichen  v 
und  Qi  erstreckt  wird. 
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Der  besoudere  Fall  m^r  =  s  =  l   liefert  die   Formel 
von  Lerch: 

^ip{n~Q;  Q)  =  n, 

0  =  0, 1,2,  ••• 

in  welcher  ^(a;  ß)  die  Anzahl  der  Theiler  von  «  bezeichnet, 
welche  grösser  als  ß  sind. 

Die   so   analytisch   erhaltenen  Formeln  werden   nun   auch 
geometrisch  nach  dem  Principe  von  Busche  bestätigt.  — 

Zu  Seite  415  und  416. 

Die   Vergleichung   der   Formeln   auf  diesen    Seiten   führt 
zu  der  Beziehung 

1  1 

welche  man  —  und  mit  ihr  auch  die  Formel  (111)  —  folgender- 
massen  direkt  herleiten  kam).  Ist  h  eine  Zahl  der  Reihe 
1,  2,  3;  ...  »,  so  ist  jeder  Theiler  von  h,  welcher  <  [j/A:] 
ist,  eine  Zahl  der  Reihe  1,  2,  3,  .  .  .  [V^w]  .  Umgekehrt,  wenn 
/i  eine  Zahl  dieser  Reihe  ist,  so  ist  zunächst  I  y-J  >  //,  ferner 

ist  h  ein  Theiler  derjenigen  Zahlen  h  der  Reihe  1,  2,  3,  ...  «, 
welche  in  der  Formel 

1c  =  s-h     für  s=  1,  2,  3,  •  •  •  [-] 

enthalten  sind,  aber  nur  dann  ein  solcher  Theiler,  welcher 
<  [V^  ]  ist,  wenn  s  '^  h  ist,  also  nur  für  die  letzten 

[|]  -  (/,  -  0 

Werthe  von  s.     Hiernach  ist  ersichtlicherweise 


2'j"a)-=2'r,(7,-)-i>,"'(iy»i-i) 

1  I 
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Oller,  was  bewiesen  werden  sollte, 


7i  /i 

Zn  Seite  447. 

1 

Hier   ist  stillschweigend   vorausgesetzt,    dass  (.r'^  keine 
sanze  Zahl  sei. 


Seite 


39 
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Berichtigungen. 

Zeile     7  v.  o.  lies  247t +  3  statt  9Ah -{- f. 

1  \i.  4  V.  u.  lies  /t^  statt  /•. 

14  T.  0.  lies  für  statt  ür. 

8  V.  u.  lies  2"  statt  2  er. 

14  V.  0.  lies  a'cc'y  statt  a'ay. 
6  V.  u.  lies  (4o)  statt  (6). 

in  Formel  (13)  lies  A'(C,^^)  statt  A'(C,„ . 

„     lies  q-'  statt  2". 
„        „         „     lies  K{C-')  statt  K(C-'). 
Zeile     6  v.  u.  lies((?.r,  y)  statt  «ia;,  2/). 

„      14  V.  0.  lies  1  4-  -TT-  statt  1  +  -r-  • 

3  3 

15  V.  0.  lies  ^-^  statt  «<  — 


14  V.  0.  lies  ^ 


statt 


2 
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